"IONES GRIEGAS ¥ LATINAS



Ltu OJ)ICLGJV\ /

Instituto Arithmetica

1. El autory su época.

Anicio Manlio Severino Boecio nacid en Roma hacia 480 de nuestra era. Era
miembro de la familia de los Anicios, que se decian descendientes de Macrino y se habian
convertido al cristianismo dos siglos antes. Probablemente antes de los diez afios quedd
huérfano de padre. Por la posicion social destacadisima de éste, un aristocrata que habia
sido consul en 487, continud desenvolviéndose en los circulos mas selectos de la capital del
imperio. Fue educado por otro ilustre representante de la clase senatorial, Quinto Aurelio
Memio Simacol a quien va dedicada esta obra sobre la doctrina de los nameros.

Este intelectual, tan destacado en la Roma de entonces, colaboré como asesor de los
ostrogodos y favorecié entre sus conciudadanos la difusion de la cultura griega, importante
para las relaciones con el pujante imperio oriental bizantino.

La carrera politica de Boecio es al principio bastante rapida, pues llegé a ser consul
sin colega en el afio 510. Otra sefial de su notable influencia fue la preparacion temprana
de la carrera politica de sus hijos, fruto de su matrimonio con una hija de Simaco,
Rusticiana. Estos ocuparian el consulado en el afio 522, cuando todavia no habian
alcanzado la edad adulta. Poco después tuvo la responsabilidad de magister officiorum,
encargado de la supervision de todos los funcionarios del estado, pero las envidias e intrigas
palaciegas y las dificultades de convivencia entre los ostrogodos arrianos y los romanos
catélicos determinaron una acusacién contra él, en la que estaba comprometida su
coherencia como asesor del rey, en su dignidad personal e intelectual. La condena de los
jefes religiosos arrianos Diéscuro, Timoteo Eluro, Pedro el Monje, y Pedro de Fulon, con
el comienzo del reinado de Justino en Bizancio, determinaron un empeoramiento de las
relaciones entre Teodorico y los catdlicos de Italia. Un tal Cipriano denunci6
correspondencia entre el emperador bizantino y los miembros del senado romano. El
principal acusado fue Albino, consul en 493, que habia intercedido por la unidad de la
Iglesia oriental y occidental con el apoyo del papa Hormisdas. Cipriano sefialé que las
cartas eran indicio de una conspiracion de los cat6licos contra Teodorico. Boecio defendid
a Albino y al senado, pero no convenci6 al rey de la falsedad de las acusaciones. Se le
condend solo por las declaraciones de unos testigos, pretextando incluso el uso de la magia.
Durante el largo intemamiento y en la prisién de Calvenzano, en una zona de Pavia, escribe
su obra mas leida, copiada y publicada hasta nuestros dias: la Consolatio philosophiae2
cuyos valores morales y estéticos resumen toda una larga tradiciéon erudita. En 524 es
ajusticiado y no tardara en seguirle con el mismo destino su suegro Simaco al afio siguiente.

1 Este notable cortesano de la familia de los Simacos (recuérdese a Quinto Aurelio Simaco, el gran orador
del final del siglo IV que habia defendido frente a San Ambrosio la restauracion del altar de la Victoria)
habia sido cénsul con Odoacro en 485, prefecto de Roma y dirigente del senado en 524-525. Conocemos
un fragmento de la obra histérica que compuso, en siete libros (cf. Luiselli, G., “Note sulla perduta
Historia Roman di Quinto Aurelio Memmio Simmaco”, Studi Urbinati 49 [1975] 529-535).

2 Cf. Gruber, J., Kommentar zu Boethius De Consolatione Philosophiae, Berlin , 1978.
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2. Labor intelectual.

Su formacion intelectual le habria permitido emprender con éxito el proyecto de
traducir y comentar conjuntamente las obras de Platon y Aristételes, pero la condena
impuesta por el rey le impidio terminarlo. Su interpretacion de Platén le viene a través de su
maestro Amonio, discipulo de Proclo. El plan inicial de traducir la obra del pensador griego
s6lo se pudo llegar a realizar parcialmente. Conocemos una traduccién suya del didlogo
Timeo.

Nos ha llegado completa la traduccion y comentario del Organon aristotélico.
Parece que el orden de sus traducciones fue: Isagoge de Porfirio, Categorias de Aristoteles,
el De interpretatione, los Analytica priora, Analytica posteriora, Topica y Sophistici
elenchi. Se conocen dos comentarios de distinta altura (uno para alumnos, otro méas erudito)
a la Isagoge de Porfirio y otro al De interpretatione. Muy destacable es su interés por la
légica, que muestra en sus escritos De categoricis syllogismis, Introductio ad categ6ricos
syllogismos, De hypotheticis syllogismis, De divisione, De topicis differentiis. También fue
recordado por sus obras teoldgicas De catholicafide, Contra Euthycen et Nestorium, Vtrum
Pater y Hebdomades. Las aportaciones principales de Boecio a la filosofia posterior se
concentran sobre todo en la definicion de persona (antecedente de Toméas de Aquino) y en
la de libertad moral. En el concepto de ser humano como sustancia individual e irrepetible
se distancia de la filosofia neoplaténica. San Agustin y Boecio consiguen elevar la
capacidad de la lengua latina para la filosofia y la ciencia.

Entre la obra cientifica de Boecio, menos conocida que su Consolacién de la
filosofia, se nos ha conservado la Institucion musical y esta Institucion aritmética, cuyo
modelo es el tratado de Nicomaco de Gerasa (primera mitad del siglo 11); se ha perdido para
nosotros su obra astrondémica (que todavia se podia consultar en el siglo X) y no se ha
conservado su tratado de geometria integramente (tenemos unos fragmentos tan sélo y una
falsificacion). La primera geometria pseudoboeciana data, segun Jean-Yves Guillaumin3del
siglo VIII, y fue empleada para la redacciéon de una Geométrica ars anonyma ; la otra, pudo
tener origen en el siglo XI.

La denominacion del canon de las ciencias que pasan a la Edad Media como
quadrivium ( no ya con el sentido anterior de “encrucijada” sino con el de “cuatro caminos
hacia el conocimiento”) se encuentra por vez primera en esta obra de Boecio (arith. 1,1)
por lo que constituye un testimonio interesante en la transmision de la cultura antigua al
medievo. La aritmética estudia el nimero en si mismo y por si mismo, la musica el nimero
relativo, para crear armonia, la geometria el espacio en reposo frente a la astronomia que
estudia el espacio en movimiento, la conjuncién de las tres dimensiones en diferentes
planos. El conocimiento de la aritmética, que se proyecta hacia la geometria, la astronomia
y la musica, define una concepcién filoséfica racionalista del mundo, en donde todo tiene
su lugar y su medida, en perfecta armonia coherente. La manifestacion gozosa y vitalista
de esta filosofia, apoyada en una larga serie de trabajos medievales, estallara, llamativa y
atrayente, en el Renacimiento. En la época antigua, Nicomaco, Teon de Esmima, Jamblico
y Proclo dan la primacia a la aritmética frente a la geometria, mas apreciada por los
romanos en cuanto aplicable a la agrimensura.

3Introd. a Boéce. Institution arithmétique, Paris, 1995, p. XXVI.
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La valoracion que podemos hacer de su aportacion tedrica a la matematica se puede
centrar en estas ideas sobre todo:

a) La distincion entre los conceptos de nimero y cantidad. Parece que esta
distincion aparece en la obra de Tedn de Esmima, del s. Il d.C.

b) La adaptacion del método de exposicion de los tratados griegos, en una labor
notable de sintesis y sistematizacion.

¢) La transferencia de métodos matematicos a otras disciplinas y saberes.

El principio del nimero es la diferencia entre unidad y pluralidad, que se expresa en
el debate entre lo uno y lo otro, la alteridad. El concepto especial de la unidad como
perfeccion ideal —frente a la que la alteridad es una corrupcién, una contingencia que se
aparta de la sustancia, el fundamento real y esencial del mundo— tiene antecedentes bien
conocidos en la filosofia antigua. Esta misma idea se mantendra durante mucho tiempo en
la teologia cristiana. La distincion fundamental entre igualdad y desigualdad es un
desarrollo o corolario de esta teoria de la unidad neoplaténica que encuentra su aplicacion
en la unidad de la verdad y en la unidad de la ciencia, y que tiene consecuencias también
en los planos social y moral tipicamente occidentales. Estas son algunas de las claves de
este pequefio librito, que contiene los gérmenes de esta tematica tan enraizada en el debate
de muchas generaciones sobre el origen, estructura y composicion del mundo.

3. Pervivencia de la obray del legado intelectual de Boecio.

La aritmética es el primer estadio, el fundamental de iniciacion en la cultura. De ahi
la solida fundamentacion y trabazén de los contenidos culturales que perviven y se
desarrollan durante siglos en el Occidente europeo, y que constituyen las raices de nuestra
civilizacion actual. El tratado de Boecio pudo servir para la instruccion de los monjes en
Vivarium, el monasterio fundado por su contemporaneo Casiodoro, y junto con la obra de
éste, formo parte de la tradicion que conoceria méas tarde San Isidoro. Su libro tercero de
las Etimologias debe mucho al manual de Boecio. De esta manera debi6 salvar la época
oscura de la transmision de la cultura latina y llegar al Renacimiento carolingio, edad en la
que se hicieron muchas copias que garantizaban su difusion posterior.

Gerberto de Aurillac, el papa del afio mil con el nombre de Silvestre 11, de probable
origen espafiol, apreciaba mucho esta obra y envié una copia al emperador germanico Oton
I11. Fue autor preferido de Conrado de Hirsau y de Juan de Salisbury. Guillermo Occham
tiene influencia boeciana. La alegoria de la naturleza que observamos en Alain de Lille, o
en la Divina Comedia dependen en sus origenes del despliegue imaginativo conseguido en
las obras poéticas boecianas. La atencion que prest6 a la metodologia matematica boeciana
la escuela de Chartres definié un estilo arquitecténico, que se aplico a la edificacion de
numerosas catedrales gdticas e iglesias del Cister. Asi por ejemplo, la iglesiade San Miguel
de Hildesheim en el Norte de Alemania (Baja Sajonia), tiene las proporciones armonicas
fundadas en esta teoria.

Pero también la doctrina de los nimeros procedente de la Antigiiedad se puso en
relacion con las abundantes referencias numéricas de la Biblia. Por eso, comienza a tener
una importancia mayor cuando se incorpora a la discusion sobre la exégesis hebrea del
Antiguo Testamento. Durante la Edad Media se conoce en Occidente la matematica arabe,
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mas desarrollada. Todos estos elementos, procedentes de diferentes culturas, forman un
crisol muy interesante para el nacimiento del empirismo en la Edad Moderna. La influencia
de las teorias del numero en las ideas filoséficas, teoldgicas y astrondémicas a partir del siglo
X1l es muy destacable. Asi el mallorquin Raimundo Lulio fund6 su légica y su “arbol de
las ciencias” a partir de una instruccidn en la filosofia y teologia cristianas, en la ciencia
arabe y en la exégesis judia, si bien su sistema resulta enteramente original. De ahi el
atractivo que ejercid sobre los autores posteriores, en competencia con San Alberto Magno.
Fue una de las fuentes de Nicolas de Cusa, y de la escuela neopitagérica de Juan Pico della
Mirandola. Uno de los tratados mas repetidamente imprimidos en el Renacimiento
temprano, el de Jordano Nemorario (Jourdain de Neuvre = 1236) tiene por base el tratado
boeciano de aritméticad Algunas aplicacones, incluso ludicas, de estas teorias nos son
conocidas por el matematico y especialista en lenguas orientales y clasicas Lefévre
d’Etapless

4. El incunable de la Colegiata de San Isidoro de Le6n.

Se conocen méas de 180 manuscritos de la obra de Boecio. La edicién principe fue
realizada por E. Ratdolt en Ausburgo, en 1488 y ya entonces los nimeros romanos fueron
sustituidos por numeracion arabiga, como en el nuestro de San Isidoro de Ledn. El codice
de la biblioteca isidoriana contiene una de las primeras impresiones de la obra en el
Renacimiento temprano. Tenemos una muestra del interés que todavia tenian las obras
matematicas de Boecio a comienzos del XVI, en una edicidn conjunta de los comentarios
de Lefévre d’Etaples con los de J. Clichtove y una obra de Ch. De Bovelles& Menéndez
Pelayo en su obra La ciencia espafiola recuerda un curso de Pedro Ciruelo sobre artes
liberales publicado en 1516, cuya primera parte es una parafrasis de la aritmética boeciana?.
Una de las ediciones europeas mas notables es la de Paris de 1521 Arithmetica duobus
discreta libris, adiecto commentario Girardi Ruffi, mysticam numerorum applicationem
perstringente declarata, Parisiis, Apud Simonem Colinoeum.

4 Se puede leer con traduccién inglesa en la edicién de Busard, H.L.L., Jordanus Nemorarius. De elementis
arithmeticae artis, Stuttgart, 1981.

5 Este estudioso realiz6 un compendio que fue muy difundido durante el siglo XVI; cono cemos una
edicién de Paris fechada en 1549: Arithmetica speculativa Boetii per lacobum Fabrum in compendium
redacta, Parisiis, luvenus.

6 Tenemos ejemplares en Sevilla, coleccion de la Biblioteca Capitular y en la Colombina: “In hoc libro
contenta epitome compendiosaque introductio in libros arithmeticos divi Severini Boetii, Jacobus Faber
Stapulensis/ adiecto familiari commentario dilucidata ludoci Clichtovei Neoportuensis/ Caroli Bouvilli
liber de quadratura circuli, liber de cubicatione sphere, In almo Parisiarum, Volphgangus Hopilius et
Henricus Stephanus, 1503 (y después otra edicién de 1510). Notable es también una edicién vienesa de
1515 Arithmetica communis. Proportiones breves. De latitudinibus formarum. Algorithmus G.
Peurbachi. In integris Algor. Jo. de Gmunden. De minuciis physicis, editada por Georgius Collimitius, en
que se reproduce la edicion de la aritmética boeciana con el titulo de communis segln lo habia hecho en
1500 J. de Murs .

Menéndez Pelayo, M., La ciencia espafiola, vol. Il Inventario bibliografico de la ciencia espafiola,
epigrafe X, Ciencias matematicas, puras y aplicadas (astronomia, cosmografia, geodesia, etc.), p. 213
Cursus quattuor mathematicarum libri artium liberalium (1516), donde ademas de la paréfrasis de la
obra boeciana, se recoge la geometria de Tomas Bravardin, la perspectiva de Juan de Cantorbery y un
tratado de musica.

~
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El texto latino recogido en la coleccién Migne, vol. 63, de 1860 reproduce la
edicion de H. L. Glareanus, publicada en Basilea en 1546. La edicion critica de G.
Friedlein, publicada en Leipzig, para la coleccion Teubner en 1867 (reproducida después en
Francfort, por la editorial Minerva, en 1966) fue un precedente de la de J.Y.Guillaumin de
1995. Recientemente ha sido publicada una nueva edicidn critica realizada por H. Oostout
y J. Schilling en la Coleccién Corpus Christianorum, publicada en Turnhout, en el afio
1999. Guillaumin critica la traduccion inglesa de M. Masi8(Amsterdam, 1983). Esta
traduccion esta precedida de una introduccion en la que dedica un pequefio apartado a la
iconografia de las artes liberales y otro a la aplicacién de las teorias de la proporcion a la
catedral medieval. Més interesante para la influencia del texto en la cultura europea es el
capitulo introductorio en el que recoge comentarios y obras que se han fundado en él.

El incunablé de San Isidoro n° 288, semejante en cuanto al texto al que esta
catalogado con el n° 161, corresponde a la edicidn de Venecia de 1499 —en letra g6tica con
abreviaturas, una edicion cuidada y corregida— que fue publicada por los hermanos Juan
y Gregorio de Gregoriis. Tiene algunas erratas en los graficos, facilmente salvables para el
lector. Nuestra traduccion intenta expresar el contenido de una manera sencilla, por lo que
se ha preferido a veces conservar los nombres latinos de los conceptos matematicos y
algunos términos técnicos griegos que Boecio recoge, como epimoron, epitrito, epitetarton,
diapasson, diatessaron, diapente, hemiolia proportio... Algunos conceptos reciben una
exposicion relativa al sistema matematico que se desarrolla en la obra, pero pueden ser
explicados de manera menos prolija. EI “par paritario” es la potencia de dos, y el el “impar
paritariamente” es el nimero obtenido por duplicacion de un impar. EI concepto de nimero
parte altera longior se ha traducido por la perifrasis un tanto incomoda “ndmero que tienen
una parte mas larga que la otra”, pero que da la medida de la proyeccidn geométrica con
que se conciben las cantidades en este tratado.

Un estudio del vocabulario técnico latino fue realizado en la tesis doctoral de A.
Alberte dirigida en Valladolid por M. Bravo, no publicada, pero de gran interés para
comprender la transmision del lenguaje técnico de las ciencias del griego al latin. Estudié
los campos semanticos de las operaciones matematicas y de las figuras. Estudia también la
aceptacion de la terminologia adoptada por Boecio en obras de Casiodoro y de San Isidoro,
asi como las diferencias con la seguida por Marciano Capela.9 EI aprovechamiento de
algunos vocablos empleados ya por Cicerdn y por tratadistas de arquitectura o de métrica
para la matematica, nos advierte sobre el valor de la sistematizacion del Iéxico realizada en
la obra que presentamos.

MaAsuncién Sanchez Manzano.
Universidad de Ledn.

8 Boethian number theory. A Translation ofthe ‘De institutione arithmetica’.
9 Agradecemos al Archivo de Valladolid y al autor la resefia de estos datos.
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Comienzan los dos libros sobre aritmética del muy noble e ilustre patricio
Anicio Manlio Severino Boecio, que fue cénsul, dirigidos al patricio Simaco.

Al dar y recibir presentes, sobre todo entre personas que se tienen en gran
estima, se considera si va a quedar claro que uno no ha encontrado nada que ofrecer
que demostrara mas generosidad por su parte, mientras que el otro no ha recibido
nunca nada con mayor satisfaccion y benevolencia. Con estas reflexiones me he
decidido a ofrecerte riquezas nada despreciables —no hay nada que disponga mas
al crimen que el estar encendido por el afan de poeseer, nada que sea de mas valor
para mérito, cuando el espiritu, quedando vencedor, las ha dejado tendidas a sus
pies— sino las que he tomado del abundante legado de la cultura griega para
transladarlas al tesoro de la ensefianza romana.

De este modo también estara claro el valor de mi riqueza, si lo que he
tomado de las doctrinas de la sabiduria, obtiene la aprobaciéon de un hombre muy
sabio. Por tanto, verds como el producto de un esfuerzo tan grande no espera otro
juicio que el tuyo, y no se ha publicado sin la aprobacidn de tu sentencia docta. En
eso no hay nada que sorprenda, porque esa obra que busca las aportaciones de los
descubrimientos al saber, depende de un juicio no de su autor, sino de otro. Pues
con sus propios instrumentos se valora un trabajo intelectual, ain cuando es
aconsejable asumir el juicio de un hombre experto.

Pero para este modesto presente, no puedo establecer los mismos limites que
protegen a las demas artes, pues no hay por asi decir ninguna ciencia que esté
completa en todas sus partes, sin que le falte ninguna y apoyandose solamente en
sus propias fuerzas, para no precisar de los recursos de las demas artes. De hecho,
para esculpir estatuas de marmol, uno se ocupa de sacar el bloque y otro de dar
forma, y la mano de otro artista cuida la blancura de la obra una vez pulida. Y la
pintura se ha confiado a las manos de un artesano, la cera es recogida por un
campesino, los comerciantes especializados ponen a prueba los estucados de
colores; los lienzos elaborados con complicados telares producen un material
maultiple.

¢No es verdad que ocurre lo mismo con el instrumental empleado en las
guerras? Este agudiza las puntas de las flechas y aquél hace gemir sobre el yunque
negro la firme coraza, en tanto que otro compra un fondo de escudo en bruto para
fijarlo como proteccion al escudo que es su trabajo propio; tan numerosas son las
artes que contribuyen a la realizacion de un solo arte. Pero el acabado perfecto de
mi trabajo se encamina a un destino mucho mas inmediato. TG seras el Gnico en dar
la Gltima mano a la obra, a proposito de la cual no cabe inquietarse por el consenso
de la critica.
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Comoquiera que este juicio estd justificado por una cultura fundada en
muchas artes, con un Unico examen alcanza su culminacion. Puedes estimar el
interés de este trabajo por el esfuerzo prolongado en largo tiempo dedicado a este
afan: si un espiritu rapido y experimentado comprende bien las sutilidades que
corren el riesgo de escaparse, o si la sobriedad y la concision en la expresidn bastan
para aclarar lo que estd confuso en las frases oscuras. En ese sentido me reporta
beneficio el juicio de otro, pues tu gran conocimiento de las dos culturas te permite
con una sola puntualizacion poner coto a todos los juicios que pudieran osar
hacerme los que no dominan la lengua griega. Pero no por depender de otro me
acojo a una ley muy estricta de traduccion, sino que un poquito mas libremente he
divagado por un camino ajeno, sin pisar sobre las huellas de otro. Pues he reunido
con moderada extensién lo que Nicdmaco discutié de manera mas extensa sobre
los nimeros. Y lo que era mas dificil de entender porque iba mas deprisa, lo he
hecho mas accesible con adiciones moderadas, y para dar claridad a los conceptos,
he recurrido alguna vez a tablas y esquemas.

Esto que ha representado para mi preocupacidn y esfuerzo, lo estimara el
lector prudente. Por eso al escribir este tratado de aritmética, que es la primera de
las cuatro disciplinas de la matematica, td eres el Unico que creo digno de este
presente y entendia que debe estar libre de error. Porque incluso, si podia encontrar
indulgencia por tu parte, mi tranquilidad inquieta temia quiza esa misma facilidad.
En efecto, creia que a una persona que respeto tanto, no se le debia ofrecer nada
que no pareciera convenientemente hecho, perfectamente trabajado, digno en
definitiva de todo el tiempo que le he dedicado.

En consecuencia, no dudo de que por tu benevolencia hacia mi suprimas
todo lo que esté de mas, remedies los errores y aceptes con sorprendente celeridad
lo que sea correcto. Este cuidado ha aligerado mi demora. Pues si muestras tu
acuerdo, recibiré a cambio enormes frutos. Conozco cudnto mas interés y atencion
ponemos en nuestros beneficios que en los de los demas. Luego te he transmitido
por asi decir los frutos dorados de Ceres y los racimos maduros de Baco, te envio
este nuevo trabajo todavia en bruto. Asi consagrards tl con tu juicio de hombre
sabio las primicias de mi trabajo y el autor no tendra mayor mérito que su corrector.

Comienzan los capitulos del libro primero:

Prélogo sobre la division de la matematiCa......ccoceeeviiievcciresecisee e capitulo 1
Sobre la sustancia de 10S NUMEI0S..........cceciiiieieee e capitulo 2
De la definicion y division del namero y de la definicidn de los pares y de

[0S IMIPAIES. ..uiietiieiite ettt sttt et et et e et e bt e ber et enaenesneneas capitulo 3
Definicion del nimero par e impar segin Pitagoras.......c.cccvvevveierieierieiesiensnneans capitulo 4
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Otra division del niamero par y del impar segin una manera algo méas antigua, capitulo 5

Definicidn de par y de impar de manera relativa uno a otro............c.coceevevne. capitulo 6
Sobre la primacia de 1a Unidad..........cccooeveeiireiinince e capitulo 7
Division del NUMEIO Par......ccccieiiiiiieiiieseisie et saene s capitulo 8
Del nimero par paritariamente y de sus propiedades.........cccoceevvierreivrieresreennen, capitulo 9
Del nimero impar paritariamente y de sus propiedades.........c.ccooeveeervrerererennnn. capitulo 10
Del nimero par imparitariamente y de sus propiedades; de su reconocimiento

como par segun los pares e impar Segun 10S PAreS.........ccevvverrervrenieiessiesieesennas capitulo 11
Exposicion de la descripcion pertinente a la naturaleza del par imparitariamente, capitulo 12
Sobre el nimero impar y sU diViSION.....c.cccveriiereienciee e capitulo 13
Del nUmero primo Y NO COMPUESEO.......covierieerieeireisesieresieesreese s e sresesseneas capitulo 14
Del ndmero secundario Y COMPUESEO......ccovurueureererereeiereririeeeseseee e ieee s capitulo 15

De aquél que por si es secundario y compuesto, pero respecto a otro es primo
Y N0 COMPUESTO .. vttt st b e b e bbb bbbttt ebe bt e capitulo 16
De la generacién de un nimero primo y no compuesto, de uno secundario y
compuesto, y de uno que en si es secundario y compuesto, pero respecto de

Otro €S Primo Y NO COMPUESEO...cevireieiieiestiresieieiie ettt s e ss e snens capitulo 17
Sobre la manera de hallar los nimeros que en si son secundarios y compuestos,

pero respecto a otros, Son pPrimos y N0 COMPUESEOS.......cvurvrerieerireeereeireeerereeenenn. capitulo 18
Otra distincion del nimero par, a saber, entre perfectos e imperfectos y también

0 S 1] =T o] (0 TSRS capitulo 19
Sobre la generacion del NOMero PerfeCto.......ccviviiiieiniereienec e capitulo 20
Sobre la cantidad relatiVa..........ccceoeeiiiiicice e e capitulo 21
De las especies de desigualdad, mayor y Menor.........ccocoveoveerrerenerseneneseeeenens capitulo 22
Del multiplo, de sus especies y de la generacién de ellas........cc.ccccoveviirieieninnnas capitulo 23
Del superparticular de sus especies y de la generacion de ellos...........ccccceeu.e. capitulo 24
De cierta observacion Util para el conocimiento de los superparticulares................. capitulo 25
Descripcion por la cual se muestra que el maltiplo es anterior a las demas

especies de desigualdad....... ..o capitulo 26
Explicacion y exposicion de la tabla anterior..........ccocccvevvievecinniie s capitulo 27
De la tercera clase de desigualdad que se Ilama superpartiente, de sus especies

y de la generacion de ellas........cccvceviiiiieiiiesesc s capitulo 28
Del mUltiplo SUPErpartiCUlar.........cccovi i capitulo 29
Como encontrar en la tabla anterior ejemplos de €50S NUMEr0S.........cccccveeneneee capitulo 30
Del mUItiplo SUPEIPArtIENTE.....ceievieiceee e capitulo 31
Demostracién de como toda desigualdad ha derivado de una igualdad.................... capitulo 32
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Prologo sobre la divisién de la matematica.

Capitulo 1.

Entre los hombres de autoridad inveterada que guiados por Pitagoras han
mostrado el resplandor supremo de su espiritu y la fuerza de su pensamiento, se
tiene la opinion de que no llegd nadie en los conocimientos de filosofia a la
perfeccidn consumada si el acrecimiento de tan noble sabiduria no pisaba, por asi
decir, en cuatro viasl A ese punto se hara evidente la experiencia del observador.
Pues la sabiduria es la comprension de la verdad de las realidades que existen y han
recibido una sustancia inmutable. Sin embargo, decimos que existen aquellas que
no aumentan en extensidn ni menguan por reduccidn, ni cambian por variaciones,
sino que se mantienen siempre en la virtud propia de su naturaleza con sus
recursos.

No son las cualidades, cantidades, formas, grandeza o pequefiez, igualdades,
similitudes, actos, disposiciones, lugares, tiempos y cualquier cosa que se halla
unida a los cuerpos de cualquier modo que sea. Las naturalezas incorporeas e
inmutables tienen permanencia, fundamento, vigencia, pero por mezcla con las
realidades corpodreas, se alteran y con el contacto de una realidad variable son
afectados por la mutacion y el cambio.

Por tanto, como se ha dicho, aquellas de éstas que por naturaleza han
recibido una sustancia y una virtud inmutable, se dice que lo son verdadera y
propiamente. Asi, de éstas, es decir, las que lo son propiamente, que se conocen con
el nombre de esencias, la sabiduria propone la ciencia. Pero las esencias se dividen
en dos grupos: una esencia continua e integrada por todas sus partes, no dividida
por limites, como es un arbol, una piedra y todos los cuerpos de este mundo, que
propiamente se llaman magnitudes; otra desintegrada y definida por partes, y
formada por la reunidn de todas, como un rebafio, un pueblo, un coro, un montén,
y cualquiera de ellos se define en partes con limites propios. Son discretas por tener
un fin cada una respecto a otra. Su nombre propiamente es multiplicidad.

A su vez, de la multiplicidad, unas existen por si o0 son tres o cuatro o un
tetrdgono o cualquier namero que no necesita de nada més para existir. Pero otras
no existen por si, sino que son relativas a otras, como el doble o la mitad, o la
proporcién sesquialtera, la sesquitercia, o cualquiera semejante, que si no es
relativa a algo, no puede existir. Otros tipos de magnitud son las que permanecen
y carecen de alteracion y las que van cambiando siempre con una rotacion

3Los cuatro caminos medievales para alcanzar el conocimiento.

23



BOECIO

cambiante, sin descansar en ningiin momento. Luego la aritmética en su conjunto
tiene por objeto de estudio aquella multiplicidad que existe por si; la multiplicidad
relativa es el objeto del conocimiento de la musica y de sus combinaciones
arménicas. En cambio, en tanto que la geometria promete el conocimiento de una
magnitud inmovil, la pericia de la disciplina astrondmica reclama el conocimiento
de una magnitud en movimiento. Si el investigador carece de estas cuatro
disciplinas, no puede encontrar la verdad y sin esta reflexidn sobre la verdad nadie
puede tener un conocimiento cierto. Pues la sabiduria es un conocimiento y una
comprensién cabal de las realidades que son verdaderas. Si alguien las desprecia,
esto es, desprecia estos senderos del saber, no puede filosofar correctamente,
puesto que la filosofia es un amor de la sabiduria, que antes ha menospreciado al
rechazar éstas.

Considero que hay que afiadir que toda multiplicidad aumenta desde un
comienzo y va creciendo hacia un aumento infinito de la progresion. Pero la
magnitud que empieza desde una cantidad finita, no recibe medida por la divisién,
pues admite infinitisimas fragmentaciones de su cuerpo. Por tanto, la filosofia
espontaneamente rechaza esta infinitud de una naturaleza y una potencia
indeterminada. En efecto, lo que es infinito no lo puede abarcar la ciencia ni
comprender la mente. Pero de aqui tomo este fundamento para si: en algunas podria
ejercerse una experiencia que buscara la verdad. Pues de la pluralidad de una
multitud infinita se extrae el punto de partida de una cantidad finita, y rechazada la
particion de una magnitud interminable, reclama espacios definidos para su
conocimiento.

Por tanto, se ve que quien olvida eso ha echado a perder toda la ensefianza
de la filosofia. Asi aquella cuadruple via es por la que deben caminar quienes,
teniendo una inteligencia superior, son guiados por nosotros sirviéndonos de los
conceptos antes deducidos para llegar a abstracciones mas ciertas de la
inteligencia. Pues hay algunos grados y dimensiones de las progresiones por las
que se puede ascender y alcanzar, como el ojo de la inteligencia, que segin dice
Platon es méas digno de ser preservado y desarrollado que los ojos del cuerpo. Y con
este solo ojo se puede investigar y buscar la verdad.

Este ojo esta sumergido y enterrado por los sentidos corporales hasta que las
ensefianzas lo iluminan. Por eso hay que aprender esto por la primera via; se
comienza por ella que es principio y por asi decir madre, porque en cierta medida
obtiene una participacion en las restantes. Esta es la aritmética. Pues es anterior a
todas las demas no s6lo porque aquel Dios creador de la masa de este mundo la
concibié como primera y modelo de razonamiento, y para todo esto determind, por
su razén creadora, que todo alcanzara una armonia por medio de los nimeros del
orden que les habia asignado. Pero por eso también la aritmética se ve claro que es
anterior , porque Jodo esto es anterior por naturaleza, y si se suprime esto, se cierra
la posibilidad de existir a todo lo que viene después. Y si se niega esa posibilidad
de existir a lo que viene detras, la sustancia anterior no experimenta una alteracion.
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Asi en el caso de un animal que existe antes que el hombre; pues si suprimes
al animal en ese momento la naturaleza del hombre queda aniquilada, si suprimes
al hombre, el animal subsistird. Y a su vez son secundarias las realidades que
aportan consigo algo, sea lo que sea. Mientras que son primarias aquellas que
cuando se pronuncian no arrastran consigo nada posterior; asi ocurre con el
hombre.

En efecto, si dices hombre, también estaras nombrando al animal, pues lo
mismo es hombre que animal, pero si dices animal no has designado al mismo
tiempo a la especie del hombre. Claro que no es lo mismo animal que hombre. Esto
parece suceder también con la geometria y la aritmética. Pues si suprimes los
numeros, de dénde se obtiene el triangulo, el cuadrado o cualquier concepto en
geometria: todos son indicativos de los nimeros. Pero si suprimes el cuadrado y el
triangulo, toda la geometria se echa a perder, pero el nimero tres y el cuatro y los
nombres de los otros ndmeros no quedaran afectados. A su vez, cuando nombro una
forma geométrica, lleva implicito el nombre de su ndmero, mientras que si nombro
los nimeros, adn no he citado ninguna forma geométrica. En la musica cuan
anterior es el valor de los nimeros. De aqui se puede probar sobre todo que, no sélo
son primordiales las naturalezas que se bastan por si, sino también aquellas que son
relativas a algo. Pero también en la musica se distingue la modulacion por los
nombres de los nimeros, y puede ocurrir en ésta lo mismo que se ha dicho para la
geometria.

Porque la cuarta, la quinta y la octava toman sus nombres de un nimero
preexistente. También la proporcidén entre los sonidos se encuentra con los nimeros
solos y no con otra cosa. En efecto, estos sonidos en un acorde de octava forman
una melodia, que se consigue por la proporcién del doble (diapason). También esta
modulacién de la cuarta (diatessaron) se compone con un calculo de proporcién
epitrita. Llaman a la melodia del compéas de cinco (diapente)
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acorde de quinta porque se conjunta por una proporcion entre nimeros que se
contienen en proporcion hemiolia. Esto que en los nimeros es el epogdo, es
también el tono en la musica. Y si proseguimos el desarrollo de esta obra
explicando cada una de las relaciones, quedara demostrado sin ninguna duda cuan
primordial es la aritmética. Antecede tanto a la esférica y a la astronémica cuanto
las dos disciplinas restantes preceden a esta tercera por naturaleza. En efecto, en la
astronomia los circulos, la esfera, el centro, los circulos paralelos y el eje medio,
todos éstos, son objeto de la disciplina geométrica. Por este motivo también por
esto se debe mostrar el valor més antiguo de la geometria, porque todo movimiento
es posterior a un estado inmovil y por naturaleza la inmovilidad es siempre
primordial. La astronomia es movil y la geometria es una disciplina inmovil.

El movimiento mismo de los astros se opera por las modulaciones
armanicas. Por esa razén se ve claro también que el valor de la mdsica precede por
antigliedad a los movimientos de los astros. No hay duda de que la aritmética es
superior por naturaleza, pues parece mas antigua que las anteriores a ella. Sin
embargo, por la naturaleza misma de los nimeros se ha establecido propiamente
todo movimiento de los astros y toda regla astronomica. Asi calculamos el orto y
el ocaso, asi vigilamos los retrasos y la velocidades de las estrellas errantes, asi
reconocemos las desapariciones y multiples variaciones de la luna. Por eso, porque
el valor de la aritmética brill6 primero, de aqui tomamos el comienzo de esta
exposicion, el exordio.

Sobre la sustancia de los nimeros.

Capitulo II.

Todo lo que a partir de la naturaleza primigenia de las cosas se ha
constituido, parece formado en razon de los nimeros. En efecto, esto fue un motivo
principal en el animo del creador. A partir de aqui una masa de los cuatro elementos
fue cambiando, y de aqui las fases en el tiempo, de aqui el movimiento de los astros
y el desplazamiento circular del cielo. Siendo esto asi la posicion de todas las cosas
se fragua por una combinacién de nimeros, es preciso que ese nUmero permanezca
siempre estable en la misma sustancia, y no esté compuesto de otros diversos. Pues,
¢qué se podra relacionar con la sustancia del nimero, puesto que es el modelo del
nimero el que ha relacionado todo, mas que el compuesto de si mismo? Sin
embargo, por otra parte, nada parece componerse de sustancias semejantes ni de
elementos que se unan en alguna proporcion de razones, y se distingan de si por
sustancia y naturaleza. Luego queda claro que el nimero es un conjunto, que no es
la union de cosas semejantes ni de elementos que se unen unos a otros sin una
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proporcion. Luego resultara que las sustancias primordiales se unen a los nimeros,
y como primordiales en sustancia siempre participan y siempre permanecen. Pues
no se puede conseguir que algo exista a partir de realidades no existentes; los
principios primordiales deben ser cosas diferentes y tener la posibilidad de
combinarse. Estos son los principios por los que existen los nameros: el pary el
impar, que por cierta potencia divina, aunque son dispares y contrarios, proceden
de un solo origen y se unen en una composicion y harmonia.

De la definicién y division del nimero y
de la definicion de los pares y de los impares.

Capitulo 1I.

En primer lugar hay que definir qué es el nimero. Nimero es un conjunto de
unidades, o un acervo de cantidad extenso segln sus unidades. La primera divisién
de éste es en numero impar y par. Y par es el nimero que puede dividirse en dos
partes iguales sin tener que partir una unidad a la mitad; impar aquel nimero que
no se divide en dos partes iguales sin partir la antedicha unidad por medio. Esta
definicion es vulgar y conocida.

Definicién del nimero par e impar segun Pitagoras.

Capitulo lili.

Pero aquella segun la ensefianza de Pitdgoras es como sigue: ndmero par es
el que puede dividirse por la misma division en las partes mas grandes posibles y
en las mas pequefias, en las mayores respecto al espacio y en las mas pequefias
respecto de la cantidad, segun los resultados contrarios de esos dos criterios.
NUmero impar es aquél al que no le puede ocurrir esto, sino que tiene una division
natural en dos sumas desiguales. Este es el ejemplo: dado cualquier nimero par, se
divide; se encontrara que es mayor en cuanto se refiere a los espacios de la division,
ninguna mediania tan definida, pero que no hay ninguna menor en cantidad que sea
al mismo tiempo una divisidn en dos partes iguales. Si el nimero es 8, se divide en
4 y en 4: no habra division que consiga unas partes mayores. Pero ademas no habra
division que mengle la totalidad del ndmero en menor cantidad. Pues no hay
division menor que la divisién en dos partes. En efecto, si se divide por tres, la
suma del espacio disminuye mientras que el nimero de la divisién aumenta.

Se ha expuesto lo que sucede segun los resultados contrarios de los dos
criterios. Hemos dicho que la cantidad se acrecienta en infinitas pluralidades
mientras que el espacio disminuye hasta magnitudes infinitésimas y por eso aqui
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sucede de manera contraria que la division de un nimero par es la mayor posible
en cuanto al espacio y la menor en cantidad.

Otra division del numero par y del impar
segln una manera algo mas antigua.

Capitulo V.

Ahora bien, segiin una manera algo mas antigua hay otra divisidon del
namero par. El nimero par se puede dividir en dos iguales, y admite la particion en
dos desiguales, pero en ninguna de las divisiones se mezcla la paridad con la
imparidad o la imparidad con la paridad. Aparte del solo nimero principal de la
paridad, un ndmero binario que no admite una particidon desigual, por eso esta
formado por dos unidades y a partir de una primitiva paridad de los dos de algin
modo. Declaro que es asi. Pues si se considera un nimero par, se puede dividir en
dos iguales, como un denario se divide en quinos. Ademas también ese puede
dividir en dos desiguales como un denario en 3y en 7. Pero de este modo una parte
de la divisién es par, si la otra lo es también; pero si una es impar, la otra no
discrepa de la imparidad de ésta.

Como en ese mismo nimero que es el denario, pues se divide en quinos, 0
bien que se divide en 3y 7, y unay otra tienen partes impares en las dos porciones.
Pero si ese mismo u otro nimero par se divide en nimeros iguales, como un
octonario en cuatro y cuatro; e igualmente por desiguales como el mismo octonario
en 5y en 3. En aquella divisidn ciertamente se han hecho dos partes pares; en esta
hay dos impares. Y no puede suceder que siendo par una parte de la division, pueda
encontrarse otra impar. Si una parte es par, se puede deducir otra par. Niumero
impar es aquél que siempre se divide en cualquier division en partes desiguales, de
modo que siempre muestre las dos posibilidades del nimero, y nunca hay una sin
la otra, pero una parte se imputa a la paridad y otra a la imparidad. Como si divides
7 en 3y 4, una parte es par y la otra impar. Y se advierte esto en todos los nimeros
impares. Nunca en la division del impar, se pueden dar una sin la otra, estas dos
especies que de manera natural componen el valor y la sustancia del namero.
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Instituto Arithmetica

La definicion del par respecto dei impar
de manera relativa uno al otro.

Capitulo VI.

[2v./

Si también hay que definir las dos especies de manera relativa una a la otra:
se dira que el namero impar es el que se diferencia del par en una unidad, por
incremento o por mengua. A su vez, el nimero par es el que se diferencia del impar
en una unidad por incremento o mengua. Pues si restas uno al nimero par, o si le
afiades uno, se obtiene uno impar, y si le haces lo mismo al impar, se produce el
par de inmediato.

Sobre la primacia de la unidad.
Capitulo VII.

También todo nimero es la media de la suma de los nimeros situados y
unidos a él en la serie natural. Y si se suman los nimeros que hay por encima de
aquellos dos que se unen a ése que estd en medio de ellos, ese nimero al que nos
referimos es la porcién media entre ellos, y a su vez los que de ellos estan en
segundo lugar, si también se suman, el nimero primero de éstos ocupa el lugar de
la media; y esto ocurrird hasta que la unidad venga a poner el limite.

Por ejemplo, si se considera un quinario, en su entorno estan ademas del
cuatro, el seis. Luego si se suman hacen 10y el nimero 5 es la media entre los dos.
Pero si sumamos los que estan en torno a ellos, esto es, en torno al seis y al cuatro,
que son el 3y el 7, el nUmero quinario es la media de ellos. A su vez, si sumamos
los que estan situados junto a esos, también son duplos del nimero quinario. Pues
por encima del 3 estd el 2 y sobre el 7, estd el 8. Si se suman hacen 10y el quinario
es de nuevo la media de los dos. Esto mismo ocurre en todos los nimeros hasta que
se pueda llegar al limite de la unidad. En efecto, la unidad es el inico nimero que
no tiene dos términos en torno a si y por eso él solo es media del que esta junto a
él.

En efecto, junto al uno esta situado por naturaleza el dos, del cual la unidad
es la media. Por eso se observa que es primaria la unidad respecto a todos los
nimeros que se encuentran en su orden natural y que se la reconoce con razén
generadora de toda pluralidad por muy crecida que sea.
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BOECIO

Divisién del namero par.
Capitulo VIII.

Hay tres especies del nimero par. Hay una que se llama par paritariamente,
y otra impar paritariamente; la tercera, par imparitariamente. Y ciertamente sus
contrarios y los lugares que alcanzan en una suma, parecen ser par paritariamente,
e impar paritariamente. Pero una media que participa de las dos es el nimero que
se llama par imparitariamente.

Del namero par paritariamente y de sus propiedades.
Capitulo IX.

Un ndmero par paritariamente es el que puede dividirse en dos pares, y una
parte de él en dos pares y una parte de esa parte, en otros dos pares. Esto sucede
tantas veces hasta que la division de las partes llega a la unidad, indivisible por
naturaleza. Asi el nimero 64 tiene como mitad el 32, éste como mitad el 16, y éste
el 8. A éste el cuatro divide por igual, y éste, es doble de dos. Pero el dos se divide
por la media de la unidad. Esta unidad por naturaleza singular no admite divisiones.
A este nimero parece ocurrirle que cualquier parte de él que haya, se encuentra con
el mismo nombre y designacion par paritariamente y también por la cantidad. Pero
por eso me parece que se llama este nimero par paritariamente, porque todas las
partes de él son por nombre y cantidad pares paritariamente. Después diremos de
qué manera las partes de ese nimero son pares por nombre y por cantidad este
nimero. La generacidn de éstos es como sigue. Pues puedes observar que partiendo
de uno, siempre se producen pares paritariamente en proporcion del doble. Aparte
de esta generacion, es imposible que nazcan de otro modo. Parece que un ejemplo
de esta caracteristica por orden de serie es el siguiente: sean todos los dobles a
partir de la unidad: 2,4,8,16,32,64,128,256,512 y asi se hace una progresion
infinita. Hallaras todos de la misma manera y se han conseguido a partir de la
unidad en proporcion del doble; y todos son pares paritariamente.

Vale la pena hacer una consideracion nada banal: que toda fraccion de ella
toma nombre de un término cualquiera comprendido dentro del mismo nimero, €
incluye una cantidad equivalente a otro nimero que designa qué parte de aquél par
paritario originario es el otro namero. Por tanto, resulta que las partes mismas se
corresponden de modo que segun sea una parte, ésa es la cantidad de la otra, y
segln la de otra parte, sea necesario encontrar la suma de pluralidad en la anterior.
Y primero resulta que si hay lugares pares, dos partes intermedias se corresponden.
Pero después las que estan por encima de éstas, se corresponden a su vez entre si,
y que esto mismo sucede hasta que los dos extremos lleguen a término.
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Considérese una serie par paritariamente desde el uno al 128, de esta manera:
1,2,4,8,16,32,64,128 y éste es el nimero mayor. En esta serie, puesto que son
lugares pares, no se puede encontrar una media. Asi que sean dos nimeros, es decir,
8 y 16; hay que observar cémo se corresponden. Pues la suma total es 128, la
octava parte es 16, la décimosexta, 8. A su vez, las que por encima de estas partes
se corresponden entre si: 32 y 4. Pues 32 es la cuarta parte de la suma total y 4 la
trigésimosegunda. De nuevo, por encima de estas partes 64 es la mitad y 2 la
sexagésimacuarta, hasta que los extremos fijan el limite. No hay duda de que estos
extremos con la misma solucién se satisfacen. Pues hay una suma de todo de una
vez, 128 de donde la unidad es la centésima vigésimoctava parte.

Sin embargo, si consideramos términos impares, esto es sumas impares, pues
empleo igualmente términos que sumas, segln la naturaleza impar, se puede
encontrar una media, que s6lo se va a corresponder consigo misma. En efecto, si
consideramos la serie 1,2,4,8,16,32,64 habra una sola media, esto es 8, y 8, que es
la octava de la suma total, se sirve de si misma en cuanto a la denominaciény a la
cantidad. De modo semejante, como antes, hay por encima de ella otros términos,
que se otorgan mutuamente el nombre y cambian de denominacién segun las
cantidades asignadas. Pues 4 es la decimosexta parte de la suma total y 16 la cuarta.
Y a su vez por encima de estos términos 32 es la mitad de la suma total y 2 la
trigésimosegunda; y siendo 64 la suma total, la unidad resulta ser su
sexagesimocuarta parte. En consecuencia, esto es lo que se ha dicho: todas sus
partes por nombre y por cantidad resultan ser pares paritariamente.

Esto es también el efecto de la consideracién atenta y gran constancia de la
divinidad: que en ese nimero, las sumas menores dispuestas en serie, y aumentadas
sobre si mismas, siempre se igualan al siguiente menos uno. Pues si afiades uno al
dos que sigue, resultan 3, es decir, pasan a ser uno menos de cuatro, y si a los
anteriores les afiades 4, son 7, que solo son superados por el ocho en una unidad.
Pero si les afiades 8 a los anteriores, resultan 15, que seria igual en cantidad al
nimero 16 si no se lo impidiera una unidad menos. Sin embargo, esta caracteristica
del nimero se mantiene y se conserva. Porque la unidad es la primera, a la que le
sigue el dos, del que se diferencia por una sola unidad. De ahi que no sorprenda que
todo incremento de la suma sea acorde con su propio principio. Ahora bien, esta
consideracion nos ayuda mucho al conocimiento de estos ndmeros, que segun
mostraremos, tienen la caracteristica de abundancia o deficiencia e imperfeccion.
Pues alli se compara la cantidad aumentada de las partes con la suma del namero
total.
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Tampoco podemos pasar por alto que en este nimero si se multiplican las partes
que se corresponden entre si, el extremo mayor coincide con ese nimero y su
cantidad. Y primero, si hay lugares pares, son muchos los términos intermedios y
de ahi avanzan los que estan por encima hasta los extremos mencionados antes.
Pues si son lugares pares, segln la naturaleza del par quedaran comprendidos en
medio dos términos, como en el caso de la serie en que el término extremo termina
con el 128. Pues en este numero las medias son 8 y 16, que multiplicadas entre si
alcanzaran la totalidad al crecer la progresidn. Efectivamente, si multiplicas 8 por
16 o 16 por 8 la totalidad alcanza 128. Y si se multiplican estos nimeros que estan
por encima, llegan a lo mismo. Pues si multiplicas 4 y 32, resulta el namero
extremo mencionado. Pues cuatro por treinta y dos o treinta y dos por cuatro
completaran por necesidad inmutable 128 y esto ocurre hasta que se llega a los
términos extremos, esto es, 1y 128, ya que el término extremo multiplicado una
vez es 128: la unidad multiplicada por ciento veintiocho. Nada quedara alterado de
la cantidad anterior.

En cambio, si los lugares son impares, se encuentra un término medio, y éste
se corresponde con su propia multiplicacidn. Pues en esa serie de nimeros en que
el término extremo se limita con el 64, se halla una sola media, esto es, 8, que si la
multiplicas por si misma, se obtendra 64. Y lo mismo dardn aquellos nimeros que
estan por encima de esta media, como los situados por encima de las dos. Pues 16
por cuatro son 64 y 4 por dieciséis alcanzan la misma cifra. A su vez, 32 por dos
son 64 y no se diferencian de dos por treinta y dos, a la misma cifra se elevan; y 64
por uno o la unidad multiplicada por 64 restableceran el mismo nimero sin ninguna
variacion.

Del nimero impar paritariamente y de sus propiedades.

Capitulo X.

Ahora bien, un ndmero impar paritariamente es aquel al que le ha
correspondido la naturaleza y la sustancia del par, pero en una division contraria se
opone a la naturaleza del nimero par paritariamente. Se mostrard de qué manera
éste se divide con una caracteristica diferente. Pues porque es par, admite una
particion en partes iguales, pero permaneceran segun su caracteristica, indivisibles
e inseparables, como son 6,10,14,18,22 y los semejantes a éstos. Pues por esa
caracteristica si divides estos niUmeros entre dos, encontrards un impar que no se
puede dividir. Por otra parte, les sucede a éstos que tienen todas sus partes
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denominadas de manera contraria a la de las cantidades de esas partes que se
designan. Y nunca puede ser que cualquier parte de este nimero reciba una
denominacion y una cantidad del mismo género. Pues siempre si la denominacion
es par, la cantidad sera impar y si la denominacién es impar, la cantidad serd par.
Asi en 18, la mitad es su parte segunda, esto es, su media, que es un nombre del
género pary 9 es la cantidad impar. La tercera parte es una denominacién impar de
seis, que tiene una pluralidad par. A su vez si hallas la sexta parte, que es una
denominacidn par, son tres, pero el tres es impar. Y la novena parte, que es un
nombre impar, se corresponde con 2 que es nimero par. Y lo mismo se encontrara
en todas las demas que son impares paritariamente. Y nunca puede ser que el
nombre y el nimero de cualquier parte sea del mismo género.

El calculo de estos niumeros se hace partiendo de la unidad y eligiendo los
que se diferencian en dos unidades, esto es, todos los impares segln su secuencia
natural y constituidos en serie. En efecto, si éstos se multiplican por dos, todos
seran impares paritariamente, su pluralidad medida regularmente lo determinara.

Considérese la unidad primera y después, el nimero que se diferencia de ella
en dos, es decir, tres; a continuacidn el superior que se diferencia de éste en dos,
esto es, 5y esto hasta el infinito, por lo que se consigue una serie de esta manera:
1,3,5,7,9,11,13,15,17,19. Estos son los impares en su secuencia natural, a los que
no separa ningun namero par en el medio, sino que se diferencian en dos unidades.

Si estos nimeros se multiplican por dos, se obtendra el resultado de este
modo: uno por dos, esto es, el dividendo, pero se advertird que sus partes son
indivisibles por la naturaleza de la unidad indivisible. Tres por dos, 5 por dos, 7 por
dos, 9 por dos, 11 por dos y asi en adelante, de donde resultan 6,10,14,18,22; si se
dividen éstos, admiten una sola seccion, descartando cualquier otra, porque una
segunda subdivision de la parte impar por la mitad queda excluida. A su vez el
nimero en si respecto a éstos tiene una diferencia de cuatro. Pues entre dos y seis
hay cuatro nameros. Por su parte, entre 6 y 10, entre 10 y 14, entre 14y 18 se
decanta una diferencia de 4. En efecto, todos se incrementan por medio del nimero
cuatro.

Eso ocurre porque los primeros propuestos, esto es, los fundamentos de
ellos, se sucedian con intervalo de dos unidades y los hemos multiplicado por dos,
la progresién crece de cuatro en cuatro. Pues si se multiplica dos por dos, hacen una
cantidad total de cuatro.

Por tanto, en la disposicion de un numero natural, los ndmeros impares
paritariamente se sitdan a una distancia de cinco lugares: siendo cuatro los que le
preceden, pasando tres por medio, multiplicados por dos los impares. Pero se
Illaman de manera contraria estas clases de nimeros , esto es, par paritariamente e
impar paritariamente, porque en el nimero impar paritariamente el extremo mayor
admite una sola divisidn, porque en aquel nimero el término menor sélo se divide
una vez, y en forma de un ndmero par paritario que tiene dos extremos y que
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avanza hacia una media que esta comprendida entre esos dos extremos. Ese
namero le corresponde porque se contiene en las cantidades parciales.

Y esta progresion se lleva hasta los extremos. Pues en la serie que es
2,4,8,16, lo mismo da dos por 16 que 4 por ocho, de las dos maneras son 32. Si se
hace una serie de lugar impar, como es 2,4,8, lo mismo daran los extremos que la
media. Pues 8 por dos son 16 y cuatro por cuatro son 16, que se consigue con una
multiplicacion de cuatro por si mismo. Pero en un nimero impar paritariamente si
hay un solo término en medio, los nimeros en torno si se reducen en uno, queda la
media. Y esto hasta el final de todos los términos como en esta serie que es de
ndmeros impares paritariamente 2,6,10, se suman 2y 10y llegan a 12, cuya media
se encuentra en 6, Si hay dos medias sumadas, éstas serian iguales a los términos
establecidos por encima de ellas. Por ejemplo en la serie 2,6,10,14. Pues 2 y 14 se
suman en 16, que sera la suma de seis y diez. Y si sucede en una progresion de
varios términos a partir de la media, se llega hasta los extremos.
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Del namero par imparitariamente y sus propiedades.

Capitulo XI.

/3v./

El par imparitariamente es un nimero que se obtiene de las dos clases de
numeros y ocupa la posicién de término medio entre dos extremos, de forma que
la distincidn que los separa es la caracteristica que lo une al otro grupo. Pero éste
es el que divide en partes iguales y una parte de él se puede dividir en otras
equivalentes; algunas veces se dividen las partes de las partes, pero aquella
distincidn equivalente avanza hasta la unidad. Por ejemplo 2,4 y 28. Pues éstos
pueden dividirse en mitades, y las partes de éstas a su vez en otras mitades sin
ninguna duda. También hay algunos otros nimeros cuyas partes reciben otras
divisiones y la division misma no llega hasta la unidad. Por tanto, en el hecho de
que admite mas de una divisidn tiene una semejanza con el par paritariamente, pero
se diferencia del impar paritariamente. Sin embargo, en el rasgo de que no llega en
la division hasta el uno, no repugna al impar paritariamente, sino que se distingue
del par paritariamente.

A este nimero le sucede que tiene caracteristicas que les faltan a los
precedentes y recibe otras que ellos admiten. Y tiene ciertamente lo que dos clases
no tienen: que mientras en una, el término mayor es el Unico que se divide, en la
otra, hasta el término menor no se divide; en ésta, ni se divide el término mayor
solo, ni hasta el término menor solo se sustrae a la divisién. Pues sus partes se
dividen y aquella division no llega hasta la unidad, sino que encuentra un término
antes de la unidad que no puedes dividir. Obtendras los que también caracteristicas
que ellos admiten, porque sus partes se corresponden y se llaman en cuanto a la
cantidad, segln su género, a semejanza, claro esta, del nimero par paritariamente.
Otras partes toman la denominacidn contraria a la de su cantidad propia, a imagen
del impar paritariamente. Pues en el numero 24, la cantidad par ha sido
determinada para la parte por el nimero del par. En efecto, la cuarta parte es el 6,
la mitad el 12, la sexta el 4, la duodécima el dos, nombres que no resaltan del rasgo
par de su cantidad. Pero las llaman de manera contraria cuando la tercera parte es
8, la octava es 3, la vigesimocuarta, uno. Aunque estos nombres sean pares, sus
cantidades resultan impares y aunque son pares las superiores, 10s nombres son
impares. Tales nimeros surgen de modo que designen su sustancia y naturaleza
incluso desde su propio modo de generarse: se obtienen de los pares paritariamente
y de los impares paritariamente. Claro que todos los impares surgian en serie en los
lugares impares mientras que los pares paritariamente en progresion del doble. Por
tanto, que se dispongan todos los impares naturalmente en orden y bajo éstos, todos
los dobles desde el cuatro son de este modo
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5 7 9 n 13
4 8 16 32 64 128

Por tanto, dispuestos asi, si el primero se acrecienta con la multiplicacién del
primero, esto es, el tres por cuatro, o si ese mismo primero por el segundo, esto es,
tres por ocho, o si avanza la multiplicacion de ese mismo primero por el tercero,
esto es, tres por 16, y asi hasta el Gltimo; o si el segundo por el primero y el
segundo, o el segundo por el tercero, y de este modo hasta el extremo, o si
comenzando por el tercero a partir del primero se va llegando al extremo, y asi el
cuarto y todos los superiores en la serie se multiplican por los que estan en un lugar
mas bajo, se crearan todos los pares imparitariamente.

Pero vamos a tomar un ejemplo de esta caracteristica: si multiplicas cuatro
por tres, seran 12.; si cuatro por cinco, se consigue el namero 20; si 4 por 7 se llega
a 28 y asi hasta el final. A su vez, si multiplican 8 por 3 se obtiene 24; si 8 por 5,
son 40, si 8 por 7 se juntan 56. Y segln este procedimiento, si todos los inferiores
dobles se multiplican por los que estan encima, te encontrards que los que se han
obtenido son pares imparitariamente.

Y ésta es la caracteristica admirable de este niUmero: que habiendo visto esta
disposicién y descripcion (véase el esquema en fol. 4r.) de los nimeros pares
imparitariamente en sentido horizontal, y de los nimeros pares paritariamente en
sentido vertical, se advierte una propiedad: hay dos medias y los dos extremos son
iguales, como donde hay una media, los dos extremos son dobles. A lo largo,
aparece la caracteristica y la propiedad del nimero par paritariamente: porque el
producto de las dos medias es igual al de los dos extremos, o lo que se obtiene a
partir de multiplicar una media por si misma es igual al producto de ambos
extremos. La descripcidn que se le aflade mas abajo se ha hecho de este modo. En
toda serie de nimeros pares paritariamente el nimero tres ha multiplicado, y los
que se han generado a partir de él, se han dispuesto en la primera linea. A su vez,
los que se obtienen de multiplicar por cinco se han colocado en la segunda. Pero
después, los que se obtienen multiplicando por siete, los hemos colocado en tercer
lugar, y lo mismo haremos con la parte de la descripcion restante.

C. En este esquema (impreso en fol. 4r.) se muestra la semejanza del nimero
par paritariamente y la del impar paritariamente con respecto al par
imparitariamente.
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(consultese el cuadro en fol. 4r.)

Exposicién de la descripcion de la naturaleza
del par imparitariamente en sentido horizontal
y en sentido vertical de lo pertinente a la
naturaleza del par paritariamente.

Capitulo XII.

El fundamento de la descripcion expuesta mas arriba es éste: si observas la
banda horizontal, donde hay una media de dos términos y sumas esos dos términos,
hallards que esos dobles con media propia, 36 y 20, hacen 56, cuya media es 28,
que esté establecido como término medio entre ellos. Y a su vez, si sumas 28 y 12,
hacen 40, de los cuales es 20 la media, el término se ecuentra en medio de los dos.
Ahora bien, cuando hay dos medias, la suma de los extremos sale igual a la de las
dos medias; por ejemplo: si sumas 12 y 36 son 48, si sumas las medias, esto es, 20
y 28, saldrd igual resultado. Y si se observa la otra parte en sentido horizontal de la
misma serie, se han escrito los nimeros que resultan. Y en ninguna cosa se
diferenciara el comportamiento de una u otra linea horizontal, advertirds el mismo
funcionamiento en los demés nimeros de la serie.

Y esto ocurre en la forma de nimero impar paritariamente en el que ya se ha
descrito antes esa propiedad. A su vez, si se observa en sentido vertical, donde dos
términos tienen una media, lo que resulta de multiplicar los extremos, es lo mismo
que sucede si el término medio recibe los aumentos de su propia multiplicacion.
Pues 48 por 12 son 576; si se multiplica el medio de esos términos, esto es, 24, por
si mismo, de nuevo se generara 576. Y a su vez si 24 se multiplica por 96, hacen
2304, cuyo término medio es 48, que si se multiplica por si mismo, se generara
2304. Cuando dos términos incluyen dos medias, multiplicados los extremos da lo
mismo que tomando para multiplicar las medias entre si. Pues 96 por 12 dan 1152,
pero sus dos medias, esto es, 24 y 48 si se multiplican entre si, dan también 1152,
Y esto sucede por imitacion y parentesco del nimero par paritariamente, por la
participacidn tomada a partir de él, se le reconoce una propiedad ingenerada. Y en
el otro lado vertical se ha escrito el mismo comportamiento y descripcion.
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Por eso esta claro que este nimero se ha creado a partir de los anteriores, puesto
que mantiene sus propiedades.

Sobre el nUmero impar y su division.

Capitulo XIII.

El nimero impar se distingue del par por naturaleza y sustancia. Ciertamente
aqueél se puede separar en dos partes iguales, pero éste no puede porque se lo
impide el obstaculo de la unidad. Tiene de manera semejante tres subdivisiones, de
las cuales una parte es el numero que se llama primo y no compuesto; la segunda
es el secundario compuesto y la tercera es la formada por una media de estas dos.
Por parentesco de uno y otro arrastra caracteristicas de manera natural, porque es
ciertamente por si secundario y compuesto, pero comparado con otros resulta
primo y no compuesto.

Sobre el nUmero primo y no compuesto.

Capitulo XIIII.

El nimero primo y no compuesto es aquél que no tiene otra divisién que la
que recibe la denominacion de la cantidad del nimero, y esa parte es la unidad. Sea
laserie 3,5, 7,9, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31. En cada uno de éstos no se encontraré
ninguna otra parte que no reciba la misma denominacién que ellos mismos y la
unidad, como se ha dicho. Pues en tres hay una sola parte, esto es, la tercera parte,
que se llama asi por el nimero tres y la unidad es su tercera parte. De igual modo,
del cinco hay una sola quinta parte que es la unidad y lo mismo se advertira
siguiendo con cada una de ellas. Pero se llama primo y no compuesto porque no lo
mide ningdn otro namero, excepto la unidad, que es madre de todos. Pues al tres
no lo numera el dos, por razén de que si comparas dos solo con tres, son menos.
Pero si multiplicas dos por dos, crece mas que tres. Pero un nimero mide a un
nimero cada vez que, como el uno, el dos , el tres o cualquier nimero se compara
con un ndmero y su cantidad ni menguada ni acrecida llega al término del nimero
comparado, como si comparas 2 con 6; el nimero dos mide al seis en tres. Luego
a los primos y no compuestos no los mide ningin nimero excepto la unidad sola,
porque no estdn compuestos de ningln otro ndmero, sino s6lo se generan a partir
de unidades sumadas entre si y multiplicadas. Pues uno tres veces forma 3 y uno
cinco veces, cinco y uno siete veces, han hecho siete. Y otros que hemos descrito
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antes se generan de esta manera. Pero éstos multiplicados por otros de su misma
clase hacen como primarios, otros nimeros y a éstos les corresponde una sustancia
y un valor primarios. Encontraras en todos los producidos a partir de ellos como
por asi decir ciertos elementos, a saber, que estdn formados por generacién sencilla
y no compuesta, y en ellos se resuelven todos los nimeros creados asi. Pero ellos
mismos no se generan a partir de otros, ni se reducen a otros.

Del nimero secundario y compuesto.
Capitulo XV.

El nimero secundario y compuesto es ciertamente impar porque se ha
formado por la propiedad del impar, pero no conserva en si ninguna sustancia
principal, y estd compuesto de otros nimeros. Tiene partes que se llaman segun su
nombre y con otra denominacién ajena, pero en éstos siempre encontrards la
unidad como la parte sola que se llama con un nombre derivado del suyo, en
cambio, derivados del nombre de otro nimero, una o cuantas se quiera, segun los
numeros que fueran, es decir, los nimeros con los cuales compuestos se crea aquél.
Por ejemplo, son éstos el 9, 15, 21, 25, 27, 33, 39. Luego cada uno de éstos tienen
unas partes propias llamadas segun ellos, esto es, la unidad respecto a cada uno,
como de nueve es una novena parte, de 15 una decimoquinta es la misma unidad,
y en los otros que hemos escrito antes lo mismo ocurre. También tienen una parte
nombrada con otra denominacion, como 9 una tercera parte, esto es, tres, y 15 una
tercera parte, esto es, 5, y una quinta, es decir, 3. Pero para 21, el tercio, esto es, 7,
la séptima 3, y en todos los demds la misma secuencia. Sin embargo, este nimero
se llama secundario porque no lo mide la sola unidad, sino también otro nimero, a
saber, aquél al que estd unido. Y no tienen en si ninguna caracteristica inteligible
que los distinga como principios, pues se genera a partir de otros nimeros, 9 a
partir de tres, quince a partir de tres y de 5, y 21 a partir de 3y de 7, y los demas
del mismo modo. Se llama compuesto porque puede descomponerse en esos
mismos nameros de los que se dice que es compuesto, a saber, aquellos que miden
el nimero compuesto. No es simple ninguna cosa que pueda disolverse, sino que
por necesidad esta compuesta de otras cosas.

Del nUmero que es por si secundario y compuesto
pero respecto a otro, primo y no compuesto.

Capitulo XVI.

Estas condiciones son contrapuestas, es decir, primo y no compuesto
frente a secundario y compuesto, distintos en varias caracteristicas, pero se
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considera otro intermedio, y éste ciertamente es compuesto y secundario,
recibiendo la medida de otro nimero y por eso admitiendo otra parte de distinta
denominacion. Pero cuando se compara con otro numero del mismo género, éste
no se une con ninguna medida comdn con él, y no tendrd partes del mismo
nombre. Por ejemplo 9 respecto a 25, no se unen con ninguna medida comun,
salvo si se considera la unidad como medida comdn de todos los nimeros. Y estos
no tienen partes del mismo nombre. Pues en 9 hay una tercera, que en 25 no hay;
y en 25 hay una quinta, que no hay en nueve. Luego éstos son por naturaleza
secundarios y compuestos, pero comparados entre si resultan primos y no
compuestos. Y a éstos no los mide ninguna otra medida que la unidad, que recibe
una denominacion segun cada uno: para nueve es la novena parte y en 25, la
vigesimoquinta.

De la generacion del nUmero primo y no compuesto,

del secundario y compuesto, y del que en si es secundario y compuesto
pero respecto de otro, es primo y no compuesto.

Capitulo XVII.

Ahora bien, la generacidn de éstos y por la investigacion de la génesis de
éste, se deduce la que llamaba Erat6stenes criba, porque colocados todos los pares
en el interior por medio de un método que vamos a explicar se distinguen cuéles
parecen ser de la primera clase, cuales de la segunda y cuales de la tercera. En
efecto, dispdnganse desde el nimero tres todos los impares en serie, en una
progresion todo lo larga que se quiera: 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27,
29, 31, 33, 35, 37, 39, 41, 43, 45, 47, 49. Entonces, asi dispuestos, hay que
estudiarlos: el nimero primo como aquél de los que estan colocados en la serie
puede ser medido en primer lugar, y dejando dos, es aquél que detras de ellos puede
ser medido después. Aunque a continuacion de ése que se ha medido se han pasado
dos, se mide de nuevo aquél que esta tras los dos. Y de este modo, si alguien deja
dos, detras de ellos hay que medir a partir del nidmero primero, y de esa manera,
saltdndose siempre dos, se mide desde el primero hasta el infinito. Pero esto no de
modo nada vulgar y ni desordenado. Asi el nimero primero, aquél que esta después
de los dos colocados detras de él, se mide segln su cantidad. Pues el nimero tres
se mide como tercio de 9. En cambio, si después de nueve dejo los dos que me
encuentro detras de ellos, hay que medirlos desde el primero, esto es, por el
segundo de cantidad impar, es decir, por el cinco. Efectivamente, si tras el nueve
dejo dos, esto es, 11 y 13, el 15 se mide por el tres, por la cantidad del segundo
namero, esto es,
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por el cinco, porque el tres mide al 15 cinco veces. A su vez, si empezando por el
quince, dejo dos en medio, el primer nimero es medida del que esta situado en el
lugar siguiente, por la pluralidad del tercer impar. En efecto, si después del 15 dejo
el 17 y el 19, llega el 21, que el tres mide segun el ndmero 7; bien, pues el tres es
su séptima parte. Y haciendo esto hasta el infinito, me encuentro con que el primer
nimero mide a todos los que le siguen, si dejo dos entre medias, segun la cantidad
de los nimeros impares colocados en serie.

Pero en cuanto al nimero cinco, que esta situado en segundo lugar, si alguien
quiere encontrar que él es la primera medida y sucesiva, pasados cuatro impares,
se le presenta el quinto, que se puede medir con él. Pues si se dejan pasar cuatro
impares, esto es, 7, 9, 11y 13, después viene el quince, que se mide con el namero
cinco, es decir, segun la cantidad del primero, esto es, el nimero tres, porque 5
mide a 15, por el nimero tres. Y en adelante, si se dejan pasar cuatro, el que esta
colocado detras de ellos, se mide por cinco, es decir, por el segundo, segln su
propia cantidad. Pues detras del quince, se dejan pasar 17, 19, 21, 23 y después de
ellos encuentro el 25; a éstos, el nimero cinco mide con su pluralidad. En efecto,
cinco multiplicado por cinco crecen hasta 25. Pero si cualquiera salta detras de éste,
cuatro de la misma serie, manteniendo el orden, el numero que sigue, se medira por
el nimero cinco segun el valor del tercero, es decir, del nimero siete. Y ésta es una
sucesion infinita.

Pero si se pregunta a qué nimero puede medir el nimero tres, se dejan seis
en medio y a éste lo puede mostrar el situado en séptimo lugar; éste ha de ser
medido por medio de la cantidad del primer nimero, el tres. Y detras de él, dejando
en medio otros seis, el nimero siguiente detrds de ellos sera medido segun el
namero 7 por el propio nimero 7, es decir, segun la cantidad del tercero. Y esta
serie avanza hasta el extremo.

Luego aceptan diversidad de medidas los impares situados segin su orden
natural. El ndmero de impares que se han de saltar entre los dos nimeros
considerados depende de la serie de los pares desde el dos. De manera que para el
primero se saltan dos, para el segundo, cuatro, para el tercero, seis, para el cuarto,
ocho, para el quinto, diez. Si el lugar ocupado por el nimero en la serie es doble,
se saltan los términos segln esa duplicacion. Para el tres, que es el primer nimero
(porque en una serie el namero uno es el que esta antes que todos), multiplica por
dos su lugar, y se hace dos veces uno, que como son dos, se pasara para el primer
numero, dos intermedios. A su vez el segundo, es decir, el cinco, si duplica su lugar,
llegaré al cuatro, éste también deja pasar cuatro términos. lgualmente, si el siete,
que tiene el tercer lugar, si duplica su lugar, llegara al sexto. Pues dos por tres
suman seis. Luego, éste deja seis en la serie. El cuarto también, si duplica su lugar,
llega al octavo. El salta también ocho y esto hay que observarlo en los demas.
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En cambio, la cantidad de la medida sera dada por la serie, segun el orden en
el que estan colocados los nimeros. Pues el primero numera al primero de la serie,
segun el primero al que él numera, esto es, segun él mismo; el segundo que mide
al primero, le mide segun el segundo de la serie; el tercero, segun el tercero, el
cuarto, igualmente segun el cuarto. Pero, si es el segundo el que mide, el primer
ndamero que mide, es segin el primero de la serie que él mide; y el segundo que
mide, lo mide segln él, esto es, por el segundo; el tercero, segun el tercero; y los
demas serdn medidos de la manera anterior. En consecuencia, si observas otros, o
los que han medido otros, o los que son medidos por otros, hallards que no puede
haber al mismo tiempo una medida comun, y que tampoco todos numeran al mismo
tiempo a otro nimero; en cambio, algunos de éstos se les puede medir por otro, de
manera que por naturaleza son medidos solamente por ese nimero, o bien otros
pueden ser medidos por muchos, pero que algunos no tienen otra medida que la
unidad.

Luego, juzgamos primos y no compuestos a los que no admiten otra medida
que la unidad; llamamos secundarios y compuestos a los que admiten otra ademas
de la unidad o reciben el nombre de una parte de otro ndmero distinto de si. En
cuanto al tercer género, del que es por si secundario y no compuesto, pero que se
puede comparar con otro, primo y no compuesto, el observador lo advertira por
este criterio. Si se multiplica cualquiera de estos nimeros por su cantidad, los que
se generan , comparados con otro no estan unidos ninguna medida comun, pues si
multiplicas tres y 5, tres por tres hacen nueve y cinco por cinco, veinticinco; por
tanto, éstos no tienen ningin parentesco de medida comun.

A su vez, si comparas a los que generan cinco y siete, éstos tampoco tendran
medida comun, pues cinco por cinco es veinticinco y 7 por siete hacen 49; éstos no
tienen medida comdn, a menos que sea la unidad, generadora y madre de todos
éstos.

Sobre la manera de hallar los nUmeros que en si son secundarios y
compuestos, pero respecto a otros,
son primos y no compuestos.

Capitulo XVIII.

Por qué método podemos hallar tales nimeros, si alguien nos propone y
ordena probar si son mensurables con alguna medida o si la unidad es la Unica que
los mide, el procedimiento para hallarlo es el siguiente. Dados dos numeros
distintos, hay que restar el menor del mayor y a lo que reste, si es mayor, volverle
a restar el menor, pero si es menor, restarselo al otro, que queda mayor, y esto hay
que hacerlo hasta que la unidad impida seguir restando, o algin nimero impar de
modo necesario, si los dos numeros propuestos son impares. Pero verds que el
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numero que queda es igual a si mismo, por lo que si se llega a esa sustraccion, se
llamaran necesariamente ndmeros primos entre si y no relacionados por ninguna
otra medida que la sola unidad.

Pero si es un ndmero impar, como se ha dicho antes, al final de la
sustraccidn, habrd un nimero que mida los dos nimeros, y diremos que éste mismo
nimero que ha quedado es la medida comun de los otros dos. Sea que tenemos dos
numeros propuestos de los que nos ordenan averiguar si alguna medida comun los
mide. Son 9y 29. Asi que les hacemos la sustraccion de restar el menor del mayor,
esto es, de 29 menos nueve quedan veinte, y de nuevo le restamos 9, y quedan 11,
y otra vez le restamos nueve, y quedan 2, si resto 2 de nueve, quedan 7, y si de
nuevo le restamos dos, quedan 5 y de éste dos otra vez, y quedan tres, que si se le
restan de nuevo dos, sélo sale la unidad, y a su vez, si de dos resto uno, la
sustraccidn se detiene en el confin del uno, que se ve que es la Gnica medida comin
de aquellos dos nimeros, esto es, del 9y del 29. Por tanto, Ilamamos a éstos primos
entre si.

Pero sean también otros nimeros propuestos por el mismo criterio, 21 y 9y
se nos dice que se investiguen éstos, comparandolos entre si.
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De nuevo resto del mayor la cantidad del namero menor, esto es, de 21, 9 y quedan
12, de éstos quito nueve y quedan 3, que si se le restan a 9, quedara 6, del que si se
restan 3 quedan 3y no se puede restar de 3, pues éste es igual a si. Pues los tres que
se restaban llegaron hasta el nimero tres, del que no se pudieron restar ni sustraer
porque es igual. Por tanto, consideramos a éstos mensurables y que la medida
comun a los dos, es el tres que ha quedado.

Otra division del nUmero par, segun perfectos,
imperfectos y mas que perfectos.

Capitulo XIX.

Se ha explicado sobre los nimeros impares cuanto la brevedad de la
introduccion permitia. Por su parte, los nimeros pares tienen una segunda division,
pues unos son abundantes, otros deficientes segin los dos aspectos de la
desigualdad. En efecto, se considera toda desigualdad o en mayores o en menores.
Aquéllos destacan por lainmoderada plenitud de su cuerpo, por la pluralidad de sus
partes. Pero una suma de partes menor que ellos compone a los otros, a los que les
ha correspondido tal indigencia, que estan como oprimidos por su pobreza, por el
defecto de su naturaleza.

Se llama abundantes a aquellos que obtuvieron partes por encima de lo que
les resultaba suficiente, como son el 12 y el 24. Pues éstos, comparados en sus
partes, han recibido mayor suma de las partes que su cuerpo en total, ya que la
media es 6, la tercera parte, 4, la cuarta, el tres, la sexta, dos y la duodécima uno.
Y todo este cimulo redunda en 16 que sobrepasa la multiplicidad de su cuerpo. A
suvez, la media del nimero 24 es 12, la tercera parte, 8, la cuarta, 6, la sexta, 4, la
octava 3 y la duodécima 2 y la vigesimocuarta, uno, que dan un balance de treinta
y seis. En esto se ve claramenteque la suma de las partes es mayor y desborda por
encima de su propio cuerpo. Y éste, porque las partes compuestas superan a la suma
del nimero, se llama abundante.

Pero el deficiente es aquél cuya suma de las partes, operada del mismo
modo, es superada por la pluralidad del término en total. Por ejemplo, 8y 6 , pues
ocho tiene por media 4 y tiene una cuarta parte dos y una octava que es uno; todas
sumadas dan 7, esto es, un nimero menor que su cuerpo entero. A su vez, 14 tiene
una media, esto es, 7, y una séptima parte, que es 2 y una decimocuarta, que es uno,
con lo que si se suman se llega a diez, es decir, a una cifra menor que el término en
total.
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Y éstos ciertamente son de esta manera: aquel anterior, al cual superan sus
partes, parece como si alguien hubiera nacido con muchas manos, mas de las que
le eran naturales, como un gigante de cien manos, o con tres cuerpos, tal que
Gerion o cualquier monstruo que se saliéd de naturaleza por multiplicacion de sus
partes. Pero si se le sustrae una parte necesaria por naturaleza, si se nace sin un
o0jo, como fue la fealdad del Ciclope o sin algin miembro, se entiende como un
defecto natural de su plenitud total. Pero entre éstos como entre desigualdades
semejantes, se ha establecido la moderacion del término medio, aquel nimero que
se llama perfecto, es decir, emulador de la virtud que no avanza en una progresion
supérflua ni retrocede con una mengua forzada, obteniendo un término de su
media igual a sus partes; ni engorda por abundancia ni padece necesidad, como el
6 0 el 28.

Pues el 6 tiene una parte media, esto es, el 3 y una tercera, esto es, el dos y
una sexta, esto es, el uno, que si se suman se ve que el cuerpo del nimero llega a
igualar a sus partes. Veintiocho tiene por media 14, una séptima parte que es 4 y
una cuarta que es 7, y una decimocuarta que es 2, y encontrards en él una
vigesimoctava que es uno; sumadas igualaran al cuerpo total con sus partes, pues
las partes sumadas haran 28.

Sobre la generacion del numero perfecto.
Capitulo XX.

Hay en éstos también una gran similitud con la virtud y el vicio. Pues rara
vez encontrards nameros perfectos y éstos, facilmente numerables, pues son pocos
y se generan en un orden muy constante, pero hallards muchos mas e infinitos
abundantes y deficientes, dispuestos por todas partes sin orden ni formando serie y
sin limite a su generacion. Los nimeros perfectos son: dentro de la decena, 6,
dentro de la centena, 28, dentro del millar, 496, dentro de la decena de millar 8128.
Y siempre estos nimeros terminan en dos pares, seis y ocho, y siempre llegan
alternativamente en el final de estos términos a estos nameros. Pues en primer lugar
el 6, después, 28, detras de éstos, 496, terminado en seis como el primero, después,
8128 termina en 8 como el segundo. Pero la generacion y creacién de éstos es fija
y firme y no se puede hacer de otro modo, y si se hace de esta manera, no se puede
crear ninguno de otro modo.

Pues, dispuestos todos los nimeros pares paritariamente en serie desde la
unidad hasta el limite que se quiera, sumaras el segundo al primero, y si se
consigue un nimero primo y no compuesto, multiplicaras el resultado de la suma
por aquél que habias afiadido en segundo lugar. Pero si hecha la suma no se
encuentra un nimero primo y no compuesto, sino compuesto y secundario, lo
pasaras y afiadiras el que le sigue. Y si tampoco resulta primo y no compuesto,
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aflade otro de nuevo y mira qué sale. Si encuentras uno primo y no compuesto,
multiplicaras el resultado por la cantidad de la Gltima suma.

Disponganse todos los nimeros pares paritariamente de este modo 1, 2, 4, 8,
16, 32, 64, 128 y operaras asi: pondras uno y le sumaras 2. Entonces, hallaras de
esta suma qué numero ha resultado. Son tres, es decir , un nimero que es primo y
no compuesto, y después de la unidad le habias sumado el nimero dos por uGltimo.
Por tanto, si se multiplica el tres, esto es, el resultado de la suma, por dos, que es
el ultimo que se ha sumado, nacera sin ninguna duda un namero perfecto. Pues 3
por dos hacen seis, que tiene la unidad como parte denominada segin su nombre,
esto es, sexta, tres, su media y dos su tercera parte. Pero dos denominada segun su
multiplicador, esto es, tres, porque tres lo ha multiplicado. Veintiocho nace del
mismo modo. Pues si ademas de uno y dos que son tres, afiades el siguiente par
paritariamente, esto es, 4, hards una suma de siete, pero consiguientemente has
afiadido como altimo numero el cuatro, luego si multiplicas por éste aquella suma,
se crea un numero perfecto. Pues siete por cuatro son 28, que es igual a sus partes,
y tienen uno como la parte
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denominada como él, esto es, la vigesimoctava, y como media, segin el nimero 2,
el 14, y segln el nimero cuatro, una cuarta parte 7 y segin el 7, una séptima,
contiene el cuatro, por lo que si se hace una reunidn de todos, cumo décimocuarta,
2, que corresponde a la mitad.

Luego habiendo encontrado éstos, si buscas encontrar otros, es necesario que
investigues con el mismo criterio. Pues podras poner uno, y después de éste, 2y 4,
que suman siete, pero de esto queda excluido el 28, el nimero perfecto. Por tanto,
el que sigue a éste, par paritariamente, es el 8, que inmediatamente se une como
cantidad, que sumada a las anteriores da 15. Pero éste no es primo, es compuesto,
pues tiene una parte de otra clase, ademas de la que recibe una denominacidn de si
mismo, la decimoquinta, es decir, la unidad. En consecuencia éste, porque es
secundario y compuesto, pasalo, y suma a los anteriores el siguiente par
paritariamente, esto es, el 16, que con el 15 hacen treinta y uno. Y éste a su vez es
primo y no compuesto. Multiplica éste por la suma del dltimo que has sumado, para
que hagan 16 por 31, que llegan a 496. Esta es la pluralidad igualada a sus partes
dentro del millar.

Por tanto, la unidad primera es perfecta, por su virtud y potencia, aunque no
en acto o en realidad. Pues si sustraigo esta primera de la serie propuesta de
nimeros, veo que es primera y no compuesta, y si la multiplico por si misma, se
me genera la misma unidad. Pues uno por uno es una sola unidad igual a sus partes
y en potencia s6lo a las demas perfectas en acto y en efecto.

La unidad por su propia virtud es bien perfecta asi como prima y no
compuesta, multiplicada por si misma, se mantiene. Pero porque hemos tratado de
la cantidad que es en si, pasemos en la secuencia de la obra a aquella que es
relativa.

Sobre la cantidad relativa.
Capitulo XXL

La primera divisidn de la cantidad relativa consiste en dos clases. Pues todo
lo que se mide por comparacion con otro, o es igual, o es desigual. Y es igual
ciertamente lo que comparado con otro ni es menor por defecto, ni mayor, por
exceso, como el diez con el diez, o el tres con el tres o el codo con otro codo o el
pie con el pie y ejemplos semejantes a éstos.

Sin embargo, esta primera division de la cantidad relativa, esto es, la
igualdad es por naturaleza indivisa, pues nadie puede decir que tal igualdad es de
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tal naturaleza y aquella de esta otra. En efecto, toda igualdad conserva su medida
de una sola y misma manera. También la cantidad que se compara con ella, no se
llama con otra denominacidn que esa misma a la que se compara. Pues al igual que
un amigo es amigo de su amigo y uno es vecino de otro, asi se dice del igual con
su igual. Pero la cantidad desigual tienen una divisidn en dos, pues se separa lo que
es desigual en mas y en menos, que reciben una denominacién contraria entre si.
Pues el mayor es mayor respecto al menor y el menor es menor respecto al mayor.
Y los dos no con los mismos nombres segln se ha dicho de la igualdad, sino que
se han sefialado con nombres diversos y diferentes, como el del que aprende vy el
que ensefia, o el que da palos y el que los recibe o cualquier cosa que se compare
con otra con la que se relaciona de otra manera siendo contrarias sus
denominaciones.

Sobre las especies de desigualdad, mayor y menor.
Capitulo XXII.

Hay cinco partes de desigualdad mayor. Pues hay una que se llama multiplo
y otra superparticular, una tercera superpartiente, una cuarta multiplo
superparticular y una quinta multiplo superpartiente. Por tanto, a éstas cinco partes
del mayor se oponen otras cinco partes de la menor, segin el mismo mayor se
opone siempre al menor. Estas especies de la menor que se oponen tan
particularmente a estas especies de la mayor que se han dicho antes, se diferencian
Unicamente por un solo prefijo segun se llaman con esos mismos nombres. Pues se
dice submultiplo, subsuperparticular, subsuperpartiente, multiplo
subsuperparticular y multiplo subsuperpartiente.

Del multiplo, de sus especies y de la generacién de ellas.
Capitulo XXIII.

De nuevo, el mdaltiplo es la primera parte de la desigualdad mayor, mas
antigua y mas importante que las demas, segin demostraremos un poco mas tarde.
Ahora bien, este nUmero es de esta manera: comparado con otro contiene a ese otro
mas de una vez. Esta propiedad se encontrara primero en la serie del nimero natural,
puesto que comparados con la unidad, todos los que siguen hasta el uno, presentan
ordenados todos los multiplos en sucesidn y diferenciados. Pues para el primer lugar
que es la unidad, el 2 es el doble, el tres, el triple, el 4 el cuddruple y asi progresando
en serie, se entretejen todas las cantidades multiples. Sin embargo, se ha dicho “mas
de una vez”. Esto toma su comienzo en el nimero dos y avanza hacia el infinito por
la secuencia del tres, el cuatro, y la serie y secuencia de los demas.
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Pero aquél que se llama submultiplo se distingue y se opone al multiplo, por
ser una especie de la cantidad menor. Este nimero es como sigue: aquél que en
comparacién con otro numera la suma del mayor por medio de su propia cantidad,
empezando con el mayor de manera igual y terminando de manera igual. Digo en
el mismo sentido numera que mide. Por tanto, si el nimero menor mide al nimero
mayor soOlo dos veces, se llamard subdoble, si tres, subtriple, si cuatro,
subcuadruple. Y asi una progresion hasta el infinito; afiadiendo a ellos el prefijo
sub- los nombraras, como uno respecto de dos, se llamara subduplo, de tres
subtriplo, de cuatro, subcuadruplo y asi consiguientemente. Como la multiplicidad
y la submultiplicidad es infinita por naturaleza, también la de los que se pueden
observar en sus propias generaciones hasta el infinito.

Pues si colocados unos nimeros en una sucesion natural, eliges los pares en
su sucesién, uno a uno, seran dobles de todos los pares y de los impares que se
sigan desde el uno; esta observacion se puede seguir sin limite. Pues dispéngase un
numero natural de esta manera: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16,
17, 18, 19, 20. De éstos, si tomas primero los pares, esto es, el 2, sera el doble del
uno, es decir, de la unidad. Pero si tomas el siguiente par, esto es, el 4, es doble del
segundo, es decir, del 2. Si tomas el tercer par, esto es, el 6, sera el doble del tercer
numero de la serie natural, esto es, del tres. Si observas el cuarto par, esto es, el 8,
es el doble del cuarto nimero, esto es, del cuatro. E igual tomando los demas se
avanza sin ningln impedimento.

Los triples se crean si en la misma serie se dejan pasar dos siempre, y los que
estan detrds de esos dos se comparan con el nimero natural, a excepcion del tres.
Y como es el triple de la unidad, se pasa el dos solo. Detras del uno y el dos, son
tres, que es el triple de la unidad. A su vez, detras del 4 y el 5 esta el 6, que es el
triple del segundo nimero, es decir,

59



ritbmettca

tribus cihiRtirfus poft.é.funt.f.i.8.7 poftboa.9.
quitcrti» numeriideftternarijtripluaeft.atqj bof
idem in infinitum fi quis faciatfine vila offenfio#
nepa>cedit.jQu4ddniptoitiinfero generado inripit
fi quis tres nimeros intermittat.i(Soft vnum quip*
pe.i.z.7.?.funt.4.quipiimiideft vniusquadruplui
eft.'tfUirfus fi internufero quinarium:fenarium:ife#
ptenarium:octonarius mibi quartus occurrit: tripI*
ihliectintermiflis:qui binarij ideft fccundi numeriq
Jrupiascft.atvero fi poftecto tres términos inter#
mifero ideft.9.<t.io.7.ii.ouodenari* qni fequitur tcr
narijnumen quadrupluscft.atgjbocidemin infini
tuin progreflis neccffe eft cuenircifempergs vnater#
ininomm intermifltone fi crefcatadiectio: ordinatas
te multipliris numerivicesinuenire miraberis. Si
enitn.4. intcrmittas:quincuplusmuenitur:fi quite
fereuplu9.fifer fcptuplus femperqsipliue multiplicé
tatis nomine vnominusintertniftionis vocabulo $
creantur.Uam ouplus vnum intermittitxtriplus .z.
quadruplus.?.quincuplus.4.£t9cinrep9 ad cundi

pliverovnus femperparterminusimpar alius inue
mtur.Quadroplj verorurfus femper parem cnftodi
«ntquantitatcm Xonftitufiturg; a quarto numero

2932109993599

milToocnario.atqgjbocidi
in ceteris.Quincuplivero ptopofitio fin tripitéis fi#
militndinemaltcroatimparibusat<Bimparibus po
fifis ordmatur,

C » e fuperpartieulari ciufib fpeciebus earutngs gene
ratiombus.
CXapitulnin.rriifi.

tiperparticularie vero eftnimeros ad al
teromeomparatustquotiens babet in fe
tothm minotein 7 parti eiusaliqua. £2u»
fiminoiifbabeat medictatem:vocatur fef
qualtcr.IWo tertiam partem:vocatur fd#

quitsrrius.fivero quartam:vocatur fefqufquartus.
7 fi quintam.vocatur fefqutquitos.atq5 bis nomini
b*iifinitdouctis i iftniti quoq; fuppticularifi forma
progreditur.Htmaiores quidem numeri boc modo
vocantnrjminoxesveroquibabiturtotiteoti aliq
pars:vnus fubfefqualter:alter fubfcfquitertius:ali#
as fubferquiquartns:alius vero fubfefquiquintus:at#
gjidem fin maiorum ttotmam mulrirodincmaq; pro#
tenditur.lloco antem inaioresnimeros onccs: mi*
notes,coinites.Supcrparticularium quogq; infinita i
tnaltitndorobeamrcm quodetuldem fpeeies inter#
minabiliprogreflione fungnntur.llam fefqualtcrba
bebitquidem ouces omnes poftteroarinm numero
ttatnratiternipiiecsXomitesvcro omnespoftbina
riatn natnraliter pares:boc modorvtptimus primo
ftenndus fecundo,tertius tercio comparetur:-? ocin#
cinifiiviifpiiiiiiii ve nii» znpiiuij>

M mme itirium x fitbocmofo

asin eo ffternarius biarto:vel fi fcnari’ quaternario
vel nouenarius fenario coinparetunvel omne3 tripl»
ces fuperioies fi oupliribus numeris confequentibus
opponatur etniolia ideft fcfqualtcra piopoitio nafee
tur.tres ennn babentintra fe ouo 7 corum mediam
partem.ideft,i.ierquogscontinentintra ie .~ .f eoifi
medietatiideft.:.-incticin intra fe lenariuj daudiit:
"i eius mediam partcmrideft.i.eodcmgs modoin ce
teris.ibiccndumverofiquisiecuudam fpcciem fug
particularis numericonfiderare oefiderct ideft fefq#
tertiamtqualiratione reperiat:ac oiffinitio quidem
buius comparationis tahs eft.Sefquitertius eft.qui
minoti compararos babet eumfcmcl 7 eius tercia;
partem fed biinueniuntur fiémnibus a quaternario
numero continuatim quadruplis conftitutis:a terna
rio numero triplices comparentur cruntg; ouces g#
druplicoinitcs trip li. S it eriim in otdine boc modo
nuinerus naturalis:vt fub eoquadruplat fub eotri
plifini.fupponatur fub piiino quadruplo primus tri#
plus fub fecundo fccundustfub tercio tertius:? eodi
modo cuncti ciufdcin pritni verfustripli in ordinem
oirigatur.
[*ziM 4;i$rgT7T
1418 2116 120 240\ 2ij_
>i6 ? 'M 11S » j?24L _
fefquitertia ra#
fi.4.tribus compares: babe#
buntm fe.4.totum ternarium aeiustertiam parti
ideft.i .7 fi fectmdum fecundo ideft octenarium fena
rio coinparcstidcm inuenies babebit cnim octcnari*
fenarium totnm 7 eiustertid g ti ideft.r.7 g eandem
fequentiain vfgs in mftnitum progrediendutn i. 11o#
tandum quog3cfhquod.j.comiteffunt.Duces.4.rur
(us.6.comites:onccf.8.7 in codem ordinc ceterilimi
li modo voeanfoucesfefquitertij :eomites fubfefqui
tertii:?incunctis?mbunemcdunt pofita eonuenit
femare vocabula.
<K>e quodam vtili ad eognitionem fug gtieularibus
accidente* £apiti.rev.
«?cant admirabile pxofundiflimfigs i iftox
ordinibus inuenif:quod prinV’out primuf#
icomesad feiuici nulla nteriitermtfliae
jpulanf.flld primi fe nnllo i medio pofito
Itranfcunttfccundi interponét.i.tertii.ouof
quarti.;.* oeinceps vna femper minore qué ipfi ffit
Itermiflione fuerefcunt.attBboc vel in fefquaiteris:
velin fefquintcftija:vclm alija fugpartieularispar*
tibus neeeflc eftinueniri.11lam<bvt quaternarius ?
tcmarid céparcftnuliutn itermifimua:poft.¢,. onm
mot.4.funt.atVo.6.contra.8.in fecfido.f.fcfquitw
tio:vna facta eftintermiffio.’jnter.tf.n.'t.&folus eft
feptenarius qui tranfmiflus eft numerus.murfaiM*
0. . .«.foMrcmus.qm

runt.io.-».n.fccandumbuncmodumquarta w«w

tloniam antem natnraliter'i fin W 2®
ordinisconfcquentidtmultipliciiMquato
tiafpim cluctisPPofmmustpnm”~gJ
effcmiftrauimusdicetboenolHap”


fereuplu9.fi
quitsrrius.fi

Instituto Arithmetica

/6v./

el triple de dos. De nuevo, detras del 6 estan el 7 y el 8, y tras éstos, el 9 que es el
triple del tercer nimero, esto es, del tres. Y esto si alguien lo hace igual hasta el
infinito avanza sin ningln obstaculo. La generacion de los cuddruples comienza
pasando tres nimeros. Pues después del uno, 2, 3, el 4 es el primer cuadruplo de
uno. A su vez, si dejo el cinco, el seis, y el siete, se me presenta el ocho en cuarto
lugar, es decir, dejando tres en medio, que es el cuadruplo del segundo nimero, esto
es, del dos. Pero si después del ocho dejo tres nimeros, esto es, el 9, el 10y el 11,
el nimero que sigue es el cuadruplo del nimero tres. Y es necesario que esto
mismo ocurra a los nimeros, en progresion hacia el infinito, y si crece la serie
dejando algunos numeros, te sorprenderas de encontrar ordenadas las repeticiones
de un nimero multiplo. Pues si dejas pasar cuatro, se halla el quintuple, si cinco, el
séxtuple, si seis, el séptuple y siempre se generan con el nombre de un multiplo,
dejando pasar ese numero menos uno. Pues el doble, deja pasar uno, el triple, 2, el
cuadruple, 3, el quintuple, 4, y en adelante la secuencia en el mismo orden. Y todos
los dobles segln sus propias secuencias de los niUmeros pares, son pares. Pero los
triples son alternativamente par e impar. A su vez, los cuadruples siempre
conservan la cantidad par. Y su serie parte del cuarto nimero, se salta de cada vez
uno de los primeros pares colocados antes por orden, dejando el primer par, el dos;
y tras éste, el 8, dejando el diez, y tras éste el 12. Y esto igual en los demaés. Pero
en la serie del quintuple, a semejanza del triple, se ordenan alternativamente, pares
e impares.

Del numero superparticular de sus especies
y de la generacion de ellas.

Capitulo XXIIII.

El nimero superparticular es un nimero que comparado con otro, contiene al
menor en si un nimero de veces y alguna parte de él. Este, si tiene una mitad, se dice
que la proporcién es sesquialtera (de una vez y media), si contiene una tercera parte,
se dice que es sesquitercia (de una vez y un tercio), si una cuarta parte, se dice que
scsquicuarta (una vez y un cuarto); si la quinta, sesquiquinto (una vez y un quinto).
Y con estos nombres llevados hasta el infinito, progresa también la serie de los
superparticulares. Mientras que los nimeros mayores se llaman de esta manera, los
menores Se contienen en otro una vez y una parte de ellos. Uno es el que se contiene
una vez y media (subsescualter), otro, el que se contiene una vez y un tercio
(subsesquitercio), otro, el que se contiene una vez y un cuarto (subsesquicuarto),
otro el que se contiene una vez y un quinto (subsesquiquinto), lo mismo se extiende
segun la norma y la multiplicidad de los mayores. Ahora bien, llamo a los niameros
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mayores, antecedentes, y a los menores, consecuentes. Infinita es la multitud de los
superparticulares, por el motivo de que se emplean las especies de él en una
progresion interminable. En efecto, el nimero que contiene a otro una vez y media,
tendra como antecedentes todos los triples naturales que van detras del nimero tres,
mientras que como consecuentes todos los pares naturales que siguen al dos, de esta
manera, como se compara el primero al primero y el segundo al segundo, el tercero
al tercero y en adelante. Pues escribase una linea de triples del nimero natural y otra
de dobles de este modo:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 6 9 12 15 18 21 24 27 30
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Asi, la primera linea contiene el nimero natural, la segunda su triple, la
tercera, su doble. Pero si se compara el tres con el dos, el seis con el cuatro, o el
nueve con el seis, o si se confrontan todos los nimeros triples superiores con sus
correspondientes ndmeros dobles, se creara una proporcion hemiolia, esto es, la
sesquialtera. Pues 3 tiene dentro de si dos y mitad de 2, esto es, 1. E igualmente el
seis contiene dentro de si el cuatro y la mitad de éste, es decir, dos; el nueve
encierra dentro de si el seis y su mitad, esto es, 3, y de igual manera en los restantes.
Si alguien desea considerar la segunda especie del nimero subparticular, esto es, la
que considera la proporcion sesquitercia, hay que indicarle con qué método lo
hallara. Y la definicion de esta relacién es como sigue. La proporcion sesquitercia
es el nimero que comparado con uno menor lo contiene una vez y la tercera parte.
Pero éstos se hallan disponiendo seguidamente los cuadruples desde el cuatro y
comparéandolos con los triples desde el tres; los antecedentes serdn los cuadruples
y los consecuentes, los triples. Pues sea de este modo en serie el nimero natural,
se disponga debajo el cuadruple y debajo de éste, el triple. Coloquese bajo el
primer cuadruple el primer triple, bajo el segundo, el segundo, bajo el tercero, el
tercero, y del mismo modo todos de esa misma primera linea se conjunten con la
serie del triple.

1 2 3 4 5 6 7 8
4 8 12 16 20 24 28 32
3 6 9 12 15 18 21 24

Asi, si comparas con el primero, se contendra la proporcion de sesquitercio.
Pues si comparas el 4 con el tres, el cuatro tendra dentro de si el tres y su tercera
parte, esto es, uno; si se compara el segundo con el segundo, esto es, el ocho con
el seis, hallaras que el ocho contiene al seis entero y a su tercera parte, esto es, el
dos, y hay que avanzar por la misma secuencia hasta el infinito. También hay que
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notar que el tres es consecuente y el cuatro es antecedente, y a su vez, el 6 es
consecuente y el 8 es antecedente y en la misma serie, los restantes se llamaran de
modo semejante antecedentes los que contienen una proporcion de sesquitercio y
consecuentes los que la tienen de subsesquitercio; en todos los situados de este
modo conviene conservar los nombres.

De cierta observacion util para el
conocimiento de los superparticulares.

Capitulo XXV.

Se advierte una observacion sorprendente y profundisima para estas series:
que el primer antecedente y el primer consecuente estdn muy unidos, no se separan
por ningin nimero. Pues los primeros pasan sin dejar ningn nimero en medio, los
segundos lo dejan pasar, los terceros, dejan dos, los cuartos, tres y en adelante van
aumentando, dejando pasar siempre uno menos del que presentan ellos. Y esto es
necesario que se halle en los que tienen la proporcién sesquidltera, los que la tienen
sesquitercia, o en otras clases de superparticulares. Pues si se compara un cuatro
con un tres, no dejamos ninguno entre medias, detras del 3 vienen el 4; pero 6
frente a 8 en segundo lugar con proporcién sesquitercia, se ha dejado pasar un
namero. Entre el 6 y el 8 esta el 7 solo, que es el nUmero que se ha pasado. A su
vez, si comparamos 9y 12, que estan en tercer lugar, se han dejado pasar dos. Pues
entre 9y 12 estan el 10 y el 11; segln este orden, el cuarto lugar deja pasar tres y
el quinto, cuatro.

Descripcion por la cual se muestra que el multiplo es anterior a las
demas especies de desigualdad.

Capitulo XXVI.

Porque de manera natural y por la propia secuencia de orden hemos expuesto
antes que el multiplo es una especie de desigualdad, y hemos mostrado que es la
primera especie, aunque esto se nos vaya a aclarar mas adelante en la obra, también
aqui vamos a explicar bien y brevemente lo que hemos adelantado. Sea la
descripcién en su orden desde el principio hasta el nimero diez
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de manera natural en la primera linea, en la segunda, escribase el doble, en la
tercera, el triple, en la cuarta el cuddruple y esto hasta el décuple. Pues asi
advertiremos de que modo funcionan el subparticular y el superpartiente y la
principal serd la especie del multiplo. Veremos algunas otras, cuestiones de detalle
muy poco importantes y observaciones muy Utiles para el conocimiento, y muy
agradables para el ejercicio de la mente.

(obsérvese el cuadro en fol. 7r.)

Razon y exposicion de la tabla anterior.
Capitulo XXVII.

Si se consideran los dos primeros lados de la tabla de arriba que forman un
angulo, partiendo del uno a los dos nimeros diez y se comparan las lineas
interiores, que hacen angulo partiendo del cuatro y llegando al veinte en los dos
lados, se ve aparecer el doble, la primera especie del multiple, de forma que el
primer nimero sobrepasa el primero en una sola unidad -dos a uno-, el segundo
supera al segundo en dos -cuatro a dos- el tercero al tercero en tres -seis a tres, el
cuarto supera al cuarto en la cantidad del nimero cuatro -ocho a cuatro- y asi todos
se superan en la cantidad del menor. Si se considera el tercer angulo, el que parte
de nueve y se desarrolla a un lado y a otro, en longitud y en anchura hasta el
namero treinta, si se compara con la primera linea en longitud, se ve aparecer la
especie del multiplo que es el triple. La comparacion se hace segin la forma de la
letra x y estos nimeros se superan segun la serie del nimero par: el primer namero
supera al primero en dos -tres y uno, el segundo supera al segundo en cuatro -seis
y dos- el tercero al tercero en seis -9 y 3- y del mismo modo continGa la progresion
por aumento de todos los demés. Es la naturaleza misma sin sufrir alteracién la que
nos lo muestra; nosotros no afiadimos nada artificioso, segin se ve en el
funcionamiento de la tabla.

Si se quiere comparar a las lineas de arriba el término del cuarto &ngulo cuya
cima esta marcada por el nimero 16, determinando una longitud y una anchura
hasta el niamero cuarenta, la comparacion que se establece segin la forma de la
letra x destacara
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la multiplicidad del cuédruple, y se tendra para esos ndmeros una progresion
ordenada por la relacién con los que estan arriba: el primero superara al primero en
tres -se trata del cuatro y de la unidad- el segundo superara al segundo en seis -8
y 2- el tercero superard al tercero en nueve -12 y 3- y los nimeros siguientes, si se
relacionan con su correspondiente, les sobrepasaran siempre en el valor de tres. Y
si se considera los angulos de abajo, se llegara de la misma manera, pasando por
todas las especies del multiplo hasta el décuple, con la maxima regularidad en la
serie.

Ahora, si se busca en la tabla la especie de los superparticulares, se
encontrara de este modo. Si se marca el segundo angulo, el que parte del cuatro y
arriba del cual se encuentra el nimero dos, y se le compara la linea siguiente,
aparecera la relacion sesquialtera. Pues la tercera linea estd en la relacién
sesquialtera con la segunda. Los ejemplos: 3 en relacién a dos, seis en relacién a 4,
12 en relacion a 8, y siguiendo asi con todos los nimeros de la misma serie. Si la
unién y relacion de los términos se opera de esta forma, no se producira ninguna
alteracion ni diversidad. También aqui lo que excede de unas cantidades respecto
de otras es lo mismo que lo que se ha visto con los dobles. Pues el primer ndmero,
3, supera al segundo, 2, en uno; el segundo supera al segundo en dos, el tercero al
tercero en tres y asi en serie.

Si se compara ahora la cuarta linea con la tercera -por ejemplo, 4y 3-y se
puede continuar con las otras en el mismo orden- se formara la proporcion
sesquitercia. Asi 4 en relacién con 3, 8 en relacién con 6, 12 en relacién con 9. ;Se
ve cdmo todos los términos conservan entre ellos la proporcion sesquitercia? En
cambio, si se procede a comparar las lineas que estan situadas por encima de éstas,
se advertira sin ninguna dificultad todas las especies del superparticular.

Una caracteristica divina en la tabla es que todos los nimeros en diagonal
son cuadrados. Se llama cuadrado -digdmoslo en breve, se desarrollard después- el
namero formado por la multiplicacién de los dos nimeros iguales, como se ve en
la tabla. En efecto, uno por uno uno, o uno es un cuadrado en potencia, de la misma
forma dos por dos 4 o 3 por 3 hacen 9, nimeros formados por los nimeros de la
primera linea multiplicados por si mismos.

Los nimeros que estan en el entorno de la diagonal son longuilateros. Llamo
longuilateros a los niameros formados por la multiplicacién de los nameros que
superan el uno. Asi alrededor del 4 estan el 2 y el 6; el 2 nace de uno y de 2, cuando
se multiplica dos por uno o la unidad es superada por el nimero 2 en una unidad;
en cuanto al 6, nace de 2 y 3, porque 2 por 3 son 6. Y 9 esta encerrado entre el 6 y
el 12, el cual nace de 3y de 4, tres por 4 son 12; el 6 nace de 2 y de 3, porque 2
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por 3 hacen 6. En la generacién de estos nimeros hay siempre un lado mayor que
la unidad. Pues 6 nace de 2 y 3, 3 supera el nimero 2 en la unidad; lo mismo en los
otros. De forma que estan formados por la multiplicacion de términos de la primera
linea por los términos correspondientes de la segunda linea. Ocurre que el nimero
que nace de los dos longuilateros que se corresponden y de dos veces el cuadrado
que esta entre ellos es un cuadrado. Si se consideran los angulos de la tabla en su
conjunto, los que estan situados cerca de los cuadros angulares encierran el uno, la
unidad de primer rango, el segundo -el que se le opone- la unidad de tercer rango,
y los otros dos que se corresponden encierran cada uno una unidad de segundo
rango, y dos nimeros de dngulo-ios cuadrados angulares- tienen su producto igual
al cuadrado de uno de los nimeros del angulo que se encuentra al otro lado.

Todavia habria mas cosas que aprovechar y admirar en esta tabla, si se
examina atentamente, pero la brevedad en la que se mantiene esta introduccidn nos
permite pasarlas en silencio por el momento. Continuemos.

De la tercera clase de la desigualdad, que
se llama superdivisor, sus especies y la
generacion de ellas.

Capitulo XXVIII.

Después de las dos primeras relaciones del multiple y del superparticular y
después de las relaciones que se derivan, las del submdltiple y la del
subsuperparticular se encuentran en la tercera especie de desigualdad, es lo que
hemos llamado antes superpartiente.

Hay una relacion superpartiente cuando un nimero comparado con otro
contiene en si mismo ese nimero entero, y ademas, partes de ese nimero, dos, tres,
cuatro o todas las que haya en la relacidn considerada.

Esta relacién comienza en los dos tercios, pues si el nimero que encierra en
si mismo otro nimero entero contiene ademas dos mitades de ese namero, lo que
sale es un doble, en lugar de un superpartiente. Comprendera también los dos
quintos, dos séptimos, dos novenos, y asi la serie, segin la progresion de los
impares.

Si el nimero mayor tiene solamente ademas dos partes del menor, supera al
menor gracias a esas partes en los nUmeros impares. Pues si contiene a ese nimero
entero y dos cuartos de este nimero, es sin duda un superparticular lo que se
descubre, porque dos cuartos es una mitad y esto da una proporcion sesquialtera.
Con los dos sextos, todavia es un superparticular, porque los dos sextos es un
tercio, y si se introduce en la relacién, da un tipo de proporcion sesquitercia.
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Después de los superpartientes nacen sus derivados, que se llaman
subsuperpartientes. Son los que son contenidos en otro nimero que tiene mas de
dos, tres, cuatro o cualquier nimero de partes de él. Luego si un nimero que
contiene en si mismo a otro, contiene a la vez dos partes de ese nimero, se llama
superbipartiente; tres supertripartiente, cuatro, supercuadripartiente, y se pueden
establecer los nombres de estos nimeros siguiendo la progresion hasta el infinito.

Se tiene la serie natural de los superpartientes cuando se disponen a partir del
3 todos los numeros, pares e impares, que debajo de ellos les corresponden otros,
todos impares a partir del cinco. Estos nimeros, estando dispuestos de esta manera,
si se compara el el primero con el primero, el sequndo con el segundo, el tercero
con el tercero y asi en serie todos los demas, se crea la relacidn superpartiente. Sea
la serie siguiente:

3 4 5 6 7 8 9 10
5 7 9 1 13 15 17 19

Si se considera la relacion del nimero 5 al 3, serd un superpartiente que se
llama superbipartiente, pues el nimero 5 contiene la totalidad del 3y dos partes de
este nimero, esto es 2. Si la observacién se hace con la segunda pareja, se vera que
es una relacién supertripartiente, y asi en adelante, recorriendo hasta el infinito la
serie de los nimeros que se han propuesto, se veran todas las especies de este
numero, en el orden conforme a su serie.

Ahora veamos como se hace la generacidn de cada uno de ellos, si se quiere
examinar hasta el infinito. La relacion del superbipartiente, si esta doblada en uno o
el otro de sus dos términos, siempre genera una proporcion superbipartiente. Si se
multiplica por dos el 5, dara 10, y 3, dard 6. EI 10 comparado con el 6 da una
relacion superbipartiente. Si se multiplican de nuevo estos nimeros por si mismos,
se obtienen la misma relacion; si se opera asi hasta el infinito, la primera relacion se
mantendra sin cambios.
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Si se quiere hallar supertripartientes, se multiplicaran por tres los primeros
supertripartientes, y se dara lugar a ndmeros de esta naturaleza. Si ahora se
multiplica por tres los nimeros que se habran producido asi, se obtendra adn la
misma relacion.

Si se quiere ver como se hace hasta el infinito la progresién de los
supercuadripartientes, se pueden multiplicar por 4 sus raices primeras, 9y 5, y
multiplicar de nuevo por 4 los productos de esta multiplicacidon y se vera que se
forma siempre la misma proporcion, sin que el método tenga ningun fallo. Y todas
las demas especies nacen si se aumentan siempre las raices por una multiplicacion
de mas de uno. Se llaman raices a los nimeros dispuestos en el cuadro de arriba, que
sirven de fundamento sobre el que descansan las proporciones que hemos descrito.

También hay que reparar en lo siguiente: cuando hay en el nimero mayor
dos partes del menor ademdas del nidmero menor en si, el nombre del tercio esta
sobreentendido, y debe ser que el que se llama superbipartiente , porque contiene
dos tercios del nimero pequefio, se llame superpartiente de dos tercios; y cuando
digo supertripartiente, se debe entender superpartiente de tres cuartos, porque
supera al menor en tres cuartos; por supercuadripartiente se sobreentiende
superpartiente de cuatro quintos y de la misma manera para todos los demas,
sumando siempre una unidad a las partes contenidas por el nGmero mayor, hay que
sobreentender lo mismo, y que su parentesco y las proporciones que existen entre
ellos estdn en los nuimeros siguientes. El que se Illama superbipartiente, que se
I[lama también superbitercio, el supertripartiente que es también supertricuarto, el
que se llama supercuadripartiente, se llama también supercuadriquinto y asi en
adelante, se continla la serie de estos nombres hasta el infinito.

Sobre el multiplo superparticular.
Capitulo XXIX.

Las especies de cantidad relativa simples y principales son éstas, pero otras
dos se componen de éstas y de algunos principios, como los mdultiplos
superparticulares, y los multiplos superpartientes; consecuentes de éstos son los
submultiplos superparticulares y submultiplos superpartientes. En las proporciones
explicadas antes los niGmeros menores y también todas las especies de ellos se
nombran con un afiadido morfolégico. Se puede hacer una éxplicacidon de ellos
como sigue. El maltiplo superparticular es un nimero que comparado con otro lo
contiene mas de una vez y una parte de él, esto es, tiene el doble, el triple, el
cuadruple o las veces que sea, y alguna parte, bien la mitad, o la tercera parte, la
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cuarta o cualquiera otra multiplicidad de partes. Luego se compone del multiplo y
del superparticular. Respecto del nimero comparado, contenerlo mas de una vez es
propio del multiplo. Pero esto de que deba tener una parte lo distingue y es propio
del superparticular. Asi se forma la denominacién a partir de un nombre y el otro.
Las especies de él se hallan a imagen de aquellas proporciones, de las que el
namero tiene su origen. Pues la primera parte de esta denominacion, que esta
incluida en el nombre de multiplo debe ser nombrada segin las especies del
multiplo, pero también es superparticular y se llama con los nombres con que se
llamaban las especies del nimero superparticular. Pues el que contiene el doble a
otro nimero y una media parte, es el doble sesquidltero; el que tienen un tercio,
doble sesquitercio; el que tiene una cuarta parte, doble sesquicuarto y asi en
adelante. Pero si lo contiene tres veces y una media parte, o una tercera parte, o una
cuarta, sera triple sesquialtero, triple sesquitercio, triple sesquicuarto y de la
misma manera los restantes. Y se dira cuadruple sesquidltero, cuadruple
sesquitercio, cuadruple sesquicuarto y se puede continuar las veces que sea, segin
lo contenga, se le aplica el nombre de las especies del nGmero multiplo, pero puede
encerrar una parte del nimero comparado que se llamaréa segin la comparacion y
la proporcion superparticular. Los ejemplos son los siguientes: doble sesquialtero
es la comparacién de cinco a dos, pues dentro del cinco cabe dos veces el dos y una
mitad de él que es uno. Doble sesquitercio es la relacién entre siete y tres. Pero la
de nueve con cuatro es un doble sesquicuarto. Si se comparan el 11 con el 5, es un
doble sesquiquinto. Y éstos siempre se hallaran al colocar todos los nimeros pares
e impares en su orden natural comenzando desde el dos, y enfrentdndolos a todos
los impares empezando desde el cinco. Si contrapones con cuidado y atencién el
primero con el primero, el segundo con el segundo, el tercero con el tercero, sea la
siguiente disposicion:

2 3 4 5 6 7 8 9 10 n
5 7 9 1 13 15 17 19 21 23

Pero si se disponen todos los pares desde el dos y aquellos que comenzaban
por el nimero cinco a su vez saltan de cinco en cinco, se hallan todos dobles
sesquialteros, como muestra la tabla siguiente:

2 4 6 8 10 12

5 10 15 20 25 30
si se comienza la disposicién desde el tres y saltan de tres en tres, y se les adjunta
la serie que empieza por siete, pasando de siete en siete, surgen de la comparacion

todos los dobles sesquitercios, como muestra la tabla siguiente:

3 6 9 12 15 18 21
7 14 21 28 35 42 49
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Disponganse todos los cuadruples en orden, éstos que son cuadruples del
namero natural, como el cuadruple de la unidad, y del dos, del tres, del cuatro y del
cinco, y de los que le siguen para adjuntarles una serie que comienza desde el
namero nueve, siempre con diferencia de nueve de uno a otro; entonces se
establece una proporcion del doble sesquicuarto:

4 8 12 16 20 24
18 27 36 45 54

Esa especie de este nimero que es triple sesquialtero se crea de este modo:
si se disponen todos los pares en orden desde el dos, se les presenta con los que
comienzan desde el nimero siete, y van incrementandose en siete; se confrontan
segln el modo de comparacidn que hemos ido haciendo:

2 4 6 8
7 14 21 28

si disponemos comenzando por el tres todos los triples del ndmero natural y les
comparamos con la serie que comienza en diez y va creciendo de diez en diez, se
hallardn por la secuencia de los términos todos los triples que tienen un tercio:

3 6 9 12
10 20 30 40

Como encontrar en la tabla anterior
ejemplos de esos nimeros.

Capitulo XXX.

Podemos mostrar los ejemplos de éstos y de los que siguen de manera clara
y completa, si se quiere buscar con atencién en la descripcion anterior que hemos
hecho, cuando hablabamos del multiplo y del superparticular, en la que el calculo
ha ido crecido del uno hasta la multiplicacion por diez. Pues respecto a la primera
linea todos los numeros que siguen reunidos daran las especies ordenadas y
ajustadas
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del multiplo. Pero si confrontas en la segunda linea todos los que hay del tercer
orden, reconoceras ordenadas las especies del superparticular. Si comparas todos
los que son del tercer orden en la quinta linea, veras dispuestas convenientemente
las especies del nimero superpartiente. Se muestra el maltiple superparticular
cuando se comparan con la linea segunda todos los que estan en la quinta linea o
los que estan en la séptima o los que estan en la novena y asi sea hasta el infinito
esa descripcion; se crearan hasta el infinito las especies de esta proporcidn. Sin
embargo queda claro que los consecuentes de éstos siempre se llamaran de manera
adecuada con el prefijo sub-, como subdoble sesquialtero, subdoble sesquitercio,
subdoble sesquicuarto y los demas de este modo.

Del maltiplo superpartiente.
Capitulo XXXI.

El multiplo superpartiente es un ndmero que comparado con otro, lo
contiene en si entero méas de una vez, y dos, o tres o cuantas sean las partes de ese
namero, un nimero de partes segun la clase del nimero superpartiente. En éste,
también por la causa antes citada, no habrd dos medios, ni dos cuartos, ni dos
sextos, sino dos tercios, dos quintos, dos séptimos, en semejanza constante con el
anterior. No es dificil encontrar ejemplos de los formulados antes y también otros
nimeros ademas de nuestros ejemplos. Se llamaran éstos segln sus partes propias,
doble superbipartiente, doble supertripartiente o doble supercuadripartiente, y asi
otros semejantes. Por ejemplo, la comparacion entre 8 y 3 forma un doble
superbipartiente y la de 16 a 6, y todos los que empiezan desde el ocho y van
creciendo de ocho en ocho, comparados con los que empiezan por tres y se pasan
de tres en tres. No sera dificil para los que observen atentamente encontrar otras
partes segin el método expresado antes. Aqui tenemos que recordar que los
menores y los consecuentes se nombran con el prefijo sub-, como es el subdoble
superbipartiente, o el subdoble supertripartiente.

Demostracion de como toda desigualdad ha
derivado de una igualdad.

Capitulo XXXII.

Nos resta explicar cierta ensefianza profundisima que es pertinente a la
naturaleza entera y a la totalidad de las cosas con un fundamento muy solido. Pues
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en este conocimiento hay un gran beneficio. Es el bien, definido y objeto de la
ciencia, y que el espiritu puede siempre percibir e imitar, que es primero por
naturaleza y eterno en la belleza de su sustancia, mientras que la deformidad del
mal es indefinida y no se apoya en ningln principio que sea propio de él, sino que
por naturaleza siempre errante, no tiene composicidn mas que en cuanto que esta
informado por el principio del bien, que es definido, como por un sello muy
hermoso, separado de las corrientes del error. Pues el deseo y sus excesos, la colera
desenfrenada son reprimidos por el espiritu, que es como un conductor fortalecido
por la inteligencia pura, y éste regulandolos mediante el bien, modera los
sentimientos que son como las especies de desigualdad.

Quedara claro, si lo entendemos, que todas las especies de desigualdad
surgen de la igualdad como de un principio y que asi esa equidad en cierto modo
de raiz y de madre, cobrando fuerza, da fundamento a todas las especies y érdenes
de desigualdad. Pues tenemos tres términos iguales, tres unidades o tres veces dos,
0 tres veces tres, 0 tres veces cuatro o tres veces el nimero que se quiera poner de
los siguientes. En efecto, lo que ocurre en tres unidades, sucede en los demas. Por
tanto, a partir de éstos puedes ver segun el orden de nuestro modelo que primero
nacen los multiplos, y entre éstos antes los dobles, después los triples, mas tarde
los cuddruples que les siguen en esa misma serie. A su vez, si se invierte el orden
de los multiplos surgen de éstos los superparticulares. Y de los dobles, los
sesquialteros, de los triples, los sesquitercios, de los cuadruples, los sesquicuartos
y los deméas de este modo. Es necesario que los superpartientes nazcan de la
inversién del orden de los superparticulares. De igual manera del sesquialtero nace
un superbipartiente y al supertripartiente lo genera un sesquitercio, y del que
representa un sesquicuarto, un supercuadripartiente. Ordenados los puestos y no
invertidos los anteriores superparticulares nacen los multiplos superparticulares.
Ordenados los superpartientes, de ellos salen muy bien los maultiplos
superpartientes. Estas son las tres reglas: que al principio cuentes con un ndmero
igual al primero, un segundo igual a la suma del primero con el segundo, un
tercero, igual a la suma del primero con dos veces el segundo y con un tercero.

Por tanto, puedes hacer esto en términos iguales; los que naceran de éstos
seran dobles. Si haces lo mismo con estos dobles, se crean triples, y de éstos,
cuadruples y hasta el infinito extendera todas las clases del nimero multiplo. Sean
entonces tres términos iguales:

1 1 1

Dispongase un primero igual al primero, esto es, uno. Pero después la suma del
primero con un segundo, 2, y para un tercero la suma del primero, dos veces el segundo,
y un tercero, uno mas dos unos, mas uno que son cuatro. Esta es la descripcién

1 1 1
1 2 4
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¢Ves que se establece una serie con la proporcion del doble? Haz de nuevo
lo mismo con los dobles de modo que el primero sea igual, esto es, el segundo es
igual a la suma del primero con el segundo, esto es, el uno y el dos que hacen 3; el
tercer término es igual al primero, 1y dos veces el segundo, esto es, uno, y dos
segundos, es decir, cuatro, y el tercero, cuatro, para que juntos hagan nueve, y
queda de esta forma:

1 1 1
1 2 4
1 3

A su vez, si de los triples haces lo mismo, se creara la serie de cuadruple.
Pues sea el primero, el igual al primero es el uno; sea un segundo igual al primero
y el segundo, esto es, cuatro; sea un tercero, con el primero y dos segundos y un
tercero, igual a 16.

1 1 1
1 2 4
1 3

1 4 16

Y en los demds apliquemos de esta forma estos tres modelos. Si éstos que
han surgido de sus iguales, los matiplos, los disponemos vy los transformamos
segun estos modelos, de manera que constituyan una serie: se creard a partir del
doble, el sesquialtero, y del triple el sesquitercio, y del cuadruple el sesquicuarto.
Pues sean tres términos dobles, que se han creado a partir de términos iguales que
el Gltimo sea el primero de este modo:

4 2 1

Y establézcase en primer lugar en esta serie un primero igual, 4, un segundo
igual al primero con el segundo, esto es 6; y un tercero con el primero dos segundos
y el tercero, esto es, nueve:

Aqui tienes la cantidad sesquialtera a partir del doble.
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Veamos ahora de la misma manera la cantidad que surge del triple. Dispénganse
los triples superiores de un numero, ordenados al revés, seglin se han ordenado
antes los dobles:

9 3 1

Dispongase un primero igual al primero, esto es, nueve, un segundo con el
primero y el segundo, esto es, 12, y un tercero igual a la suma del primero, dos
segundos y un tercero, es decir, 16:

9 3 1
9 12 16

A su vez, se crea la segunda especie del nimero superparticular, esto es, el
sesquitercio. Si se quiere hacer lo mismo con el cuadruple, surgird una serie de
proporcion sesquicuarta, como muestra la tabla que sigue:

16 4 1
16 20 25

Y si alguien hace lo mismo con todas las partes del multiplo hasta el infinito,
encontrard entonces la serie de los superparticulares. Y si alguien invierte los
superparticulares segun estos modelos, vera crecer siempre los superpartientes. Y
a partir del sesquialtero, se crea el superbipartiente y del sesquitercio, se crea un
supertripartiente, y los demas surgen, segun las especies comunes de la
denominacién, sin ninguna alteracion en el orden. Por tanto, dispongase

Al primer nimero de la descripcion anterior ascribasele un ndmero igual,
esto es, el 9, un segundo con el primero y el segundo, esto es, 15y un tercero, con
el primero, dos segundos y el tercero, que dan 25

9 6 4
9 15 25

Luego si invertimos del mismo modo el sesquitercio, se halla la serie
supertripartiente. Pues sea una primera disposicion del sesquitercio:

16 12 9

Dispongase segun el modo anterior un primero igual al primero, esto es, 16,
un segundo con el primero y el segundo, esto es, 28, y un tercero con el primero,
los dos segundos y el tercero, esto es, 49. Luego toda la serie dispuesta dara los
supertridivisores:

79



BOECIO

16 12 9
16 28 49

A su vez si se invierte una serie de proporcién sesquicuarta del mismo modo,
al punto se alcanzara una cantidad supercuadripartiente, como es de esta manera
que ves debajo:

25 20 16
25 45 81

Nos falta mostrar como de los superparticulares y de los superpartientes
surgen multiplos superparticulares y superpartientes. De éstos vamos a hacer dos
descripciones, pues si disponemos en orden y no invertimos la serie que tiene la
proporcién sesquialtera, ird creciendo el doble superparticular. Sea de esta manera:

Dispongase segin el modo anterior un primero igual al primero, esto es, 4,
un segundo con el primero y el segundo, es decir, diez, un tercero igual a la suma
del primero, los dos segundos y un tercero, esto es, 25:

4 6 9
4 10 25

Esta serie que resulta es la del doble sesquialtero. Pero si disponemos en
orden no inverso una serie de proporcidn sesquitercia, se halla un doble
sesquitercio, como muestra la descripcion:

9 12 16
9 21 49

Si atendemos ahora a los superpartientes y los disponemos ordenadamente
segln los modelos anteriores, hallamos los multiplos superpartientes. Dispongase
esta descripcidn del superpartiente:

9 15 25

Escribase un primero igual al primero, esto es, 9, un segundo con el primero
y el segundo, esto es, 24, y un tercero con el primero, dos segundos, y el tercero,
esto es, 64:

¢Ves que el superbipartiente ha surgido del doble superpartiente? Pero si
dispongo los supertripartientes, se halla sin duda el doble supertripartiente, como
es claro en la descripcion escrita debajo:

9 15 25
9 24 64
16 28 49
16 44 121
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Luego de los superparticulares o de los superpartientes surgen multiplos
superparticulares o multiplos superpartientes. Por eso queda claro que el principio de
todas las desigualdades es la igualdad. Pues de ella nacen todas las desigualdades. Y de
éstas creemos que se ha tratado suficientemente hasta ahora, para no proseguir
infinitamente o deteniendo las mentes de los principiantes en cuestiones muy dificiles.
Detengamonos por cuestiones mas Utiles.

Termina el libro primero

Comienzan los capitulos del libro segundo.

Como toda desigualdad se reduce a la igualdad...........ccocoovveiiieiiieniiciceneeen, capitulo 1
De cémo hallar en cada nimero a cuantos ndmeros de la misma proporcién se

pueden crear, la descripcion de ellos y la explicacion de la descripcidn........... capitulo 2
El intervalo maltiplo, a partir de qué intervalos superparticulares se hace,

establecido un término medio, y de la regla para hallarlos.........c..cccoccevveiennnnns capitulo 3
De la cantidad considerada en si en las figuras geométricas; los nombres de

t0das 1aS MaAgNITUAES.......ccoveiverceice e capitulo 4
Del NUMEro lNEAL.........cc.iiiiiicie et capitulo 5
De las figuras planas rectilineas y que el triangulo es el principio de ellas...... capitulo 6
Disposicion de 10s NUMEros triANQUIOS.........ccvvevieriiiise s capitulo 7
De los lados de 105 NOMEeros tridnguloS.......ccvveveiiiieii s capitulo 8
De la generacion de 10s NOMEros tridnQuloS......cccvecvieneeineic e capitulo 9
De 10S NUMEr0oS CUAATAAOS. .....c.ecueeuieeieieeeiceieieeceee ettt ettt be e ere e capitulo 10
D SUS 1A 0S ...ttt ettt ettt et ettt et et reereeaenas capitulo 11
De la generacion de los nimeros cuadrados; de sus 1adoS........cccceeveeeviereneniennnen, capitulo 12
De los pentagonos y sus lados........ .... capitulo 13
De la generacion de pentagonos capitulo 14
De los hexagonos y de SU geNEraCiON........ccoevueerevierieesieeseesesssaee e senens capitulo 15
De los heptagonos, de las generaciones de ellos,para hallar la regla de la

generacion de todas las figuras y de la descripcion de las figuras.........ccc...... capitulo 16
Descripcidn en serie de los nimeros de 1as figuras.........cccvcevvveeriiensiinereseniennns capitulo 17
Qué numeros de las figuras se obtienen a partir de ciertos nimeros de figuras

y cémo los nameros del tridngulo son el principio de todos los demas......... capitulo 18
Observacion pertinente a la descripcion de los nimeros de las figuras.................. capitulo 19
De 105 NUMEr0S SOIIAOS........ocuiiuiiieieeieee ettt capitulo 20
De la piramide; que ella es el principio de las figuras sélidas como el tridngulo

08 18S PIANGS....veuveieieiii ettt ettt ns capitulo 21
De estas piramides que se obtienen a partir de figuras cuadradas o de otras

FIQUIAS triANQUIAIES. .....ccviieiicie et ere s capitulo 22
La generacion de 10s NUMEros SOHAOS.........ccuvviveirieiieiiesse s capitulo 23
De 1as pirdmides trUNCAUAS. ........ccvierieiirieiierie et capitulo 24
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De los cubos, de las vigas, ortoedros, cufias, de las esferas y de los nimeros
S F LN 1 =T o1 1< o E S SRP capitulo 25
De los nimeros que tienen una parte mas larga que otra y de su generacion capitulo 26
De los nimeros oblongos y de la denominacién del nimero que tiene una

parte Mas 1arga qUE 12 Otra........cccveieieieiiieiesecie e capitulo 27
Que los cuadrados se generan de los nimeros impares, y los nimeros que
tienen una parte mas larga que 0tra,de 10S ParesS........ccvverveiereeesiieseeseresiesieens capitulo 28
De la generacion de los ortoedros y de su definicion capitulo 29
De los nimeros circulares Y eSTErCOS......cviivieieieiiieicie s capitulo 30
De la naturaleza de lo mismo y de esa que se llama naturaleza de lo otro y qué
nlmeros estan en relacion con una y con otra naturaleza...........cccceeeeereevievcrennas capitulo 31
Que todo se constituye de la naturaleza de lo mismo o de la naturaleza de lo
otro y que esto se ve primero en 10S NUMEI0S.......ccovveiivereseresieseinse e ereeeeseens capitulo 32
De la naturaleza del nimero mismo y de la del nimero otro; los cuadrados y
los que tienen una parte mas larga que la otra; que todos se fundan en una
relacion de PrOPOICIONES.....cciuciierieriiee sttt sr et seese s capitulo 33
Que el fundamento de las figuras se basa en los cuadrados y en todos los que
tienen una parte Mas larga qUe 1a Otra.........ccceeveierieiiiiiene e capitulo 34

Como los cuadrados se hallan a partir de los que tienen una parte mas larga
que la otra, y que los que tienen una parte mas larga que la otra, a partir de los
CUAATAUOS. ...ttt ettt ettt ettt ettt ettt eeteste et e ebestesbeetestesbeasesaestesresanarens capitulo 35
Que la unidad es principalmente indicativa de la sustancia de lo mismo, en
segundo lugar los nimeros impares y en tercero los cuadrados, y que principal-
mente es la dualidad reveladora de la sustancia de lo otro, en segundo lugar los
ndmeros pares y en tercer lugar, los que tienen una parte mas larga que la otra capitulo 36
Situados alternativamente los cuadrados y los que tienen una parte mas larga
que la otra, cudl es la correspondencia entre ellos en sus diferencias y en sus

SL0] o o] (o] To] g =T TSSO capitulo 37
Prueba de que los cuadrados pertenecen a la naturaleza de lo mismo.................... capitulo 38
Que los cubos participan de la sustancia de lo mismo porque nacen de los pares capitulo 39
De las proporciones.......c.ccoeu.. capitulo 40
Qué han entendido los antiguos por proporcion y cudles se le han afiadido

[0 TS o LU TSP capitulo 41
Que hay que hablar en primer lugar de lo que se llama proporcién aritmética., capitulo 42
De la media aritmética y sus propiedades.........ccccveririerninieesieinsienieie e capitulo 43
De la media geométrica y sus propiedades.......cccccocververeiesiereeiensieseiesesese s capitulo 44
Estas medias con qué formas de organizacion politica se comparan................... capitulo 45
Que las superficies se relacionan por una sola media proporcional mientras

que entre los nimeros solidos hay dos, colocadas en medio.........ccccccvererreirienenn capitulo 46
De la media arménica y de sus propiedades........cccccvveverveieveeresienreiinieieseeseseneenens capitulo 47
Por qué se ha llamado a la que hemos deducido, media arménica. ... capitulo 48
De la armonia geOMELIICA. ...cccvvvvereiieiceee e capitulo 49
Cémo situados dos términos uno frente al otro se intercala una media aritmética,

una geométrica y una armdnica. La generacion de estas medias..........c.ccueni.. capitulo 50
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De las tres medias que son contrarias a la media armonica y a la geométrica., capitulo 51
De las cuatro medias afiadidas por los autores posteriores para completar

€l NUMEI0 A8 TIBZ..eieiceiceeeee ettt ettt et re e capitulo 52
Cuadro representativo de 1as diez Medias......ccccvvvriiriiirieiesenesese e capitulo 53
De la armonia maxima y perfecta que se extiende en tres dimensiones................... capitulo 54

Terminan los capitulos

Comienza el libro segundo.

Como toda desigualdad se reduce a la igualdad.

Capitulo I.

Por la explicacion del libro anterior se infiere como toda sustancia de
desigualdad se remonta a la igualdad primordial de su género. Los elementos
primordiales de las cosas son aquellos de los que todas se componen como
principios y en los que se descomponen después otra vez cuando se disipan. Por
ejemplo, al leer hay elementos de la voz articulada, y la union de silabas se
construye a partir de ellos y a su vez ese proceso se remite a ellos como a su
término dltimo. EI sonido en la musica tiene el mismo fundamento. Admitimos
que forman el mundo cuatro elementos. Pues segln dice Lucrecio todas las cosas
nacen de las lluvias, la tierra, los aires y el fuego y su disolucidn final se deriva en
estos cuatro elementos. Asi a partir de la igualdad, vemos que surgen todas las
especies de desigualdad; veamos cémo reducimos toda la desigualdad de nuevo en
igualdad, como si volviera a cada elemento, de su propio género. Sin embargo, esto
se deduce de una nueva division tripartita, a saber, el arte de reducir, dados tres
términos cualesquiera desiguales, estableciendo una proporcion entre ellos tal que
el medio respecto al primero obtenga el mismo valor proporcional que hay entre el
extremo y el medio en cualquier comparacion de desigualdad, bien en multiplos, o
en superparticulares, o en superpartientes, o en las variedades que se crean a partir
de éstos, multiplos superparticulares, multiplos superpartientes, por una proporcion
incuestionable.

En efecto, propuestos tres términos como se ha dicho, términos ordenados
por proporciones iguales, siempre puedo reducir del intermedio el dltimo, y
podemos colocar el Gltimo mismo como primero; como segundo témino pongamos
lo que resta del medio. De la serie de los tres nimeros propuestos restamos un
primero y dos veces el segundo, que es restado del término intermedio. Ese que
queda del tercer nimero, lo hacemos tercer término. Por tanto, veras que al hacer
esto, los nimeros se reducen y las comparaciones y proporciones se ajustan a un
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orden mas elemental. Por ejemplo, si se trata de una proporcion del cuddruple, se
puede pasar en primer lugar a una proporcién del triple, y de ahi a una del doble, y
de ahi a la igualdad. Y si es un superparticular sesquicuarto, en primer lugar,
reducimos a la proporcién del sesquitercio, y de ahi a la del sesquialtero, hasta
hacer finalmente iguales a los tres términos. Mostraremos esto por ejemplo en una
proporcién de multiplo. Al que tenga préactica también en otras especies de
desigualdad y lo pruebe se lo facilitarda que se aplique el mismo método.
Dispénganse tres términos cuadruples entre si:

8 32 128

Resta el menor del intermedio, esto es, ocho de treinta y dos y queda 24.
Pondras como primer término el ocho junto con el que ha quedado en medio, esto
es, el 24, de forma que quedan dos términos, 8 y 24. Del tercero, es decir, del 128,
restas un primero, 8, y los dos segundos que han quedado, esto es, dos veces 24 y
quedan 72. Dispuestos estos tres términos, de la proporcion del cuddruple se ha
reducido a la del triple. Son estos tres términos:

8 24 72

Si con éstos haces lo mismo, se reduce a su vez a una proporcion del doble.
Pues coloca un primero igual al menor, esto es, 8, del segundo resta el primero y
quedan 16. Y del tercero, es decir, de 72 resta el primero, 8 y dos segundos, dos
veces 16, y quedan 32. Al disponer éstos se reduce la serie a la proporcién del
doble:

8 16 32

Si se vuelve a hacer lo mismo a partir de éstos reduciremos toda la
comparacion a la igualdad. Pues coloca como primero uno igual al menor, esto es,
8; réstale ocho a 16 y quedan 8. Después de tomar estos dos, del tercero, es decir,
de 32, restados el primero, 8, y dos segundos, dos ochos, quedan 8. Al exponer tales
términos nos resulta la igualdad, como muestra el esquema siguiente:
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Por tanto, si alguien se interesa por otras especies de desigualdad, hallara sin
duda que el método es adecuado. Por eso hay que declarar sin ninguna sombra de
duda que la unidad de la cantidad constane por si es el principio y el elemento, asi
como la igualdad es la madre de la cantidad relativa. Pues hemos demostrado que
su generacion es la primera y a ella se vuelve al final.

De como hallar en cada namero cuéantos
numeros de la misma proporcion se pueden
crear; descripcion y explicacion de ellos.

Capitulo 1.

Hay una observacion profunda y sorprendente en esta cuestién, como dice
Nicémaco, deduciendo un teorema muy inspirado, Gtil para la generacion platénica
del alma en el Timeo y concerniente a los intervalos de la doctrina armoénica. Pues
hacemos crear y extender tres o cuatro términos de proporcidn sesquialtera, o
cualquier serie de proporcién sesquitercia, y una de proporcion sesquicuarta, y las
disponemos segln el orden propuesto. Y en esta labor, para evitar siempre hacerlo
con un esfuerzo demasiado grande e improductivo, debemos investigar con este
criterio en cuantos nimeros cuantos superparticulares puede haber. Pues todos los
multiples tendran tantas proporciones semejantes a ellos, cuantas correspondan al
rango que ocupan a partir de la unidad. Me refiero a los semejantes a ellos, a
ejemplo de que la multiplicidad del doble siempre tiende a crear una serie de
proporcion sesquialtera, y una triple, permita deducir una de proporcién
sesquitercia, y una cuadruple, una proporcion sesquicuarta. Luego el primer doble
tendra un solo sesquialtero, el segundo tendra dos, el tercero tres, el cuarto cuatro
y siguiendo este orden una progresion hasta el infinito. Nunca se puede conseguir
un ndmero que escape a esta proporcion, o que a partir de la unidad el rango de un
nimero sobrepase el nimero de las proporciones al que debe ser igual si no es
inferior. Luego el primer doble es el nimero dos, que admite un solo sesquialtero,
3, porque el namero 2 comparado con el 3 produce una proporcién sesquialtera. El
tres, que no admite media, no tiene otro nUmero que se compare en proporcion
sesquidltera. El cuatro es el segundo doble, luego éste corresponde a dos
sesquidlteros; a éste se le compara el nimero seis, y a seis, porque tiene una mitad
de él, el nueve. Por lo que ya tenemos dos pares de proporcion sesquialtera el seis
respecto al 4, y el 9 respecto al 6. El nueve carece de media; esta excluido de esta
proporcién. El tercer doble es el ocho, que es el antecedente de tres sesquialteros.
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Pues se compara el nimero 8 con el doce y se establece la relacion del doce con el
18 y de éste con el 27. Pero el veintisiete carece de media. Y también es necesario
que esto les ocurra a los siguientes, lo que hemos dispuesto en nuestra descripcion,
cada vez con su serie.

Pero esto se nos presenta por cierta ordenacidn no humana, sino divina: que
cuando se encuentra como término Gltimo un ndmero que por su lugar, a partir de
la unidad es comparable a un doble, resulta tal que no se puede dividir ni separar
en mitades.

1 2 4 8 16 32
3 6 12 24 48

an 9 18 36 72
gu 27 54 108

lar 81 162

243

Lo mismo pasa con los triples que se crean de los sesquitercios. Pues el
primer triple es el nimero tres, tiene un solo sesquitercio, el 4. De este cuatro como
no se puede hallar la tercera parte, carece de proporcion epitrito. El segundo, el 9
tiene como sesquitercio el doce, y como el 12 tiene una tercera parte, se compara
en proporcién sesquitercia con el nimero 16, que no tiene un tercio. Veintisiete es
el tercer triple y estd en proporcién sesquitercia con treinta y seis, y éste a su vez
se compara con el 48 en esa misma proporcién. Si a éste se le compara sesenta y
cuatro, se alcanzara una proporcion de la misma naturaleza. Pero no podrés adaptar
sesenta y cuatro a una proporcion sesquitercia, porque no tiene tercera parte. Y esto
se hallara en todos los triples: que el Gltimo nimero de esa proporcion tienen ante
si tantos precedentes cuanto él se separa de la unidad. Y tantos por encima de ellos
de esta proporcion como el primero se aleje de la unidad. Se puede descubrir en él
la parte que permitiera compararlo a un nimero para conseguir la misma
proporcion. Y ésta es la descripcion del triple.

Longitud

3 9 27 81 243
4 12 36 108 324
an 16 48 144 432
gu 64 192 576

lar 256 768

1024

Segun esta forma se hace la descripcion del cuadruple, para la cual se han
adelantado los numeros desde los primeros. No habré razon para dudar y se
advertira la aptitud de ese mismo procedimiento para los otros multiplos.
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Longitud

16 64 256 1024
20 80 320 1280
25 100 400 1600
125 500 2000

lar 625 2500
3125

También a partir de este esquema se observa de manera evidente que el
superparticular no es primero, que su origen son los mutiplos. Si se crean dobles
con proporcion sesquialtera y triples con proporcion sesquitercia, y todos los
multiplos generan superparticulares en orden.

Hay asimismo otra observacion sorprendente. Pues cuando la primera linea
en longitud es doble, los que estan colocados en lineas continuas alternadas bajo
ellos, seran dobles. Pero si son triples, las lineas inferiores estaran constituidas por
términos que se superaran en multiplicacién por tres; y en multiplicacidn por cuatro
los cuddruples y esto llevado hasta el infinito no falla. Es necesario que los
angulares sean multiplos de cada clase de nameros, bien los triples de los dobles,
los cuédruples de los triples, los quintuples de los cuadruples. Y todo serd
coherente consigo en comparacion inalterable del orden; con lo que se ha explicado
se puede seguir la serie.

El intervalo multiplo, a partir de qué intervalos superparticulares se
hace, establecido un término medio, y de la regla para hallarlos.

Capitulo 11I.

Las dos especies primeras superparticulares se relacionan con la primera
especie de multiplicidad. Asi el doble se compone del sesquidltero y del
sesquitercio. Los sesquialteros y los sesquitercios reunidos dan lugar al doble. Pues
el tres es el sesquidltero de dos, el cuatro es el sesquitercio de tres, pero 4 es el
doble de dos.

doble

Sesquiéltero sesquitercio
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Asi el sesquialtero y el sesquitercio componen un doble. Si hubiera una
mitad y un doble, entre el doble y un medio podria hallarse una media tal que
respecto a un extremo tuviera una proporcién sesquialtera y respecto al otro,
sesquitercia. Asi se oponen el 6 y el tres, esto es, un doble y su media. Si se coloca
el cuatro en medio, este numero tiene respecto al cuatro una proporcion
sesquitercia, y sesquialtera respecto al seis

doble

Sesquitercia / sesquialtera

Asi estd correcto: que los dobles se producen por la reunion de un
sesquialtero y un sesquitercio y que estas dos especies del superparticular crean el
doble, esto es, la primera especie de la cantidad multiplo. A su vez de la primera
especie del multiplo, esto es, el doble, y también de la primera del superparticular,
esto es, el sesquialtero, constituyen la siguiente especie del multiplo, esto es, el
triple. Pues 12 es el doble de seis. El diez y ocho respecto del 12 tiene la proporcidn
sesquidltera, y es el triple de seis

triple
6 12 18

Doble / sesquialtero

Dispuestos los mismos 6 y 18, el nueve coloquese el nueve en medio. Se
vera que es sesquialtero respecto al seis y doble respecto al 18; y 18 es el triple de
seis.

triple

Sesquialtero / doble

Del doble y del sesquialtero surge una proporcion del triple y al hacer el
analisis, se vuelve de nuevo a ellas. Si el triple, que es la segunda especie del
multiplo se ajusta la segunda especie del superparticular, se formard en
continuidad con los anteriores, la serie del cuadruple; de manera contraria, se hara
el anélisis en esas mismas partes, por una divisiéon natural, segin el método que
hemos demostrado més arriba
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cuadruple

3 9 12

Triple / sesquitercio

Si se asocia el cuadruple con el que tiene la proporcién de sesquicuarto,
resultara el quintuple

quintuple
4 16 20

Cuédruple / sesquicuarto

Si el quintuple con el que tiene una proporcién sesquiquinta, conjugan la
proporcion del séxtuple

séxtuple

5 25 30

Quintuple / sesquiquinto

Y asi, segun esta progresion, las especies de toda clase de multiplicidad
surgen sin ningun cambio en el orden previsto. De este modo, el doble crea el triple
con el sesquialtero y el triple con el sesquitercio, el cuadruple, y el cuadruple con
el sesquicuarto, el quintuple, y los demas del mismo modo sin que ningun limite
impida esta continuidad.

De la cantidad considerada en si en las figuras geométricas; los
nombres de todas las magnitudes.

Capitulo IV.

Respecto a la cantidad relativa, lo dicho es suficiente por el momento. En lo que
sigue tratemos lo que nos puede interesar mas de la cantidad considerada en si y no de
modo relativo a otra, y después de esto, volveremos a referimos a la cantidad relativa. La
reflexion de la matemaética, en cierto modo, gusta de constituirse con un fundamento
alternativo de las demostraciones.

Ahora vamos a hablar de estos nimeros que se aplican a las figuras geométricas y a
los espacios y dimensiones de ellas, esto es, de los nimeros lineales, de los triangulares, de
los cuadrados,
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y de los demds que no se extienden sélo en la dimension plana, asi como de los
formados por una composicion desigual de los lados; también de los s6lidos, esto
es, de los cubos, de las esferas y de las pirdmides; los ortoedros, las vigas, las
cufias, todos los que propiamente son objeto de la geometria.

Pero como la propia ciencia geométrica ha nacido de la aritmética como de
unaraiz y madre, asi también encontramos la semilla de las figuras de ella en los
primeros numeros. Consideramos claro que si se suprime, hace desaparecer todas
las disciplinas y que si no se constituye bien, las debilita. Hay que reconocer estos
signos de los nimeros que ahora las personas escriben para anotar las cantidades;
no se han establecido de modo natural, como el signo V para el cinco o el diez que
escribimos X y otras semejantes no las ha puesto la naturaleza, sino que las ha
fijado el uso. Pues han querido anotar de una manera compendiada cinco o diez o
cualquier otro nimero con esos signos, para que quien quiera mostrar tal cantidad
de unidades no tuviera que aportar otras tantas varitas. Y nosotros cuando
queremos mostrar algo en estas formulas sobre todo, no nos molestamos en anotar
un monton de varitas ordenadas. Pues si queremos mostrar el cinco no dibujamos
cinco varitas y las colocamos de esta manera Illll y cuando 7 otras tantas, y sin
embargo, es méas natural designar con tantas unidades cuantas veces un nimero
contiene a otro dentro de si, que con signos.

La unidad hace las veces de un punto, de un intervalo, de principio de
longitud, pero no es equivalente a un intervalo, ni a una longitud, de la misma
manera en que un punto es el principio de una linea y de un intervalo, pero en si
mismo no es ni intervalo ni linea. Pues tampoco hace un intervalo un punto
superpuesto a otro punto, es como si sumas nada a nada, porque es nada lo que
resulta de la generacion de lo que no son nada.

Ciertamente también entre igualdades una proporcion se mantiene. Pues si
se toman términos iguales cuantos se quiera, la misma igualdad hay entre el
primero y el segundo, que entre el segundo y el tercero; pero entre el primero vy el
segundo y entre el segundo y el tercero no hay ningln intervalo de longitud ni
espacio. Pues si comparas tres seis de este modo: 6.6.6 el primero es como el
segundo y lo mismo el segundo como el tercero, y entre el primero y el segundo no
hay nada entre medias, pues entre 6 y 6 no se abre ningun intervalo de espacio. Asi
la unidad multiplicada por si misma no sufre pérdida. Pues uno multiplicado por
uno no genera otra cosa distinta que ella misma.

Y lo que carece de intervalo tampoco admite la capacidad de generar
intervalos, cosa que no parece ocurrir en otros nimeros. Pues todo ndmero
multiplicado por si mismo genera otro mayor que él, y por eso los intervalos
multiplicados se hinchan en mayor extensiéon de espacio. Pero lo que no tiene
intervalo no tiene posibilidad de hacer surgir algo que sea mas de lo que es él.
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Por tanto, de este principio, esto es, de la unidad primera crece la longitud
de todas las cosas; desde el principio del niamero, dos se multiplica para dar origen
a todos los nimeros. Porque la primera dimensidn es la linea y dos dimensiones
son el largo y el ancho, la linea y la superficie; luego tres dimensiones, longitud,
anchura y profundidad, son la linea, la superficie y la solidez. No se pueden hallar
dimensiones fuera de estas tres. En efecto, si una cosa tiene una dimension sera el
largo, si tiene dos dimensiones, tiene largo y ancho, o si se extiende en las tres
dimensiones, se considera en largo, ancho y alto; no se puede encontrar nada mas,
de manera que se compongan las seis formas de movimientos segln la naturaleza
y el ndmero de las dimensiones. Pues una dimension contiene en si dos
movimientos, por lo que en tres dimensiones, la suma alcanza los seis movimientos
de este modo: en longitud, adelante y atras, en anchura a derecha e izquierda, en
profundidad hacia arriba y hacia abajo.

Necesariamente un cuerpo solido tiene que tener longitud, anchura y
profundidad y lo que estas tres dimensiones contienen en si, y se llamara
propiamente sélido. Pues estas tres se definen en todo cuerpo en unidad inseparable
y estan fundadas en la naturaleza de los cuerpos. Por eso el cuerpo que carece de
una dimension no es sélido, porque el que sélo tiene dos dimensiones se llama
superficie, ya que toda supercifie solo tiene longitud y anchura, y aqui se queda su
correspondencia, puesto que lo que es superficie mantiene longitud y anchura y lo
que mantiene estas dos, eso es superficie.

Esta superficie rebaja en una sola las dimensiones del cuerpo sélido y supera
a la linea en una sola, pues mantiene la longitud y participa de la anchura. Esta linea
s6lo tiene una dimension y se distingue de la superficie por una dimension y del
sdlido por dos espacios. La linea aventaja al punto a su vez por otra dimension, la
longitud que resta. Por eso, si la linea se adelanta al punto en un intervalo, se dice
que la superficie lo hace en dos, y medido desde la solidez, le faltan tres
dimensiones.

Se ve que el punto mismo sin ninguna magnitud propia de un cuerpo ni
dimensién, aunque carente de longitud, de anchura y de profundidad, es el
principio de todas las dimensiones. Pues es indivisible, los griegos lo llaman
atomo, tan diminuto y pequefiisimo es, que no se le puede encontrar ninguna parte.

En consecuencia, un punto es el principio de la primera dimensién, no una
dimension, y la cabeza de la linea, sino que aun no es linea. Tal como la linea no
es todavia el principio de la superficie y sin ser ella misma la superficie y el
principio de la segunda dimension, porque no tiene la segunda dimensién. También
ocurre eso con la superficie que lleva el principio del cuerpo so6lido y de la tercera
dimensién y no se extiende en la tercera dimensién, ni se consolida con ningdn
espesor.
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Del ntmero lineal.

Capitulo V.

De igual manera que en el nimero, la unidad, aunque no es ella misma un
namero lineal, si es el principio del nimero extenso. Y el nimero lineal, aunque
carente de anchura en absoluto, es el comienzo del nimero extenso hacia la
dimensién del espacio. También la superficie en cuanto a ndmeros, aunque no es
ella misma un cuerpo sélido, respecto de la profundidad es el principio del cuerpo
s6lido. Esto quedard mas claro con los ejemplos siguientes. EI nimero lineal,
empezando desde el dos, sumando siempre una unidad, el montante de la cantidad
va extendiéndose en uno y el mismo trazo, como esto que hemos escrito a
continuacion:

i ni mi mu

De las figuras planas rectilineas y que
el triangulo es el principio de ellas.

Capitulo VI.

Reconocemos una superficie plana en cuanto a nimeros toda vez que
habiendo comenzado desde el tres, se afiade la anchura en la descripcion. En la
multitud de los nimeros naturales que siguen, se abren los angulos, por lo que el
primero es el nimero triangular, el segundo, el cuadrado, el tercero se contiene en
la determinacion de cinco angulos, que los griegos llaman pentagono, el cuarto,
hexagono, que se define por seis angulos, el quinto, heptagono, el sexto, octégono,
y los que se extienden en la superficie definida por siete u ocho angulos, y los
demas, del mismo modo cada uno aumenta por el namero natural los angulos en
descripcion plana de las figuras. Comienzan por el nimero tres por este motivo, a
saber, porque el namero tres es el solo principio de la anchura y de la superficie
geométrica
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y también lo mismo en el plano. Pues dos lineas rectas no contienen espacio y toda
figura triangular a semejanza del tetragono, del pentdgono o del hexagono o de
cualquiera, se define por varios angulos. Si desde el medio se trazan lineas que
corten cada uno de los angulos, la figura se divide en otros tantos triangulos,
cuantos lleve el nombre de la figura, cuatro en el cuadrado, al trazar cuatro lineas,
en el pentadgono cinco, en el hexagono, seis, en el heptdgono, siete, y a los demas
los divide el nimero y la medida por tridngulos, como muestra la descripcion.

(véase el dibujo en fol. 1lv.)

Pero la figura de tres angulos no se resuelve en otras figuras, si se le hace lo
mismo, se disuelve a si misma en tres triangulos:

(véase el dibujo en fol. 11 v.)

Por eso esta figura es el principio de la anchura, como todas las demas
superficies se resuelven en ésta, y ella no depende de otros principios, ni toma
origen en otra extension, se resuelve en si misma. La siguiente parte de nuestra
obra mostrard que lo mismo ocurre en los niameros.

Disposicion de los numeros triangulos.

Capitulo VII.

Sea un primer nimero tridngulo que se resuelve en tres unidades solas.
Véase la disposicion de la superficie en la descripcion triangular y después de éste,
por igualdad de los lados, se separan en tres espacios de los lados:

(véase el esquema en fol. 11 v.)
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De los lados de los numeros tridngulos.

Capitulo VIII.

De esta manera se procede en progresion infinita. Se creardn en serie
triangulos equilateros y en primer lugar se pondra el que nace de la unidad; aunque
ésta por su propio valor no es triangulo, a partir de ella se crea realmente y en acto.
Pues es madre de todos los nimeros, cualquier cosa que se encuentre en estos
nimeros que nacen a partir de ella, es necesario que ella lo contenga por cierta
potencia natural. De este tridngulo la unidad es el lado. ElI ndmero 3 es el primer
triangulo en realidad y en acto, al crecer la unidad, tendra un lado del nimero dos.
La unidad es el lado del tridngulo unidad, del primer tridngulo virtualmente y en
potencia; pero el primer tridngulo en acto y en realidad, tiene por lado el nimero
2, que los griegos llaman diada. Es decir, el tridngulo que es el segundo en realidad
y en acto, es decir, el seis, tiene tres en sus lados al crecer en los lados el namero
natural. El tercer triangulo, el diez, tiene un lado de cuatro, y el cuartro, esto es, el
15, lo tiene de cinco; el quinto de seis, y asi hasta el infinito.

(véase el esquema en fol. 11 v.)

De la generacion de los nameros triangulos.
Capitulo IX.

Los tridngulos nacen dispuesta una cantidad natural de los nameros, si se
agrega una pluralidad de seguidores a los anteriores. Pues dispongase el nimero
natural de este modo:

Si tomo la cantidad del primer namero, esto es, la unidad, tengo el primer
tridngulo, que existe virtualmente y en potencia, pero no en acto y en realidad: Si
agrego a éste un segundo término que esta escrito en la disposicién natural de los
nimeros, esto es, el dos, me nace el primer tridngulo en realidad y en acto, esto es,
el temario. Pero si a éste le afiado un tercero a partir del nGmero natural, se me crea
el segundo tridngulo en realidad y en acto. Por encima de uno y dos, si agrego un
tercero, es decir, el tres, se extiende un seis, el segundo triangulo.

A éste, si le pongo el cuatro consiguiente, se extiende a un diez, que es el
tercer triangulo en acto. A éstos disponiéndoles por los lados a imagen de la
descripcion anterior (véase el esquema en fol. 11 v.) dibujaras todos los tridngulos
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sin errores ni duda, y cuantas unidades tenga el Gltimo namero en si agregaras a los
anteriores, y otras tantas unidades tendra en el lado el triangulo que resulte.

Pues el tres, que es el primer triangulo en acto, lo habiamos hecho
afladiendo dos a la unidad, pero éste tenia dos en el lado, y el seis lo hemos
conseguido afiadiendo a éstos la cantidad de tres. Su lado lo definen tres unidades
y lo mismo en todos los demas a los que afiadiras a los anteriores el nimero que
tenga las unidades; sus lados se definiran por la adicién de otras tantas unidades a
los precedentes.

De los nimeros cuadrados.

Capitulo X.

El nimero cuadrado es un nimero que también se extiende en anchura, pero
no en tres angulos como la forma anterior, sino en 4. El avanza por igual dimensién
de los lados. Son de esta manera:

(véase el esquema en fol. 11 v.)

De los lados de ellos.

Capitulo XI.

En éstos también crecen los aumentos de los lados segin el ndmero natural.
El primer cuadrado virtualmente y en potencia, es decir, la unidad, tiene uno de
lado. El segundo, que en acto es el primero, esto es,
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el cuatro, tiene dos por lado. El tercero, nueve, que es el segundo en realidad, se
constituye con tres en el lado, y con la misma secuencia van saliendo los demas.

De la generacién de los cuadrados y a su
vez de los lados de ellos.

Capitulo XII.

Tales nimeros nacen de la disposicién del nimero natural, no a la manera de
los tridngulos anteriores, en que se agregaban ndmeros de cada vez. Saltandose el
que sigue, si se suma al anterior 0 a los anteriores, ordenados a partir de él saldran
los cuadrados. Dispéngase el nUmero natural de esta manera:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n

Si se atiende al uno, me nace un cuadrado primero en potencia. Si
saltandome el dos, agrego el tres, me sale el segundo cuadrado. Pues si sumo el tres
al uno dejando el dos, me sale un cuadrado de cuatro. Si dejando el cuatro, afiado
uno y tres al nimero cinco de la misma manera, me crea un tercer cuadrado de
nueve. Uno mas tres mas cinco se retnen en nueve.Pero si a éstos, saltando el seis,
sumo el siete, la suma crece hasta 16, esto es, la cantidad de cuatro por cuatro. Y
como formula de creacion de este nimero brevemente: si todos los impares se van
sumando, segun el orden del nimero natural, se constituira la serie de los
cuadrados. Y también en éstos esta sutileza y ordenacion fija, tantas unidades
tendrd en el lado cada uno de los cuadrados cuantas fueran los nimeros afiadidos a
la suma para construirlo. Pues el cuadrado construido con el uno, lleva uno en el
lado. El segundo, esto es, en el de cuatro, construido al sumar tres a uno, como
éstos son dos términos, se construye con un lado de dos. Y el de nueve, que resulta
de tres nimeros, tiene un lado de tres. Y asi se puede ver en otros.

De los pentagonos y de sus lados.
Capitulo XIII.

El nimero pentagono es el que en anchura siguiendo la unidad se incluye en
los cinco angulos descritos, y estando dispuestos todos sus lados en igual
dimension. Sean éstos:

1 5 12 22 35 51 70
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De esta manera crecen sus lados, (véase el esquema en fol. 12 r.) Pues el
primer pentadgono en potencia tiene el espacio de uno de lado. El segundo, de cinco,
que es el primer pentdgono en acto y en realidad, tiene dos por lado. El tercero, esto
es, el de 12, aumenta teniendo tres de lado, el cuarto, de 22, aumenta a cuatro la
cantidad de los ndimeros en el lado. Y lo mismo en los demads, siguiendo la
progresién de la unidad en el nimero natural, segin se extienden los incrementos
de las figuras anteriores.

De la generacion de los pentagonos.
Capitulo XIIII.

Estos nimeros extensos que se ensanchan en 5 angulos en el plano, nacen a
partir de la misma cantidad del namero natural aumentada. Asi, saltando dos
nimeros, iras uniendo el nimero que haya que sumar al anterior y a los anteriores.
Pues a la unidad une, saltando el dos y el tres, el cuatro, que supera en tres a la
unidad, y se hara un pentagono de cinco. Después, al cuatro, saltando el cinco y el
seis, afiadiras el siete, y crearas un pentagono de doce. Pues los nimeros uno, 4 y 7
llegaran a 12. Esto también sucederé en los demds. Pues si sumaslO o 13, 16 o 19,
22 0 25 atodos los anteriores, los pentdgonos, se crearan del mismo modo que antes
segun la descripcion anterior:

22 35 51 70 92 117

De los hexdgonos y de las generaciones de ellos.
Capitulo XV.

Los hexagonos que se contienen en seis angulos y los heptagonos en siete
angulos y otros tantos lados crecen segun esta manera de aumento de sus lados.
Pues como ibamos sumando los nimeros del namero triangular para su creacion,
los que les siguen en el orden natural y van pasando de unidad en unidad, se
conseguia la generacion del nimero cuadrado y del tetrdgono a partir de nimeros
que se unian saltdndose uno, como los pentdgonos lo superaban a partir de dos,
pues se hacia sumando los nimeros elegidos dejando dos entre medias, que crecian
de tres en tres.

Segln estos aumentos, la figura de seis o de ocho lados o de diez o de
cuantos se quiera, se crea en progresion coherente . Pues como el pentadgono,
saltdndose dos, sumaba ese nimero de sumandos, que crecian de tres en tres, asi
ahora en el hexagono, saltando tres, vamos sumando los nimeros que se superan
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de cuatro en cuatro, y seran sus raices y fundamentos; de la suma de éstos nacen
los hexagonos:

1 5 9 13 17 21

Siguiendo el mismo orden, a partir de éstos nacen las formas de los
hexagonos:

1 6 15 28 45 66

Advertiras que los descritos se forman de la manera anterior, en sus propios
ordenes.

De los heptagonos y de la generacion de ellos,
para hallar la regla de la generacion de
odas las figuras y de la descripcién de las figuras.

Capitulo XVI.

La figura de siete angulos se forma cuando segun el mismo orden de la
progresién, saltdndose un nimero mas que en la figura de seis angulos, vas
sumando al anterior. Pues si afiades dejando cuatro entre medias los nimeros que
se van superando en cinco, nacera de continuo la figura del heptagono, seglin esos
ndmeros son sus raices y como se ha dicho antes, sus fundamentos:

1 6 n 16 21

Pero los que se forman a partir de éstos son:

1 7 18 34 55

La figura de nueve angulos, siguiendo el mismo orden se crea si distan segun
una progresion igual también los primeros nimeros de ellos. Pues los nimeros que
hay en el triangulo, que es la primera figura de superficie se adelantan en uno
solamente, y se aplican a la descripcién de ellos. En el tetrdgono, que es el segundo,
los nimeros sumados se superan en dos, en el pentagono en tres, en el hexagono
en cuatro, en el heptagono en cinco y no hay modificacidn en eso. Las
descripciones de las formas que aparecen a continuacién nos lo mostraran:
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(véase el esquema en fol. 12 v.)

Descripcion en serie de los nameros de las figuras.

Capitulo XVII.

De manera semejante se pueden escribir las cantidades de otras formas que
se contienen en mas angulos. Pero porque lo que se ve se reitene mas facilmente,
disponganse las cantidades de las formas antedichas en la descripcion siguiente:

Triangulo 1 3 6 10 15 21 28
Cuadrado 1 4 9 16 25 36 49
Pentagono 1 5 12 22 35 51 70
Hexagono 1 6 15 28 45 66 91
Heptagono 1 7 18 34 55 81 112

Qué nameros de las figuras se obtienen a partir de
ciertos numeros de figuras y cdmo los nimeros del triangulo
son el principio de todos los demas.

Capitulo XVIII.

Siendo asi éstos, investiguemos qué constante hay en este comportamiento.
Pues todos los tetrdgonos que estan debajo del triangulo, se han dispuesto segin su
orden natural. Unos se crean a partir de los tridngulos anteriores y al reunirlos se
compone la figura de un cuadrado. Pues cuatro resulta de uno y tres, esto es, de los
dos triangulos anteriores. Nueve de 3y 6, pero unos y otros son triangulos. Pero 16
a partir de 6 y 10; 25 a partir de 10 y 15. Lo mismo se encuentra constante e
invariable en el orden siguiente de los cuadrados.

La suma de los pentagonos se consigue a partir de un tetragono que lo
contiene y un triangulo constituido con otro fundamento. Pues el pentagono cinco
se forma a partir del tetragono cuatro que lo incluye y se le agrega un nimero que
se pone en el orden de los tridngulos. EIl pentagono doce, a partir del cuadrado
nueve que lo incluye y nace con el segundo triangulo de tres. El veintidds, a partir
del 16 y del 6, cuadrado y tridngulo respectivamente y el 35, a partir del 25 y el 10
y observando en orden del mismo modo, no pondrad reparos ningln titubeo de
contrariedad.
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Pero si observas los hexagonos en un examen detallado se crean a partir de
los mismos triangulos y los pentdgonos situados sobre ellos. Asi el hexadgono seis
se crea a partir del pentdgono cinco y de uno, que esta dispuesto en el orden de los
triangulos. Y el origen del hexagono 15 no es diferente de un pentagono de doce y
un tridngulo de tres. Y si a su vez se aprende a crear un hexagono de 28, a partir de
los anteriores, no encontraras otro que un pentadgono de 22 y un triangulo de seis.
Y esto en los restantes.

La creacién de heptagonos no negara este orden de generacion. Pues se
consigue con un hexagono situado encima y unos tridngulos dispuestos desde uno.
Pues el heptagono siete nace del hexagono seis y un triangulo de uno, que es un
triangulo en potencia; un heptagono de 18, a partir de un hexagono de 15 y un
tridngulo de tres, y esto se puede encontrar sin dificultad en todos. Por tanto, ves
que el triangulo, primero de todos, hace las sumas de todos los demas y se incluye
en la generacion de todos.

Observacion pertinente a la descripcion
de los nameros de las figuras.

Capitulo XIX.

Si todos se comparan en extensioén, los triangulos con los tetrdgonos, los
tetragonos con los pentdgonos o los pentagonos con los hexdgonos o éstos a su vez
con los heptadgonos, sin ninguna duda se superaran con los triangulos. Pue si
comparas un triangulo de tres con uno de cuatro, y un tetrdgono de cuatro con uno
de cinco, 0 un pentagono de cinco con un hexagono de seis, 0 un heptagono de seis
con uno de siete, se sobrepasan en el valor del primer tridangulo, el de la sola
unidad. Pero si es el seis frente al nueve o éste frente al doce, o éste frente al 15, o
el 15 frente al 18, para encontrar
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las diferencias comparese, y se superaran en tres, el valor del tridngulo que le sigue.
Pero si enfrentas el de diez con el de dieciséis y el de 16 al de 22, el de 22 al de 28,
y el de 28 al de 34, se superardn en la cantidad del tercer triangulo, esto es, el de
seis. Y esto se apreciard regularmente en todos los siguientes respecto a él y en
todos los triangulos que le preceden. Por eso se ha demostrado perfectamente
segun creo, que el principio de todas las formas y elementos es el tridngulo.

De los numeros solidos.
Capitulo XX.

De aqui hacia las figuras solidas el camino es mds facil. Pues como se sabe
de antemano algo de los nuimeros en las figuras planas, el valor mismo de la
cantidad de manera natural se aplica a los nimeros sélidos, no habréa ninguna duda.
Segun hemos afiadido a la longitud otro intervalo de nimeros, esto es, la superficie,
para que se muestre como anchura, asi ahora si alguien afiade la que en un aspecto
se llama altitud, en otro espesor, en otro profundidad, se llenara el cuerpo del
namero solido.

De la pirdmide; que ella es el principio de las figuras solidas como el
tridngulo de las planas.

Capitulo XXI.

Se ve de qué modo el nimero tridngulo es el primero en todas las figuras
planas; asi también en los s6lidos el que se Illama piramide es el principio de la
profundidad. En efecto, es necesario encontrar las semillas de todas las figuras
pensadas en los numeros. Unas veces, la piramide se levanta en altura desde una
base triangular, otras, de una base tetragonal, otras de una pentagonal, y segun las
cantidades de los angulos siguientes se eleva hasta el vértice unitario.

Dibujado un tridngulo y expuesto a consideracién, si se trazan por los tres
angulos otras tantas lineas rectas y éstas tres se inclinan de modo que unan sus
vértices en un punto medio, se forma una piramide. La pirdmide que surge de una
base triangular, se cierra por tres triangulos y lados de esta manera. Sea el triangulo
A.B.C. Si a este triangulo se le elevan lineas que atraviesen los tres angulos y
converjan en un punto, que es D, asi el punto D no esta en el plano, sino que esta
suspendido.
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Estas lineas elevadas hacia el mismo vértice y cima en cierto sentido hacen
D, y serd su base A.B.C, un tridngulo, y por lados tres triangulos, esto es, un
triangulo A.D.B, otro B.D.C y un tercero C.D.A.

(Véase el dibujo en fol. 13r.)

De estas pirdmides que se obtienen a partir de figuras cuadradas, o de
otras figuras triangulares.

Capitulo XXII.

Lo mismo si se parte de una base tetragonal y se dirigen las lineas de ella
hacia un vértice. Serd la piramide de cuatro triangulos por lados, teniendo un
tetragono en la base, sobre la cual se ha fundado la figura misma. Y si del
pentagono surgen cinco lineas, la pirdmide se definird a su vez por cinco triangulos
y si a partir de un hexagono con seis triangulos y cuantos sean los angulos que
tuviera la figura sobre la que se asienta, con otros tantos triangulos por lados se
definird, como se ve claramente en las descripciones siguientes.

La generacion de los niameros sélidos.
Capitulo XXIII.

Las piramides de esta clase se [laman de este modo: la primera piramide de
triangulo, la segunda, piramide de tetrdgono, la tercera, piramide de pentagono, la
cuarta, piramide de hexagono, la quinta, piramide de heptdgono. Lo mismo ocurre
con los demdas numeros. Pues segin vamos citando los nimeros lineales que
partiendo del uno corren hasta el infinito, como son

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Después de colocados por orden y sumados entre si cada uno con una
distancia se generaban las superficies. Si sumas el uno y el dos, se creara el primer
triangulo, el tres con éstos sumaremos. El tercero, el tridngulo de seis saldra a su
vez; y después de éstos los tetrdgonos se crean dejando uno entre medias; los
pentagonos dejando dos; los hexagonos, dejando tres, los heptdgonos dejando
cuatro.

Pero ahora, para la creacion de los numeros solidos, se dispone de las
superficies en forma de figuras, y para construir piramides a partir de un triangulo,
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debemos componer esos mismos tridngulos, para generar pirdmides a partir de un
tetrdgono, tetrdgonos; pentadgonos para las que se construyen con un pentagono; y
aquellas que parten de un hexagono o heptdgono no surgen sino de la union con un
hexagono o un heptagono.

En primer lugar, la unidad es el tridngulo, y por su valor construimos esa
misma piramide. El segundo tridngulo es de tres al que si uno con el primero, y con
la unidad, se me acrecienta la profundidad de la pirdmide en cuatro. Pero si a eso
llego a afiadir un tercero de seis, se generard una piramide de altitud diez. A éstas,
si les llego a sumar diez, la pirdmide llaga al nimero 20, y asi en todos los demas,
se hace la suma de la misma manera:
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En esta concatenacidn es necesario que siempre el Gltimo de los nimeros
sumados sea en cierto modo la base. Se halla una mayor extensidn en todos y es
necesario que los nimeros que se han sumado antes sean menores y que vayan
descendiendo hasta la unidad que ocupa el lugar de un punto en cierto modo y del
vértice. Pues en la piramide de 10 ademas de seis se han afiadido 3 y la unidad, y
el seis sobrepasa a la cantidad de tres; pero éstos tres superan al uno en pluralidad,
y éste uno choca con el extremo Gltimo de la progresion. Un fundamento semejante
se puede observar en los restantes, si quieres examinar al detalle la generacion de
ellos.Aquellas piramides que salen de un tetragono, nacen de la misma ampliacion
del tetragono por encima de si. En efecto, desarrollada la serie de todos los
tetragonos, esto es:

1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

Tendré la pirdmide unidad misma en potencia y en valor si tomo la unidad
primera de esta serie, pues todavia no lo es en realidad y en acto. Pero si a ésta le
superpongo un tetrdgono, esto es, 4, nacera la piramide del ndmero cinco que se
define lateralmente sélo con dos numeros. Pero si a éste le afiado el tetragono
siguiente, el nueve, la forma de la pirdmide me crecera en niamero de 14, que
lateralmente se cierra con tres unidades. Y si superpongo a éste el siguiente
tetrdgono, 16, me resulta una pirdmide de treinta. También en todas estas medidas
de una pirdmide habréa tantas unidades por los lados cuantas cantidades de nimeros
le fueran sumadas. Pues la unidad que es la primera piramide, lleva en el lado uno
solo, esto es, a ella misma. Cinco, que estad formado por uno y cuatro se designa por
los lados con dos numeros, y 14, que se forma de tres niameros, se construye con
el nimero tres puesto en el lado. La descripcion siguiente muestra esta generacion
de piramides:

Tetragonos

1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

Piramides de base tetragonal
1 5 14 30 55 91 140 204 285 385

Y del mismo modo todas las formas surgidas a partir de los demas triangulos
van generandose en los espacios de una suma mas elevada. Pues todos en una
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forma de &ngulos més amplios a partir de la figura de su género, partiendo de la
unidad y subiendo desde el uno para construir figuras de pirdmides en progresion
infinita. Y de esto es necesario que se vea que las formas triangulares son el
principio de las demés figuras, que toda piramide salida de cada base , o de un
cuadrado o de un pentagono, o de un hexagono o de un heptdgono o de otro de los
semejantes, se definan por tridngulos solos hasta el vértice.

De las pirdmides truncadas.

Capitulo XXIIII.

Conviene saber cuales son las pirdmides truncadas, o dos veces truncadas o
tres veces truncadas o cuatro o en adelante, segin la suma de ndmeros. Esta,
surgiendo a partir de cualquier base, llega a la primera de las piramides en potencia
y en valor, la unidad. Pero si saliendo de cualquier base hasta la unidad no se llega
a esta altura, se llamaré truncada. Y se designa correctamente una piramide de tal
clase con esa denominacidn, si no llega hasta la extremidad y al punto.

Si alguien superpone al tetragono 16, 9, ya éste 4 y se contenga de afiadir
una Gltima unidad, ciertamente es una figura de piramide, pero como no se ha
desarrollado hasta la cumbre del vértice, se llamara truncada y tendra una cumbre
pero no ya un punto que es la unidad, sino una superficie, que es un ndmero
prolongado segln los angulos de aquella base y el Gltimo que se ha sumado. Pues
si la base es tetragonal, siempre asciende por una disminucién en cuadrados, VY si
una base pentagonal, de manera semejante, si hexagonal, aquella superficie Gltima
sera también un hexdgono. Luego en una piramide truncada, la superficie de los
angulos sera tal como sea la base.

Pero si aquella piramide no s6lo no llega hasta la unidad y extremidad, sino
que tampoco al primer dngulo en realidad y en acto del mismo género que fuera la
base, se llamard dos veces truncada. Si partiendo del tetrdgono de 16 se sitla el
término en nueve y no decrece hasta 4 y falta también lo propio del tetrdgono,
diremos que es otras tantas veces truncada.

Si estd menguada en la unidad, el primer cuadrado, serd la truncada que los
griegos llaman colouros. Si estd menguada en dos tetrdgonos, se llamara dos veces
truncada, que los griegos llaman dicolouros; si en tres tetrdgonos, se llama tres
veces truncada que los griegos llaman tricolouros y tantas veces como mengie,
proponemos que otras tantas sea truncada. Esto no s6lo se puede observar a partir
del tetragono de la pirdmide, sino en todos los que se construyen con todos los
multiangulos.

116



Instituto Arithmetica

De los cubos, de las vigas, de los ortoedros,
de las esferas y los numeros paralelepipedos.
Capitulo XXV.

Acerca de los solidos que reciben la forma de una pirdmide creciendo por
igual en todas sus partes y surgiendo como de su propia raiz, la figura poligonal,
ya se ha hablado. A su vez hay otra composicion susceptible de orden, de los
cuerpos solidos, de los que se llaman cubos o vigas o ortoedros o cufias o esferas
o paralelepipedos, que son tantas como son las superficies con las que se relacionan
y construidas sobre éstas corren hasta el infinito sin encontrarse nunca. En efecto,
dispuestos en orden los tetrdgonos

1 4 9 16 25

Porque a éstos les ha correspondido una sola anchura y longitud y carecen
de profundidad; si por los lados reciben una sola multiplicacién, se alargan en igual
profundidad. Pues un tetrdgono de cuatro tiene dos en el lado y ha nacido de estos
dos. Dos por dos hacen cuatro. Luego si multiplicas igualmente éstos dos veces de
un lado, naceréa la forma del cubo. Si multiplicas dos por dos dos veces, la cantidad
crece hasta ocho y éste es el primer cubo.

El tetrdgono porque tiene tres en el lado y se ha hecho a partir de tres
multiplicados por si, pues si se hace la multiplicacion del lado, de nuevo otro cubo
crece en igual formacidn de los lados. Tres veces el nimero tres si lo multiplicas
por tres se produce la figura de un cubo de 27. Y 16 que es a partir de 4, si se
multiplica por cuatro se engrosara un cubo de 64 con igual longitud de los lados y
los siguientes tetrdgonos se prolongan del mismo modo, hecha la multiplicacion.
Es necesario que el cubo tenga tantas unidades en el lado cuantas tenia el primer
tetrdgono a partir del que se ha construido. Pues un tetragono de 4 tiene el nimero
dos en el lado; el cubo de ocho también tiene dos en el lado, y porque un tetragono
de nueve presentaba tres unidades en el lado, con el tres solo se nutre el lado de un
cubo de veintisiete. Y porque un tetrdgono de 16 tenia un lado de cuatro unidades,
el cubo de 64 llevara otras tantas unidades en el lado. Por eso también la unidad,
uno, estara en el lado de un cubo en potencia y en valor, pues se forma un
tetragono, la superficie de cuatro angulos y otros tantos lados.

117



-~

MNrttbmettca

bterum O tinte autem cubus qui w tetragouoium
fupcrlkic m «ofauditatem eoipotis creuit:per tetra
~Ni.Atetas malripiicatastbabebitquidem fuperfi*
a'ea.6.quarum Angula planitudo tetragono ilit prio
riequaliseA.iatera vero.ix.quomm viiumquodas
ringulis bis que fuperioris fuere tetragoni equum é.
t vt fupertus ocmoftrauimusttot vnitatum elt. 3n
¢alo? vero.S.quomin Anguiis fub tribus buiufmodi
eontinewr.-qualcs priotcs fuere tetragoni vnde cub*
tefe pzoductus cftXrgo etnaturaliter ptofufo nfic*
ro:qui mfubietta fam a ocfcripti funt iSbieett tetra*
geninafeuntur.terbis tetragonis qui fubnotati lit

cubiptouebuntur.
tlumerusuaturalis.
-TSFafi: 6
16 Q6 , 49
£ubj7

iJ 8 1*7 1 ¢4 I *t¢ | 545

£ quomamomnis cubus ab equtlateris

quadratis ptofectustequus ipfe 6mnibus

partibuscft. ttam ?latitudini longitudo:

mbis ouobus compar cftaltitudo.i fecun

dum fetpartesrideft furium ceotfum: cee
tera Arriftre:ante:p«ft Abi equali efle neeeflfe £: buie
oppoAtum contrariumcg effe opottchbittqui negs lon
gitudinem teritudinimecg bec ouo ptofunditatiige*
rat equalia'.fed eunctis inequalibue quéuis folida A*
gura Atab equalitate cubilongiliime ©iftare videaf
BOiautem funt.vt Aquis faciatbis tres quater: vd
ter quater quinquies.-r alia buiufmodique per ineq
(es ipaeiop gradus inequaliter ptouebuntur.JOec at
fam a greco nomine fcatenos voca£:nos vero grada
tam poflumus oicere.quod amiéte modo wlat gra
dibus erefeantadt candan Aguram greci quidé fper
mfeonJlos autem euneum poAumus citere. £tcni$
quos ad qualibetiUam rem conftringendam cuneos
famantmegs latitadinis:ncgsaltitudinis habita ra*
tionctgaantum eémodum fueritttantd vdalrimdini
mutuitur vd craflitudini pfunditatis augetur. atg>
ideo bosplerutngj.necertccftomnibus partibas leq
libus inueniri.jQuidam vero bos bomiftofvoeant.t.'"?
qualdain arates que in idnica grecieregione vtaitniz 7
cbomacnsboc modo famate fucrunt:vtnegsaltiat
dotetitudinimeqs beclongitudinieonuenirent.Cio*
eatoraataliisqnibuiadnominibus que nune p fia
Ihperaacuu:iudieam*.7gii cubi equalibus fpaeijsTe
potrigentibus t buius fame qoa oitim*gradata oi
ftribntione mfpoAce:meaictates funtmeqs 6mnibus
¢nigtes.quos greciparalcllibipedos vocat.iatinino
nsefibocuavinfamitercompolitumbaberenS pof
faittx ttamenidem pluhbus oictum fit: ea namcg
bocwmne voeaturftguratque alterostim pofitis te
tiindtefiNte esutmetur.

€S>e parteatea longiotibustmmeristeojsmcg gfo

stfiratiomfeag. Xapitutem. wvi.
tJtefntOdivero famas gtiales Ibntque vo
catur agrecifbeteroimkcis nosoiccre pof
fitmus parte altera longiotes.quarus ftg»
'puta numeras quo<g boc modo oiAmien
las eft.*i*arte alteralongiweft numeras
gquemnialatibidgKin ©efoibas:'? ipfeipadém.4.,p
&(cmttetrrmn%4.aingutetumfednou cunetis equq
libas fed fempsr minas VBP.ltomgs ncctetera tete*

ribas cuneta cunctioequa ftmtmec tengitudurilarifu
dotfed vt oictntn efttcum bine altera pare «nafa fi»
rit:w o tul minotem pteeeditucfuccrat.Stenimmi
enerum naturalcm oifponaoi» ojduiemtt fecundum
per primum multipliccettalis nafeetur numefus: vd
Afecundum pertertium.vd fi tertium perquartunr
vel Aquartum perquintutn. omneftg bi vnitate ti
tum addita muitipitcenturmafcentur parte altera 15
gfaes.aifpojiatur cnim numeras naturalis.

LA »| ?L4-J- $i 71/
Zertune quidem bartcnus.©iquie igitur faflaTvn»
bis facietouo.£trurfus bis tres factet. é.ter quater
faeiet.i,qter.$ .faeiet.io.t boc modo ad evd| osdi*
nf.jQuicficg igiturita facri funttptecreabuntur par
tealtera longiotes:vt Cubierta oeicriptio oocet.?n 3
et quibusjnumeris multiplicad nafeuntur parte alte
ra longiotes fupta aferipti funt.G ui vefo nafeuntur
IUbteriu», fubnotati.

C Oe antelongiotibus numeristt oe voeabulo nume.
ripartealtcralofigtoiia. Xapitula .rtvit,;

*jRgo Aab vnitate tantum oiferepent out;
multiplieanturtbeferipti ibpcrius numera
ptotatdentur.Siveroaliquonaero vtter
feptemvd ter quingj vd aliquo modo alio
« non eotum latera lote aiferepent vnitate
no» vocabitur bic numeras parte alteratension fea
ante tengiot.3iteram enim apudpytbagotam vdg, ji
ptentie eins heredes nuUialii niA tm binario aferibe
batur.® unealteritattepiincipiHm effe©icdwt,£a
demautem ttaturamt lemper fibi Amilem eonfentii
temegnuliam aliam nifi ptimeuam ingeneratetms
vmtatcm.S&inarftts autem numeras primos <ftvnte
taribimmilisriccirco qued primas ab vnitate oiAun
gitttrtarigideoalteritattecoigfdatn principar»M e
quod ab iltepnma ?tempereadern fubftwiia tete t»
tuméA vnitate triflimilis.iDerito ergo wiccntur bi
numeriparte alteratengtetestqoodeotu” latera vm
os tantum fe fe adterta numeroAtate piecedunt.*ra
gutnentum eftautem alteritatem in binarte numera
iufte eonftitulquod nonvidtur altcrum raffe esofe*
ab bisin quosto e teqoendiratto non negligis;?".
Amplios quod impar numeras fefe vnitete Jffltet
tnonftraed4e&par«arotete ©aalitate idcAfete bina
rio iwmcro.THamcuiitfanKg mrdteeas eftvrbsulc
impardtraitts vero.t.Wc Stritate receptada! genri
«a equa oiAuHgiosr.Ouarc”icendism d i imgaia®*
«&eru$ ciafdemsriBtnfuafs nariira tenfitrisBinsria
Miftg 16 btofe; efieparridpideffiteoqSsb



Instituto Arithmetica

/14r./

Todo cubo que crece en profundidad de cuerpo a partir de la superficie de los
tetrdgonos, multiplicado el lado del tetragono, tendra 6 superficies, de las cuales
cada cara es igual al tetragono del que se parte. Pero tiene 12 lados, cada uno de
ellos es igual a cada uno de éstos que han sido del tetragono del que se parte, y
como hemos demostrado antes, es de otras tantas unidades. Tiene 8 angulos, cada
uno de los cuales se define por tres lados que eran los primeros tetragonos de donde
se ha generado el cubo. Luego a partir de un nimero extendido de manera natural
nacen los tetrdgonos que se han descrito de la forma siguiente. Y de estos
tetragonos que se han escrito debajo, se prolongan los cubos:

NuUmero natural

1 2 3 4 5 6 7
Tetragonos
1 4 9 16 25 36 49
Cubos
1 8 27 64 125 216 343

Porque todo cubo, saliendo de cuadrados equilateros, es igual en todas sus
partes. Pues es igual la longitud a la anchura y a éstas dos es igual la altura, y segin
seis direcciones, esto es, hacia arriba y hacia abajo, a la derecha y a la izquierda,
hacia delante y hacia atras, es necesario que sea igual a si y debera ser opuesto y
contrario a éste, el que no lleve ni la longitud igual a la anchura, ni estas dos a la
profundidad, sino todo desigual, aunque sea una figura sélida, parece estar muy
lejos de la igualdad del cubo.

Estos resultan si alguien multiplica dos veces tres y por cuatro, o tres por
cuatro y por cinco y otros de esta clase que se prolongan por grados desiguales de
espacios. Esta forma se llama con el nombre griego de escaleno, pero nosotros
podemos llamarla gradual, porque desde el menor va creciendo por grados; o bien
algunos griegos llaman a esa misma figura esfenisco, que nosotros podemos llamar
cufa.

En efecto, a las cufias para estructurar aquella figura, sin tener una
proporcidn de altura, se mengua la altura o se aumenta de profundidad la anchura,
cuanto sea conveniente. Y por eso, es necesario que éstos se ajusten sobre todo en
todas las partes siguientes.

Algunos los llaman bomiscos, es decir, altares pequefios, que en la regién
jonica de Grecia, segln dice Nicomaco se han construido de manera que la altura
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no es igual a la anchura ni éstas se ajustan a la longitud. Se llama con ciertos otros
nombres que ahora juzgamos innecesario mencionar.

Por tanto, alargando los espacios iguales del cubo, las formas de éste que
hemos citado se han dispuesto en gradacién; hay medias y no desiguales en todas
sus medidas, que los griegos llaman paralelepipedos, los latinos no pueden tener
este nombre tan regularmente compuesto de una sola forma. Como lo mismo se ha
empleado para nombrar a muchos, con ese nombre se llama la figura que esté
contenida entre superficies colocadas paralelamente.

De los nimeros que tienen una parte mas
larga que otra y de la generacion de ellos.

Capitulo XXVI.

Podemos llamar a las formas de esta clase que son las que los griegos Ilaman
heteromique, figuras que tienen una parte mas larga que otra. EI nimero de estas
figuras también se ha de dirimir de este modo.

Un nGmero que tiene una parte mas larga que otra es un nimero que en su
representacion en el plano tiene 4 lados y cuatro angulos, pero no todos sus lados
son iguales, sino que una parte tiene una unidad menos.

Pues ni todos los lados son iguales a todos los lados, ni la longitud a la
anchura, sino que como se ha dicho, una de las dos partes es mayor, aventaja y
supera en uno a la menor. Pues si dispones un numero natural en orden y
multiplicas el segundo por el primero, surge ese nimero que se pretende, 0 si
multiplicas el segundo por el tercero, o el tercero por el cuarto, o si el cuarto por el
quinto, y todos éstos se multiplican afiadiendo s6lo la unidad, naceran los nameros
que tienen una parte mas larga que la otra. Pues dispongase el nimero natural

1 2 3 4 5 6 7

Y detengdmonos a observarlo un momento. Si alguien multiplica uno por
dos, obtendra dos. Y de nuevo dos por tres, hara seis, y tres por cuatro, hara 12, y
cuatro por cinco, obtendra 20 y de esta manera segin el mismo orden. Por tanto,
todos los que se han creado asi se generardn como nimeros que tienen una parte
mas larga que la otra, segin muestra la descripcién siguiente, en la cualjl26 se han
escrito arriba los niameros de cuya multiplicacidn nacen los que tienen una parte
mas larga que la otra y debajo los que surgen de ellos:

(véase el cuadro en fol. 14 r.)
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De los niumeros oblongos y de la denominacion del nUmero que tiene
una parte més larga que la otra.

Capitulo XXVII.

Luego si hay solamente la diferencia de una unidad entre los nimeros
multiplicados, se obtiene la serie de los nimeros que estan escritos arriba. Pero si
los lados de ellos no se diferencian en una sola unidad, sino en algin nimero como
tres por siete o tres por cinco o de algin otro modo, no se dird que se trata de un
nimero que tiene una parte mas larga que la otra, sino de un oblongo.

Pues en Pitagoras o en los herederos de su sabiduria, la alteridad no se
adscribia a otro nimero que al dos. Decian que el dos era el principio de la
alteridad. Acordado a esa misma naturaleza y siempre igual a si mismo, no hay otro
que la primigenia e ingenerada unidad. Pero el nimero dos es el primero distinto
de la unidad, por motivo de que es el primero que se separa de la unidad, y por eso
ha sido el principio de cierta alteridad, porque es distinta de aquella primera y
siempre idéntica sustancia sola unidad.

Luego con razén se dira que estos nimeros tienen una parte mas larga que
otra, porque los lados s6lo se aventajan al afiadir la cantidad de uno. El
razonamiento es que se constituye justamente la alteridad en el namero dos porque
no dicen alteridad si no hay dos, los que no descuidan la norma de hablar bien.

Se ha demostrado por extenso que el nimero impar se construye con una
sola unidad, pero uno par con la sola dualidad, esto es, con el solo nimero dos.
Pues todo numero que que tiene el uno como media es impar, y el que tiene el dos
en su media, se separa en dos unidades iguales, porque le ha correspondido la
caracteristica del par.

Por eso hay que decir que el nimero impar es participe de esa sustancia de
lo mismo, que se mantiene siempre en su misma naturaleza y es inmutable, por eso
también se forma a partir de la unidad,
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pero el par estad lleno de la naturaleza de lo otro, porque se completa con la
dualidad.

Que los cuadrados se generan de los
numeros impares, y los nimeros que tienen
una parte mas larga que la otra, de los pares.

Capitulo XXVIII.

Puestos en orden los impares desde la unidad y escritos bajo éstos los pares
desde el dos, la composicidn de los impares hace los tetragonos y la composicién
de los pares hace a los que tienen una parte mas larga que la otra. Por eso, porque
ésta es la naturaleza de los tetrdgonos, que se generan de los impares, que son
participes de la unidad, esto es, de la sustancia inmutable de lo mismo y son
iguales en todas sus partes, porque también lo son los angulos entre si y los lados
entre si, y la longitud es igual a la anchura, hay que decir que los nimeros de esta
clase son participes de esa naturaleza de lo mismo y de esa sustancia inmutable.

La paridad determina esos nimeros que tienen una parte mas larga que la
otra; diremos que son de la sustancia de la alteridad. Pues de igual manera que uno
s6lo es otro a partir del dos, asi los lados de éstos se distinguen de ellos sélo en uno
y difieren solo en una unidad.

1 3 5 7 9 1 13
2 4 6 8 10 12 14

Por eso dispénganse en orden todos los impares desde el uno y debajo de
éstos, todos los pares desde el dos:

Luego el origen de la serie impar es la unidad que se hace a si misma y en
cierto modo produce cierta forma de imparidad. Esta es una tendencia de la
sustancia inmutable de lo mismo: que cuando se multiplica por si misma, tanto en
plano como en profundidad, o si se multiplica otro nimero cualquiera por ella
misma, no cambia respecto a la forma de la cantidad anterior.

Pues si multiplicas uno por uno o bien uno una vez o si dos por uno o si tres
por uno, o si cuatro por uno, o si se multiplica cualquier otro nimero, ese nimero al
que multiplica no lo desplaza, propiedad que no se puede encontrar en ningin otro
namero. En cambio, el nimero dos es el origen de la serie par. Esta dualidad esta en
la misma serie de los pares y es el principio de toda alteridad. Pues si se multiplica
por si misma, por su anchura o también profundidad, o si multiplica a otro namero
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por su cantidad, saldra otro inmediatamente. Si multiplicas dos por dos, o dos por
dos por dos, o dos por tres, o dos por cuatro, o dos por cinco, o cualquier otro,
cualquiera que nace de ahi, resulta distinto del que habia sido al principio. Nacen de
la descripcidn anterior y de la primera serie todos los tetrdgonos de este modo. Pues
si observas uno, el primero en potencia es el tetragono, pero si sumas uno con ftres,
surge un tetragono 4. Si afiado a éste un cinco, se presenta a su vez el nueve. Si unes
a éste siete, se produce la forma de un cuadrado de 16. Y si haces lo mismo en los
restantes, pareces promover adecuadamente la creacion de todos los cuadrados. Pero
de la segunda serie del par, resultan todos los que tienen un lado més largo que otro.
Pues si me fijo en el dos, me sale al paso un nimero de esta clase que se forma con
dos veces uno. Pero cuando sumo los siguientes, el 4 con el dos, volvera a salir uno
que tiene un lado mas largo que otro, el seis, que se forma a partir de dos por tres.
A éste 6, si le llego a sumar el siguiente, me surgira una forma de doce que resulta
de cuatro por tres. Si alguien hace esto sin interrupcion, veré que se han creado todos
los nimeros de esta clase en el orden conveniente. La forma inferior muestra esta
descripcion:

Raices

1 13 135 1.3.5.7 1.3.5.7.9

Tetrdgonos, esto es, cuadrados

1 4 9 16 25
Raices
2 2.4 2.4.6 2.4.6.8 2.4.6.8.10

NUmeros que tienen una parte mas larga que otra

2 6 12 20 30

De la generacion de los ortoedros y de la definicion de ellos.
Capitulo XXIX.

Estos que antes hemos llamado ortoedros, que son figuras sélidas, se hacen
de esta manera. Se alargan en espacios iguales la longitud y la anchura, se les aplica
una altura menor. Son de esta clase 3, por 3y por dos que son 18, 0 4 por 4 y por
dos, o de otro modo que se quiera, y a ésta longitud y anchura iguales se les pone
una altura menor. Estos se definen de este modo. Ortoedros son los que resultan de
un namero igual por un ndmero igual, por uno menor. Las vigas son también
figuras soélidas, pero cuya caracteristica es, que se forman a partir de un namero
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igual multiplicado por un nimero igual y por un nimero mayor. Pues si la anchura
es igual a la longitud y la altura se hace mayor, resultan aquellas figuras que
nosotros llamamos asseres (vigas) y los griegos dokides. Si alguien de este modo
hace cuatro por cuatro por nueve, lo que se crea de ahi se ha llamado viga. Pero los
esfeniscos que he llamado antes cufias, éstos son los que a partir de un namero
desigual, por un nimero desigual, por uno desigual. En cambio, los cubos se han
generado de lados iguales prolongados de manera igual.

De los numeros circulares o esféricos.
Capitulo XXX.

Prolongados los lados de los cubos, de la longitud que fuesen, todos los
nimeros multiplicados de tal modo que su extremidad en altura se termine por el
mismo nUmero en que comenzara su cantidad clbica, aquel niamero se llama
ciclico o esférico. Tales nimeros son las multiplicaciones que parten del cinco o del
seis. Pues cinco por cinco, que hacen 25, define el avance de cinco en cinco. Y si
multiplicas esto de nuevo por cinco, el final del resultado llegard a otro 5, pues
cinco por 25 son 125y si a éstos los multiplicas de nuevo por cinco, terminara de
nuevo en cinco. Y esto hasta el infinito siempre ocurre. Conviene considerar esto
en el seis también. Estos nimeros se llaman esféricos o ciclicos porque como la
esferay el circulo se forman siempre con el regreso del primer principio. El circulo
situado un punto y otro fijado por encima, la ronda de ese punto que se ha fijado
por encima es equidistante del primer punto, y vuelve al mismo lugar desde el que
habia empezado a moverse. Pero la esfera es un rodeo de un semicirculo
manteniendo el diametro y la vuelta el primer lugar desde donde habia empezado
primero a moverse. La unidad misma es también virtualmente y en potencia un
circulo y una esfera, pues puedes multiplicar un punto por siy se termina donde
habia empezado. Pues si se multiplica uno por uno se vuelve al uno y si de nuevo
por uno, es lo mismo. Por tanto, si hay una sola multiplicacion, da una sola
superficie plana y es un circulo, si son dos, se forma una esfera, pues una segunda
multiplicacién siempre determina la profundidad. A partir de 5 o0 de 6 hemos escrito
unas pocas formas de esta clase:.

1 5 6

1 25 36
1 125 216
1 625 1296
1 3125 7776
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De la naturaleza de lo mismo y de esa que se llama naturaleza de lo
otro y qué nameros estan en relacion con una y con otra.

Capitulo XXXI.

/15r./

Sea suficiente lo que se ha dicho hasta este lugar sobre las figuras sdlidas.
Los investigadores de la naturaleza de las cosas con razones ajustadas y los
entendidos en la discusidn de matematicas se han pronunciado sutilisima y muy
acertadamente sobre las propiedades de todas las cosas distinguiendo todo lo
existente en dos grupos, y presentando en su ensefianza la divisién siguiente. Pues
dicen que todas las sustancias de todas las cosas constan de aquella que esta
siempre en su estado propio y sin experimentar ningin cambio y ni la alteracion
que presenta la sustancia del movimiento y del cambio. Y llaman a aquella
naturaleza primera e inmutable del uno y de lo mismo. Pero la oponen a la
sustancia de lo otro porque al apartarse de aquella primera inmdvil, se hace otra.

Sin duda esto es pertinente a la unidad y a la dualidad. El primer nUmero que
se aparta del uno, se ha hecho otro.Y porque todos los impares se han formado
segln su naturaleza y especie, y los tetrdgonos que se hacen a partir de la suma de
éstos, se dice que participan de la sustancia de lo mismo de manera doble, porque
los tetragonos se han formado a partir de la igualdad, se crean por suma de nimeros
impares. Aquellos son pares porque son formas del nimero dos y los que se
construyen a partir de éstos y se recogen en una suma, nacen como nimeros que
tienen una parte més larga que otra; éstos, segln la naturaleza del nimero dos se
dice que se han apartado de la sustancia de lo mismo y se considera que son
participes de la naturaleza de lo otro, porque los lados de los tetrdgonos se han
prolongado de igualdad en igualdad, se extiende al ambito de su propia anchura,
mientras que éstos, se han alejado de la igualdad de los lados al afiadir uno, y por
eso, se construyen con lados desiguales y en cierta medida distintos de ellos.

Por eso hemos observado que todas las cosas que estdn en este mundo son
compuestos de lo mismo y de lo otro. Pues toda cosa deriva bien de esa naturaleza
propiamente inmutable de lo mismo, (como es Dios, el alma o la inteligencia, o
cualquier cosa que disfruta de la incorporalidad de su naturaleza propia) o de la
naturaleza mudable y variable que vemos que les corresponde a sin duda a los
Cuerpos.

Por lo que debemos demostrar ahora que con esta naturaleza doble de los
nimeros (es decir, de los cuadrados, y de los nimeros que tienen una parte mas
larga que otra), considerando a todas las clases del nimero y a todas las series, bien
de cantidad relativa (como los multiplos, los superparticulares y los demas) o
considerada en si misma (asi las figuras que hemos descrito en la explicacion

127



BOECIO

anterior) segiin se ha probado que como el mundo esta constituido a partir de una
sustancia inmutable y de una mudable, todo nimero a partir de los tetragonos,
surgidos de lo inmutable, y de los nimeros que tienen una parte mas larga que la
otra, que participan de lo cambiante. Y en primer lugar ciertamente hay que
distinguir los que Ilaman promecas, esto es, oblongos y los heteromecas, los que
tienen una parte mas larga que la otra.

Pues hay un ndmero que tienen una parte mas larga que otra, que crece al
afladir una unidad al lado, como es el seis, es decir, dos veces tres, o el 12, cuatro
por tres y otros semejantes. El nimero oblongo se contiene en dos nimeros de esta
clase cuyos lados no tienen la diferencia de la unidad, sino de otros numeros
cualesquiera, como cinco por tres, o seis por tres, o siete por cuatro. Pues la
longitud prolongada de manera mas numerosa con razén se dice que es mas larga
de una parte que de otra.

Ya se ha dicho antes por qué se llaman asi los nimeros que tienen una parte
mayor que otra. Los cuadrados, porque tienen igual longitud que anchura se diran
muy adecuadamente “de su longitud propia” o “de su misma anchura” como dos por
dos, tres por tres, cuatro por cuatro y los demas. En cambio, los que tienen una parte
més larga que la otra, porque no se extienden en la misma longitud, se dice que
tienen otra longitud en cierta medida y “que tienen mas larga una parte que otra”.

Que todo se constituye de la naturaleza de lo mismo o de la
naturaleza de lo otro, y que esto se ve primero en los nimeros.
Capitulo XXXII.

Todo lo que en su propia naturaleza y sustancia es inmdvil, esta delimitado
y definido, puesto que no se altera por ninguna variacion, nunca deja de ser, nunca
puede ser lo que no ha sido. Sin embargo, ésta es la unidad sola y lo que se forma
con la unidad, se dice que es de sustancia comprensible, determinada y de lo
mismo. Estas son las que crecen en igualdad, como los cuadrados, o a los que
forma la unidad misma, esto es, los impares. Pero el dos y todos los nimeros que
tienen una parte méas larga que otra, que se han apartado de la sustancia definida,
se dice que son de sustancia variable e indefinida.

Luego todo namero esta formado por éstos que se han distanciado mucho y
son contrarios, es decir, por los impares y los pares. Pues esta estabilidad en unos,
es variacioén inestable en otros, en éstos, vigor de sustancia inmutable, en aquellos,
cambio mudable, en éstos solidez definida, en aquellos, una acumulacion
indefinida de pluralidad. Como son contrarios, se mezclan en una especie de
amistad y de parentesco, y por la constitucién y régimen de aquella unidad, forman
un solo cuerpo de nimero. En consecuencia, los que reflexionaban no de manera
inGtil ni vana sobre este mundo y sobre esta naturaleza comun de las cosas, han
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hecho esta division primera de la sustancia del mundo entero. Y Platon ciertamente
en el Timeo nombra todo lo que hay en el mundo bien de una misma naturaleza,
bien de otra, y piensa que lo uno permanece en su naturaleza como individuo y en
soledad, como principio de todas las cosas, y que lo otro es divisible y nunca
permanece en el estado de su propio orden. Filolao dice que es necesario que todas
las cosas que existen sean infinitas o finitas, queriendo demostrar que todo lo
existente se forma de estos dos principios, o de la finitud o de la infinitud, a
semejanza del namero, sin duda. Pues éste se constituye a partir del uno y del dos,
del impar y del par, que son claros ejemplos de igualdad y de desigualdad, de lo
mismo y de lo otro, de la sustancia definida y de la indefinida. Evidentemente no
se ha dicho sin razdn que todo se ha formado de los contrarios, se unen y componen
en cierta armonia.

De la naturaleza del niumero mismo y de la del nUmero otro; los
cuadrados y el nUmero que tiene una parte més larga que otra; que
todos se fundan en una relacién de proporciones.

Capitulo XXXIII.

Disponganse en orden no ya pares e impares, de los cuales se forman los
cuadrados y los que tienen una parte mas larga que otra, sino éstos mismos que se
les han afiadido y se les han sumado, y dan lugar a los cuadrados y a los que tienen
una parte mas larga. Pues asi veremos que hay un acuerdo de ellos y amistad para
crear otras partes del nimero, para que la naturaleza del nimero parezca que no sin
motivo ha tomado esto en todas las cosas a partir de la especie del namero.

Por tanto, sean dos lineas de tetrdgonos, a partir de la unidad de todos y a
partir del nimero dos de los que tienen una parte mas larga que otra:

1 4 9 16 25 36 49
2 6 12 20 30 42 56

Si comparas al primero de éstos con el primero, se advierte una cantidad del
doble, que es la primera especie del maltiplo; pero si comparas el segundo con el
segundo, se obtiene una proporciéon hemiolia; si el tercero con el tercero, la
proporcion sesquitercia; si el cuarto con el cuarto, sesquicuarta; si el quinto con el
quinto, la sesquiquinta, y avanzando desde ahi encontraras la serie de los
superparticulares integray sin tropiezos, en el espacio tan largo como se quiera, de
modo que en la primera proporcion, la del doble, la diferencia sea de una unidad
sola, pues dos siempre se diferencia de uno en una unidad sola.
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Instituto Arithmetica

/15v./

Pero en la proporcidn sesquialtera, la diferencia es dos, en la sesquitercia es de tres,
en la sesquicuarta, de cuatro, y asi en adelante, segun las formas superparticulares
de los numeros, en relacion a las diferencias, crece s6lo en uno la suma, resultando
el nimero natural.

(véase esquema en fol. 15 v.)

En cambio, si comparas el segundo tetrdgono al primero de los que tienen
una parte mas larga que otra, y el tercero con el segundo y el cuarto con el tercero
y el el quinto con el cuarto, advertiras que se forman de nuevo las proporciones que
hemos descrito en el esquema anterior, pero aqui las diferencias no parten de la
unidad, sino que avanzan del nimero dos hasta el infinito por los mismos célculos,
y serd el segundo doble del primero, el tercero tendrd una proporcion sesquialtera
con el segundo, el cuarto una proporcién sesquitercia con el tercero, segun la
misma sucesién que se ha mostrado anteriormente.

(véase esquema en fol. 15 v.)

A su vez, los cuadrados difieren entre si por los impares y los que tienen una
parte mas larga que otra, por los pares.

Diferencias impares

Diferencias pares

4 6 8 10 12 14

2 6 12 20 30 42 56

Los que tienen una parte mas larga que otra
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Pero si entre el primero y el segundo tetrdgono ponemos el primer nimero
que tiene una parte mas larga que otra, se relaciona con los otros dos en una
proporcion. Pues en las dos proporciones se encuentra la multiplicidad del doble.

Pero si pones entre el segundo y el tercer tetrdgono el nimero segundo que
tiene una parte mas larga que otra, se relaciona con los otros en proporcién
sesquidltera. Y si colocas entre el tercer y el cuarto tetrdgono, el tercero que tiene
una parte mas larga que otra, nace la especie del sesquitercio. Y si haces lo mismo
en todos, te sorprenderads de encontrar todas las especies superparticulares.

(véase esquema en fol. 15 v.)

Y del mismo modo se debe considerar en los restantes.

A su vez, si se toman dos tetrdgonos de los descritos anteriormente, esto es,
el primero y el segundo, y se suman, y el medio entre ellos que tiene una parte mas
larga que otra se multiplica por dos, resulta un tetrdgono. Pues si se suman uno y
cuatro, resultan cinco. Si el dos medio que tiene una parte mas larga que otra se
multiplica por dos, resultan cuatro, que sumados haran sin ninguna duda nueve,
que es un namero cuadrado. Y del mismo modo en los restantes, dispuestos de esta
forma los nimeros que hemos escrito antes, esta claro que se entiende lo mismo.

Pero si intercalas entre un primero y un segundo que tienen una parte mas
larga que otra también el segundo tetragono -el que en el orden es el segundo
ciertamente, pero que es primero en realidad y en acto-, la suma de los dos que
tienen una parte mas larga que otra, y de multiplicar el tetrdgono medio por dos,
forma a su vez un tetragono. Pues entre el seis y el nimero dos, que son el primero
y el segundo que tienen una parte mas larga que otra, si se coloca un cuatro que es
segundo en su serie -pero que es el primer tetrdgono en acto- y se suman el dos y
el seis, resultan ocho; entonces, si se multiplica por dos el cuatro del medio,
resultan de nuevo ocho, que sumados con los ocho anteriores forman un tetragono
de dieciséis:

(véase esquema en fol. 15 v.)

Tampoco se debe observar con menor admiracidn que, segln las naturalezas
propias, cuando dos tetragonos se presentan por separado y se les coloca en medio
uno que tiene una parte mas larga que la otra, el tetrdgono que surge siempre se
genera del impar. Pues de los anteriores uno y cuatro, multiplicado el dos por dos,
se crea un tetrdgono de nueve, es decir, el que se genera del tres, ya que tres por
tres hacen nueve y el tres es un nimero impar. Y el siguiente, que se forma a partir
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del cuatro y el nueve, y de la multiplicacién de seis por dos, el tetrdgono de
veinticinco, nace del cinco impar, que es el que viene inmediatamente detras del
tres; pues el cinco por cinco da veinticinco y el cinco es el namero impar detras del
tres. Al siguiente también se le aplica lo mismo. Pues el cuadrado de cuarenta y
nueve, que se crea a partir del nueve y del dieciséis, multiplicado el doce por dos,
se hace a partir del siete impar5 y va inmediatamente detras del cinco, ya que siete
por siete dan cuarenta y nueve.

Pero cuando dos de los que tienen una parte mas larga que la otra, por
separado, encierran en medio un tetragono, todos los tetrdgonos que se han
formado a partir de éstos, vienen de los pares. Pues el tetragono de dieciséis, que
se ha formado a partir de dos y seis, que tienen una parte mas larga que la otra, y
de un cuatro multiplicado por dos, se crea a partir del nimero cuatro, esto es, par;
ya que cuatro por cuatro son dieciséis.

Y también en la serie que continla, cuando a partir de seis y doce, y a su
suma viene el nueve multiplicado por dos, se hacen treinta y seis, que se forma a
partir del ndmero par inmediatamente siguiente, el seis; pues seis por seis
ascienden a treinta y seis. Y no menos le corresponde la misma aplicacion al
tetrdgono de 64, formado a partir de 12 y veinte, y dos por dieciséis, pues nace del
ocho que es el que sigue inmediatamente al seis, ya que ocho por ocho son sesenta
y cuatro. Y si pruebas también segin el mismo procedimiento en los demas, el
orden de la aplicacién no se altera.
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/16r./

Que el fundamento de las figuras se basa en los cuadrados y en todos
los que tienen mas larga una parte que la otra.

Capitulo XXXIIII.

Hay que advertir con importancia no menor que la serie integra de todas las
figuras surge de estas dos. Pues los triangulos, que producen todas las formas segun
hemos mostrado mas arriba, por juxtaposicion, una vez reunidos éstos, surgen por
asi decir, de ciertos elementos. Ya que a partir de un tetragono, el primero, y del
dos, el primero que tiene més larga una parte que otra, se forma un tridngulo de
tres, y del de dos y del cuatro, esto es, del segundo tetrdgono, se crea un triangulo
de seis. También del cuatro y del seis nace el tridngulo de diez y todo el fundamento
de los triangulos se basarad seglin esa misma norma.

Pues disponganse unos frente a otros tetrdgonos y nimeros que tienen una
parte mas larga que otra, que hemos dispuesto en dos lineas para que se apreciaran
mejor. Después los hemos mezclado y hemos escrito los triangulos que nacen de ahi:

Tetragonos

1 4 9 16 25 36 49 64 81
NUmeros que tienen una parte mas larga que otra
2 6 12 20 30 42 56 72 90

(véase el esquema de los triangulos combinados con los tetragonos y con los
que tienen una parte mas larga que otra en fol. 16r.)

Como los cuadrados se hallan a partir de los nimeros que tienen una
parte més larga que otra y que los nameros que tienen una parte mas
larga que otra, a partir de los cuadrados.

Capitulo XXXV.

Todo cuadrado, si se le afiade o se le resta su propio lado, resulta un nimero
que tienen una parte mas larga que otra. Pues el tetragono de cuatro, si se le suma
dos o se le resta dos, llega a seis si se aumenta y a dos si se reduce. Pero las dos
figuras contienen un nimero que tiene una parte mas larga que otra. Esta es la gran
fuerza de lo otro. En efecto, toda la potencia infinita e indeterminada, separandose
de la naturaleza de la igualdad, que se contiene a si misma en sus limites, o se
desborda en més o se reduce a menos.
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Que la unidad es principalmente indicativa de la sustancia de lo
mismo, en segundo lugar, los nUmeros impares, y en tercero, los
cuadrados y que principalmente es la dualidad reveladora de la
sustancia de lo otro, en segundo lugar, los nimeros pares, en tercer
lugar, los nUmeros que tienen una parte mas larga que otra.

Capitulo XXXVI.

En primer lugar, se ve claro que la unidad es de la sustancia propia de lo
inmutable, y de la naturaleza de lo mismo, mientras que la dualidad es la primera
de la alteracion y principio de diferenciacién. En segundo lugar, que todos los
ndmeros impares por parentesco con la unidad, participan de la sustancia de lo
mismo y de lo inmutable, en tanto que los pares, por afinidad con el nimero dos,
tienen entremezclada la sustancia de lo otro. Queda patente que los tetrdgonos
también se consideran del mismo modo. Pues porque su composicion y formacion
se realiza a partir de los impares, diré que estan unidos a la naturaleza inmutable.
Porque los que tienen una parte mas larga que otra se crean por unidn entre los
pares, nunca se separan del caracter variable de la alteridad.

Situados alternativamente los cuadrados y los que tienen una parte
mas larga que otra, cudl es la correspondencia entre ellos en sus
diferencias y en sus proporciones.

Capitulo XXXVII.

Por tanto, hay que observar con atencion que si los tetragonos y los que tienen
una paite mas larga que otra se colocan de tal forma que se intercalen alternativamente,
tanta afinidad hay en éstos, que por un lado se relacionan en las mismas proporciones,
y se distinguen por diferencias, pero por otro lado tienen las mismas diferencias y se
distancian en proporciones. En efecto, coloquense en serie aquellos tetrdgonos
anteriores, y los que tienen una parte mas larga que otra desde el uno:

1 2 4 6 9 12 16 20 25 30

En el esquema superior hay que fijarse sobre todo en esto: que entre el uno,
que es un tetrdgono, y el dos, hay una proporcion del doble; y entre el dos y el
cuatro, una proporcidn del doble. Por eso este tetrdgono y el nimero que tiene una
parte més larga que la otra, asi como éste Ultimo con el siguiente tetrdgono se
relacionan en la misma proporcion, pero no con las mismas diferencias. Pues de
uno a dos la diferencia es una sola unidad, pero entre el dos y el cuatro se llevan
dos nada mas. Por su parte, si se mira del dos al cuatro, hay una proporcion del
doble, si del cuatro al seis, se reconocera la proporcidn habitual sesquialtera. Luego
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si se diferencian en las proporciones, son iguales en las diferencias. Pues del dos al
cuatro y del cuatro al seis hay la misma diferencia de dos. También en los
siguientes de la misma manera se observa una proporcion que hubo en los
primeros. Pues hay la misma proporcidn, pero no tienen las mismas diferencias. El
cuatro al seis y del seis al nueve se unen por una proporcidn sesquialtera, el seis
tiene una distancia de dos con el cuatro, el nueve con el seis, de tres. También en
los siguientes se observard esa misma proporcion y tanto hay siempre
alternativamente las mismas proporciones, mientras que se dan otras diferencias,
como a la inversa, con las mismas diferencias, otras proporciones y siempre en lo
que se distinguen, segun el orden del namero natural los tetragonos y los que tienen
una parte mas larga que la otra, la progresion se hace sélo con la duplicacion de los
valores del nimero natural. Esto no debe parecer sorprendente. Pues nosotros
hemos reduplicado las cantidades de los tetrdgonos y de los que tienen una parte
mas larga que la otra en primeras y segundas proporciones:

Proporciones

Doble sesquidltera sesquitercia sesquicuarta
1 2 4 6 9 12 16 20
1 2 2 3 3 4
Diferencias

También esas mismas diferencias de manera admirable avanzan desde el todo
a través de las partes siguientes y a través de las mismas unidades con las que han
crecido antes. Pues entre el uno y el dos sélo se intercala la unidad, ésta es la
totalidad de la unidad a la cual se iguala, pero la mitad del dos. Y de la misma
manera, entre dos y cuatro s6lo hay dos, que son la totalidad el dos, pero la mitad
del cuatro. Entre el cuatro y el seis hay los mismos dos, la mitad respecto al cuatro,
respecto al seis la tercera parte. Pero el tres el siguiente, que es la diferencia entre el
6y el 9, es ciertamente la mitad del seis, pero la tercera parte del nueve. Y a su vez
ese namero tres, que es la tercera parte del nueve, es la cuarta del doce, y del mismo
modo hasta el final del esquema se duplican las cantidades de este modo, segun la
misma cantidad relativa se duplica, observaras una progresion similar de las partes.

Prueba de que los cuadrados pertenecen a la naturaleza de lo mismo.
Capitulo XXXVIII.

La sefial clarisima de que los tetrdgonos estan emparentados con los impares,
es que en toda disposicidn desde el uno, sea en los dobles o en los triples se entabla
una serie de tal naturaleza que nunca se encuentra un tetrdgono mas que en un lugar
impar. Coloquemos los nimeros en serie, en primer lugar los dobles, en segundo,
los triples.
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IMin.I

1 2 4 8 16 32 64 128 256
1 3 9 27 81 243 729 2187 6561

Si observas en las dos lineas los primeros, cada uno de los que encuentras,
porque son tetragonos, estan colocados en lugar impar, porque son los primeros.
Pero si miras el lugar tercero, veras el cuatro y el nueve, de los cuales aquél
proviene del dos y éste del tres y que estan en lugar par. Después si miras el quinto
lugar, veras el 16y el 81, y mientras que el uno nace del cuatro, el nueve crea al
otro. Y si vuelves a mirar el noveno lugar, veras los tetrdgonos del 256 y del 6561,
de los cuales el primero se obtiene del dieciséis y el segundo del ochenta y uno. Se
presenta igual si se quiere hacerlo hasta el infinito sin diferencia.

Que los cubos participan de la sustancia
de lo mismo, porque nacen de los impares.

Capitulo XXXVIIII.

Los cubos mismos que, aunque se extienden en tres dimensiones, participan
por una multiplicacién similar de la sustancia inmutable, y son socios de la misma
naturaleza, no se obtienen de otra suma que de la de los impares, y nunca de los
pares. Pues si se disponen todos los impares comenzando por la unidad,
desplegaran todas las figuras cubicas:

1 3 5 7 9 n 13 15 17 19 21

En estos numeros, el primero daréd un cubo en potencia y en virtualidad, pero
sumados los dos que le siguen, es decir, el tres y el cinco, configuraran el segundo
cubo, que es el de ocho.

Sumados los tres que siguen, el siete, el nueve y el once, daran un cubo que
se contiene en el nimero veintisiete, que es el tercero. Y los siguientes cuatro daran
el cuarto, y los cinco que siguen, el quinto y del mismo modo, cual es el lugar de
un cubo, otros tantos impares se suman para producirlo. Esto muestra con claridad
la descripcion siguiente:

1 3 5 7 9 1 13 15 17 19 21 23 252729
1 8 27 64 125
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De las proporciones.
Capitulo XL.

Se ha explicado este tema suficientemente. Ahora resulta oportuno comentar
algo acerca de las proporciones que pueden ser de provecho para los estudios de
musica y las sutilidades de la astronomia, o en virtud de la consideracion
geométrica y también para la comprensién de las lecturas de los antiguos, y
terminar de la manera mas adecuada con la introduccidn aritmética.

La proporcionalidad es una comparacidn y reunién de dos o de tres o del
ndmero que sea de proporciones en una sola. Para definirla de manera general, la
proporcionalidad es una relacion semejante de dos o de muchas proporciones,
aunque no se hayan constituido con las mismas cantidades y diferencias
(entendiendo por diferencia la cantidad que media entre los nimeros).

La proporcién es una relacién y por asi decir definicion de dos términos
entre si, cuya reunion en cuanto que se establece, es algo proporcional. Porque es
la reunion de los nameros lo que hace la proporcidn. En tres términos se encuentra
una proporcionalidad minima. También se hace en muchos, pero es mas extensa.
Asi como del dos al uno, tienen una proporcion del doble, porque son dos términos.
Y si comparas cuatro frente a dos, esto también es una proporcién doble. Si
consideras seguidamente estos tres términos, la proporcionalidad se consigue a
partir de dos proporciones y es proporcion de uno a dos y de dos a cuatro. Pues la
proporcionalidad es la reunién de proporciones y su reduccién a una.

Se hace también en proporciones mas amplias. Pues si quieres sumar a estos
cuatro nimeros el ocho, y a éstos, dieciséis, y a éstos treinta y dos, y asi en adelante
los dobles que siguen, se encuentra en todos la proporcionalidad doble a partir de
proporciones dobles.

Por tanto, cada vez que uno y el mismo término de tal manera se relaciona
con dos términos de su entorno, que respecto de uno es antecedente y respecto del
otro, consecuente, esta proporcionalidad se llama continua, por ejemplo,
uno,dos,cuatro. Hay también igualdad en estas proporciones y como son cuatro
respecto a dos, asi son dos respecto a uno y a su vez, como Son uno respecto a dos,
asi dos en relacion con cuatro. Y asi segun la cantidad del niUmero, también es de
esa manera.

Pues en la misma cantidad en que el tres supera a dos, en esa misma supera
dos a la unidad, y en la medida en que uno es menor respecto de dos, en esa el dos
es superado por el tres. Pero si se relaciona un término con otro, y ese otro con otro
mas, es necesario que se llame relacidn disjunta, como son los que se relacionan
segun la cualidad de la proporcion (uno, dos, cuatro y ocho). Asi son el dos con el
uno, asi el ocho con el cuatro y viceversa, segun el cuatro con el uno, asi el ocho
con el dos. Segun la cantidad del nimero, como son uno, dos, tres y cuatro.
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Pues en la medida en que uno es superado por el dos, en esa es superado el
tres por el cuatro, y en tanto sobrepasa el dos al uno, como el cuatro excede del tres.
También al revés, uno es menor que tres en la medida en que dos es inferior a
cuatro, o en tanto es mayor tres que uno, como el cuatro excede del dos.

Qué han entendido los antiguos
por proporcion y cuales se le han afadido.

Capitulo XLI.

Entre los antiguos se admitian y conocian todas aquellas de las que tuvieron
conocimiento Pitdgoras, Platon o Aristételes; éstas son las tres medias: aritmética,
geométrica y armdnica. Después de estas relaciones proporcionales, hay otras tres
que no se conocen con un nombre determinado, pero que se designan como cuarta,
quinta y sexta, y son opuestas a las que hemos citado antes.

Pero los que vinieron después, por la perfeccién del nimero diez, que era
el que mas le complacia a Pitagoras, afiadieron otras cuatro medias, para que
formaran un corpus en estas proporcionalidades de la decena. Segun este nimero
las cinco relaciones anteriores y las comparaciones han sido descritas, de modo que
respecto a las cinco proporciones mayores, que llamamos antecedentes, les
confrontamos otros términos menores, que Illamamos consecuentes.

De ahi también que en la descripcion aristotélica de las diez categorias y
antes en la de Arquitas, se encuentra claramente la decena pitag6rica, puesto que
Platon, muy respetuoso con Pitagoras, hace sus divisiones segin este cémputo, y
el pitagorico Arquitas antes de Aristdteles, aunque sea ambiguo en ciertas
cuestiones, establece estas diez categorias. También de ahi las diez partes de los
miembros, de ahi otras muchas influencias que no es necesario detallar una por
una.

Que hay que hablar en primer lugar
de la que se llama proporcion aritmética.

Capitulo XLII.

Ahora hay que hablar de las proporcionalidades y de las medias, y
ciertamente en primer lugar trataremos de esa media que
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sin tener en cuenta la igualdad de la proporcion, segun la igualdad de la cantidad, conserva
las relaciones de los términos considerados. En estas cantidades tiene vigencia esa media y
ha de observarse en éstas en las cuales los términos difieren de si mismos. Se ha definido
antes qué es la diferencia de los términos. Pero la argumentacion misma ha dejado claro que
ésta es la media aritmética de los nimeros, porque la proporcién de ella reside en la
cantidad del namero.

Por tanto, ¢qué razon hay para anteponer la relacion de los términos de esta clase,
esto es, la aritmética, a todas las demas proporcionalidades? En primer lugar, se nos
presenta la misma naturaleza de los nimeros y el valor de la cantidad natural. Pues
reconocemos todas las proporciones de esta clase que son pertinentes a las diferencias de
los términos, como se demostrard un poco mas abajo.

En segundo lugar, lo que nos ha aparecido en la explicacion del libro anterior: que
la ciencia aritmética es anterior a la geometria y a la mdsica y que no implica a estas
ciencias, pero que sin ella, se pierden las otras. Por eso nuestra explicacion avanzara por
orden si se ha de comenzar por esa media que consiste en la diferencia del nimero, no en
un andlisis de la proporcidn.

De la media aritmética y sus propiedades.
Capitulo XLIII.

Llamamos media aritmética a la media, cada vez que considerados tres términos
cualesquiera, se halla una misma e igual diferencia entre todos los términos establecidos. En
ella, descuidando la igualdad de la proporcion, se observa la consideracion solo de los
términos y de sus diferencias, como uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez.
En esta serie del nimero natural, si alguien se preocupa de ver seguidamente las diferencias
de los términos, segun la media aritmética, la distancia de los términos entre si es igual, pues
iguales son también sus diferencias, pero no es la misma proporcion ni relacion.

Asi, si se trata de tres términos, se llama proporcionalidad continua, pero si uno es
antecedente y otro consecuente, alli donde los dos son distintos, se llamard media disjunta.
Por tanto, si examinas segun la media continua sélo en tres términos, o0 cuatro 0 en
cualquiera otros en media disjunta, veras siempre esas mismas diferencias de términos,
alteradas solamente las proporciones.

Si alguien lo comprende en un ejemplo, no se le pasara inadvertida el resto de la
relacion. Sea la media continua uno, dos, tres. Este uno se diferencia del dos y dos del tres
s6lo en una unidad, y son las mismas diferencias, pero distintas proporciones. En efecto, dos
respecto a uno es el doble, tres respecto a dos es proporcion sesquialtera. Y veras lo mismo
en los restantes. Pero si eliges, mezclando y dejando a un lado algunos, y analizas éstos,
puede ocurrir lo mismo. Pues si saltas términos iguales y que se pasan de uno en uno en la
primera disposicion, si introduces algunos, se advertira la diferencia del dos solo, pero si
pasas dos, de tres, si pasas tres, de cuatro, si pasas cuatro, de cinco. Y habra aquella
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diferencia de términos que buscamos en uno mas de los términos saltados, pasando del
mismo modo. Pues si en tres términos se salta cada vez un término, la diferencia sera
siempre de dos:

¢Ves que como mas arriba los términos se pasan en la serie del nGmero natural, y
pasando dos y cuatro, uno comparado con tres y tres comparado con cinco, tienen en
diferencia el dos solo? También es valida esa observacidn en la disjunta.

Diferencias

Con tales indicios ningun error nos puede despistar de esa semejanza. Pues si saltas
dos, la diferencia contenida sera de tres, si tres, de cuatro, si cuatro, de cinco igualmente en
proporciones continuas y disjuntas. La cualidad de la proporcion no sera la misma, aunque
los términos se hayan distribuido en diferencias iguales. Y si inversamente se disponen para
que la cualidad de la proporcién resulte la misma, pero no con las mismas diferencias, tal
proporcionalidad se llama geométrica, no aritmética.

Sin embargo, lo propio de esta media es que si el estudio se hace en tres términos,
si se le suman los extremos, el término que se encuentra entre los extremos, sera la media
no por el lugar, sino por la cantidad. Por ejemplo, si se consideran uno, dos y tres, el unoy
el tres dan cuatro, pero dos que esta en medio entre los otros dos nimeros, es la mitad de
cuatro. Y si son 1,2,3 y 4, uno y cuatro suman cinco, dos y tres estdn en medio y suman a
su vez cinco:

(véase esquema en fol. 17 r.)

También esta unido por una propiedad solida el hecho de que, segln son todos los
términos de la disposicion de este modo respecto de si mismos,
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asi son las diferencias establecidas respecto de sus diferencias. Efectivamente, todo
término es igual a si mismo y las diferencias son iguales a las diferencias. Mas sutil
es lo que muchos entendidos en estas disciplinas salvo Nicomaco no habian visto
nunca antes: que en toda disposicion, continua o disjunta, el producto de los dos
extremos es menor que el producto de las dos diferencias que se encuentran entre
los términos en si. Pues consideremos tres términos de esta manera: tres, cinco,
siete. Si se multiplican tres por siete, salen veintiuno. Si multiplicas el término
medio, esto es, el cinco, por si mismo, cinco por cinco hacen veinticinco. Y este
nimero es mayor en cuatro respecto de aquél que resulta del producto de los
extremos, es decir, cuatro es el nimero determinado por las diferencias. Pues entre
tres y cinco, cinco y siete, hay dos; si multiplicas éstos entre si, dan cuatro. Dos por
dos son cuatro. Por tanto, se ha dicho bien que en esta disposicion de esta manera,
el producto de los extremos es menor que el nimero que resulta de las medias en
tanto en cuanto las diferencias multiplicadas entre si lo restablecen.

(véase esquema en fol. 17 v.)

La cuarta propiedad de las series de esta clase se observa en relacién con lo
que los antiguos consideraron lo mas importante: que en esta proporcionalidad o
media es necesario que las proporciones sean mayores en los términos menores, y
menores en los mayores.

En efecto, en esta disposicién uno, dos, tres, son términos menores el uno
y el dos, y mayores el dos y el tres. Y dos respecto a uno es el doble, pero tres en
relacién con dos, tiene una proporcién sesquialtera. Pero es mayor la proporcién
del doble que la sesquiéltera.

Sin embargo, en una media armdnica, sucede al contrario, pues en los
términos menores se mantienen proporciones menores y en los mayores la cantidad
de la proporcion es mayor. Pero de estas medias, esto es, de la aritmética y de la
armdnica, se ha advertido que la proporcionalidad geométrica es la media que
mantiene la igualdad numérica de las proporciones en los términos mayores como
en los menores. Pero entre el mayor y el menor la igualdad se pone en el lugar de
la media. Y ya se ha tratado suficiente la media aritmética.

De la media geométrica y sus propiedades.
Capitulo XLIIII.

Expliguemos ahora la media geométrica, que sigue a ésta, y que es la Gnica
que se puede llamar proporcionalidad mas que ninguna, porque se observa en esas
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mismas proporciones de los términos, tanto en los mayores como en los menores.
Pues se mantiene siempre una proporcion igual, la cantidad del nimero y su
magnitud no se tienen en cuenta, al contrario que en la media aritmética. Asi como
son uno, dos, cuatro, ocho, dieciséis, treinta y dos, sesenta y cuatro o en proporcion
del triple, uno, tres, ocho, veintisiete, ochenta y uno, o si cuadruple o quintuple o
sea cualquier multiplo. Pues en éstos tomas términos cualesquiera, cumpliran la
media geométrica, ya sea el primero frente al siguiente, como el siguiente frente a
otro y a su vez, si se realiza alternativamente, ocurrira lo mismo.

Si se ponen tres términos, dos, cuatro y ocho, como son ocho respecto al
cuatro, asi cuatro respecto a dos. Y viceversa, como son dos en relacion con cuatro,
asi seran cuatro en relacién con ocho.

Doble Doble

O si en cuatro términos, como son dos, cuatro, ocho, dieciséis, en la relacion
en que estan el primero con el tercero, esto es, el dos y el ocho, asi estaran el
segundo y el cuarto, esto es, cuatro respecto de dieciséis. Pues las dos proporciones
son el cuadruple. Y a la inversa, segun esta el cuarto respecto del segundo, asi se
ve el tercero respecto al primero.

Pero también esto se puede observar separando los términos. Pues seguln es
el primero respecto al segundo, esto es, el dos respecto del cuatro, asi el tercero
respecto del cuarto, esto es, el ocho en relacién con el dieciséis. Y a la inversa,
como el segundo en relacién con el primero, esto es, el cuatro respecto al dos, asi
el cuarto en relacion con el tercero, esto es, dieciséis respecto de ocho. Y
observarés eso en todos, tras calcular la relacion.

Doble Doble

cuadruple cuadruple

Sin embargo, la media de esta clase tiene la propiedad de que en toda serie
dispuesta segln esta proporcionalidad de términos, las diferencias entre ellos estan
en la misma proporcién en que han estado los términos a los que corresponden esas
diferencias.

Pues si son términos dobles entre si, las diferencias serdn también dobles, si
son triples, triples, o segin el multiplo que sea, habra una misma multiplicidad en
las diferencias que encontrard una primera observacién en los términos, como
muestra el esquema siguiente:
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Diferencias dobles

1 2 4 8 16 32 64 128

1 2 4 8 16 32 64 128 256

Términos dobles

Nadie puede dudar de que cuando todos los términos son dobles, también las
diferencias de esos términos parecen ser dobles; la serie superior correspondera en
un término menos, por asi decir, que en las diferencias casi todos los términos
colocados debajo, a los que corresponden esas diferencias.

Hay también otra propiedad: que todo término mayor comparado con el
menor, lo contendrd como diferencia. En efecto, el dos se diferencia de la unidad
por la unidad misma, y el cuatro con el dos en esos mismos dos, el ocho con el
cuatro en esos mismos cuatro y en adelante otros mayores se diferencias de los
mismos menores por esa misma cantidad por la que los superan.

Y esto corresponde ciertamente a la proporcién del doble, pero si son
proporciones triples,
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el término mayor se diferencia del menor en el término menor multiplicado por dos;
por ejemplo, si son 1, 3, 9. El tres se diferencia del uno en dos, en el cual la unidad,
esto es, el término menor, esta multiplicado por dos; y el nueve con el tres se
diferencian en seis, que resulta de tres multiplicado por dos. Y en todos los demas
se encontrarda una relacién de esta clase. Pero si son cuadruples, multiplicado el
término menor por tres, darad la distancia del término menor al mayor; y si son
quintuples, se multiplica el término menor por cuatro, si son séxtuples, se multiplica
por cinco, y se multiplica por uno menos de lo que es la proporcion de los menores
a los mayores, en la que el nimero mayor supera al menor.

Diferencias menores

Diferencias dobles menores

Términos triples

Diferencias triples menores

Esta proporcionalidad se encuentra en todas las demés, en los
superparticulares o en los superpartientes conservando en todos una propiedad de
esta clase: que en la proporcion continua, el producto de los extremos, si se dan tres
términos, resulta de la multiplicacion de la media. Pues si hay dos, cuatro, ocho, lo
que resulta de multiplicar ocho por dos, es lo mismo que de cuatro por cuatro, o Si
es una proporcién disjunta en cuatro términos, lo que resulta de los dos extremos,
se consigue de la multiplicacidn de las dos medias. Sean por ejemplo dos, cuatro,
ocho, dieciséis; lo que resulta de dieciséis por dos es lo que da ocho por cuatro.

El ejemplo més notable y cierto para nosotros es aquel donde decimos que
desde la igualdad se confunden todas las especies de desigualdad. Pues alli en todos
los maltiplos, en los superparticulares y en todos los afines, se mantiene la
proporcionalidad geométrica, que contiene todas estas propriedades que hemos
citado antes.
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Hay una cuarta propiedad de esta media que siempre hay la misma
proporcién en los términos mayores y en los menores. En efecto, si se disponen
dos, cuatro, ocho, dieciséis, treinta y dos, sesenta y cuatro, la proporcién entre
todos estos es del doble. Aparece también esta proporcionalidad en dos
proporciones, en los niUmeros que tienen una parte mas larga que la otra desde la
unidad, y en los cuadrados dispuestos desde la primera relacion de multiplo, esto
es, desde el doble, pasando por todas las relaciones y proporciones del
superparticular, como se ha descrito en el esquema siguiente:

Tetragono 1

NUmero con una parte mas 2 Doble

larga que otra

Tetragono 4 Doble
Ndmero con una parte mas 6 Sesquidltera
larga que otra

Tetragono 9 Sesquialtera
Ndmero con una parte mas 12 Sesquitercia
larga que otra

Tetrdgono 16 Sesquitercia
Ndmero con una parte mas 20 Sesquicuarta
larga que otra

Tetragono 25 Sesquicuarta
NdUmero con una parte mas 30 Sesquiquinta
larga que otra

Tetragono 36 Sesquiquinta
NUmero con una parte mas 42 Sesquisexta

larga que otra

Tetragono 49 Sesquisexta

Estas medias con qué formas
de organizacion politica se comparan.

Capitulo XLV.

Y por eso se compara la aritmética al estado que es regido por una
oligarquia, porque en los términos menores la proporcién es mayor. Dicen que la
media musica es el estado de los aristdcratas porque en los términos mayores se
encuentra mayor proporcién. La media geométrica es imagen en cierto modo del
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estado democratico en el que todos los ciudadanos son iguales. Pues esta
constituida por una proporcionalidad igual en los mayores que en los menores y
hay una cierta igualdad de la media entre todos que preserva el derecho igualitario
en las relaciones.

Que las superficies se relacionan por una sola media proporcional,
mientras que entre los nameros solidos hay dos, colocadas en medio.
Capitulo XLVI.

Después de esto, es tiempo ya de que expliquemos ahora cierta nocion muy
atil en cierto estudio de Platon que trata en la cosmogonia del Timeo con un sistema
nada facil o accesible para cualquiera. Pues todas las figuras planas que no crecen
en altitud, se relacionan s6lo por una media geométrica; no se puede encontrar otra
que los relacione. Por eso, en éstos se han constituido dos intervalos solamente, a
saber, del primero al medio y del medio al tercero. Si hay cubos, tendran s6lo dos
medias proporcionales, puesto que no se puede encontrar una tercera segun la
proporcion geométrica. De ahi que se dice que las formas sdélidas tienen tres
intervalos. Pues hay un intervalo del primero al sequndo y del segundo al tercero,
y del tercero al cuarto, que es evidentemente la Ultima distancia.

En consecuencia, se dice que las figuras planas se definen por dos intervalos
y las sdlidas por tres. Pues sean dos tetragonos, cuatro y nueve. De éstos, uno soélo
puede establecerse como medio en la misma proporcion. Pues el seis en relacion al
cuatro esta en la proporcién sesquialtera, y el nueve respecto al seis de la misma
manera en la sesquialtera. Por eso sucede que los lados de los tetrdgonos dan la
media de seis. Pues el lado del tetrdgono de cuatro es dos y el lado del de nueve,
tres. Luego multiplicados dan un seis. Y siempre que, dados dos tetragonos,
queremos hallar la media de ellos, hay que multiplicar sus lados y el nimero que
resulta es la media.

Si son cubos, como el ocho y el veintisiete, se pueden establecer solamente
dos medias entre éstos de la misma proporcidn, doce y dieciocho. Pues doce
respecto a ocho y dieciocho respecto a doce, y veintisiete respecto a dieciocho se
relacionan en la proporcion sesquidltera. En éstos también hay la misma relacién
entre los lados. En efecto, una media une dos lados de uno de los cubos, el que esta
méas proximo a ella, y un lado del que esta situado al otro lado. En la otra media
también sucede lo mismo. Pues dispénganse dos cubos, y en medio de ellos, las dos
medias que hemos citado antes, ocho, doce, dieciocho, veintisiete. El lado del de
ocho es dos, pues dos, por dos, por dos da ocho; el del de veintisiete es tres, porque
tres, por tres, por tres llegan a veintisiete. Por tanto, la media que estd junto al ocho,
esto es, el doce, recibe dos lados del de ocho, cercano a él y otro un lado del cubo
situado al otro lado,
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el de veintisiete. Pues dos por dos por tres dan doce. Y dieciocho por la misma
razon retne dos lados del cercano a él, el cubo de veintisiete y uno del cubo situado
al otro lado, el de ocho. Ya que tres por tres por dos dan dieciocho. Esto ha de ser
observado en todos los casos.

Si un tetragono se multiplica por otro, sale un tetragono sin duda; pero si un
numero de una parte mas larga que otra se multiplica por un tetrdgono o un
tetrdgono por un nimero que tiene una parte mas larga que otra, nunca resulta un
tetrdgono, siempre se aumenta el nimero que tiene una parte méas larga que otra. A
su vez, si un cubo se multiplica por un cubo, se determina la forma de un cubo.

Pero si un nimero que tiene una parte mas larga que otra se multiplica por
un cubo o un cubo por un ndmero que tiene una parte méas larga que otra, nunca se
creard un cubo.

Esto sucede por la semejanza del par y del impar. Pues si se multiplica un
par por un par, siempre resulta un par, pero si multiplicas un impar por un impar
resulta siempre un impar. Si un impar se multiplica por un impar o un impar por un
par, siempre resulta un par. Esto se deduce facilmente de la lectura de Platén en los
libros De republica en el pasaje que se llama nupcial, que el filésofo introduce por
medio de la méascara de las Musas. Pero ahora hay que volver a la tercera media.

De la media armoénica y de sus propiedades.
Capitulo XLVII.

La media armdnica es la que no se establece ni con las mismas diferencias
ni con proporciones iguales, sino aquella en la que segin un término mayor se
opone al menor, asi se relaciona la diferencia del mayor y del medio frente a la
diferencia del medio y del menor.

Si son por ejemplo tres, cuatro, seis, o dos, tres, seis. Pues el seis supera al
cuatro en su tercera parte, esto es, en dos, el cuatro al tres en su cuarta parte esto
es, en uno, y el seis al tres en su mitad, que es tres, mientras que el tres sobrepasa
al dos en su tercera parte, esto es, en la unidad. Por eso en éstos ni hay la misma
proporcion de los términos, ni las mismas diferencias.

Sin embargo, segun se relacionan el término mayor y el menor, asi la
diferencia del mayor y del medio respecto de la diferencia del medio al dltimo. En
efecto, en esta proporcidén que es tres, cuatro, seis, el término mayor, esto es, el seis,
en relacién con el menor, el tres, es el doble, y la diferencia del mayor y del medio,
esto es, el seis y el cuatro, es decir, dos, respecto a la diferencia del medio y del
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ultimo, esto es, del cuatro y del tres, que es la unidad, se ve que es el doble. Pero
esto también se muestra en el esquema siguiente:

Diferencias dobles

3 4 6

Términos dobles

Diferencias triples

2 3 6

Términos triples

Sin embargo, tiene una propiedad, segln se ha dicho, contraria a la media
aritmética. Pues en ella la proporcion era mayor en los términos menores, y menor
en los mayores. Pero en esta media, en los términos mayores es mayor la
proporcion y menor en los menores. Efectivamente, en la serie 3, 4, 6, comparados
el tres con el cuatro dan una relacidn sesquitercia, pero la de seis con cuatro es
sesquialtera. La proporcion sesquialtera es mayor respecto de la sesquitercia, en la
medida en que la mitad es superior a la tercera parte.

En consecuencia con razon una media geométrica se considera que es
propiamente una proporcién, a saber, porque es intermedia entre aquélla donde
entre los términos mayores hay una proporciéon menor y en los menores, mayor, y
aquélla otra en que en los mayores es mayor y en los menores, menor. Pues es
vardederamente proporcionalidad la que teniendo en cierto modo el lugar de una
media se define por una relacidn igual de proporciones tanto en los términos
mayores como en los menores.

Esto es también el signo de que la media es en cierto modo la proporcion
geométrica. En la proporcion aritmética, el término medio supera al menor y es
superado por el mayor en la misma parte de si, pero en una parte del menor y en
otra distinta del mayor. Pues sea la serie aritmética dos,tres,cuatro. EI nimero tres
supera al dos en la tercera parte de si, esto es, en uno, y es superado por el cuatro
en la tercera parte de si, esto es, en uno. Pero el tres supera al menor en una parte
de si que no es la misma que aquella en la que es superado por el mayor, pues
supera al menor, esto es, el dos, en uno, es decir, la mitad del dos mismo, y el cuatro
lo deja atrds en uno, y ésta es la cuarta parte del cuatro.

156



Instituto Arithmetica

Por tanto, se dice con razon que el término medio en la media de este género
supera al menor y es superado por el mayor en la misma parte de si mismo, pero
que sobrepasa al menor y es superado por el mayor en una parte del menor que no
es la misma que la del mayor.

Por contrario, la media armdnica tiene proporciones opuestas. En efecto, en
esta proporcion el término medio no supera al menor o es superado por el mayor
en la misma parte de él, sino que supera al menor en la misma parte del menor que
la parte del mayor en que éste le supera. En esta serie armonica que es 2,3,6, el tres
es mayor que el dos en la tercera parte de siy el tres es superado por el seis en toda
la cantidad de si mismo, esto es, en tres, y los mismo el tres supera al menor en la
mitad del menor, es decir, en uno, y es superado por el término mayor en la mitad
del mayor, esto es, en tres.

Sin embargo, la media armdénica tienen otra propiedad: que cuando la
media se multiplica por la suma de los dos extremos, retdine una cantidad doble a la
que resulta si se multiplican los extremos. Pues sean estos términos tres, cuatro,
seis. Si sumas el tres y el seis, conseguiras nueve, que multiplicado por cuatro, hace
treinta y seis; si se multiplican los extremos mismos, tres por seis, hacen dieciocho,
que es la mitad de la suma anterior.

(véase esquema en fol. 18 v.)
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Por qué se ha llamado a la que hemos deducido, media armédnica.
Capitulo XLVIIL.

Quiza parezca que hay que considerar por qué Illamamos armoénica a esta
media. EI motivo de ello es que la serie aritmética divide las cantidades solamente
por diferencias iguales, mientras que la geométrica relaciona términos en una
proporcidn equivalente. En tanto que la arménica, de manera relativa por asi decir,
analiza la proporcion no solo en los términos ni sélo en las diferencias, sino en los
dos a la vez. Pues busca tal como los términos extremos son en si, del mismo modo,
la diferencia del mayor al mediano frente a la diferencia del mediano al Gltimo.

Hemos demostrado propiamente en la division general del primer libro que
la perspectiva armonica es relativa. También encontrards frecuentemente en esta
media y casi en ella sola las proporciones de las consonancias musicales que
llaman sinfonias. Pues el acorde de cuarta, que es el principal y en cierto modo
adquiere el valor de principio elemental -se establece en proporcidn epitrita, como
es la de cuatro respecto de tres- se encuentra en las medias armdnicas de esta clase.
Pues sean términos de este género de media armoénica, cuyos extremos son dobles,
y por otra parte, otra serie cuyos extremos son triples.

El seis es el doble respecto de tres, y lo mismo en la otra serie el seis respecto
del dos es el triple. Si hallamos las diferencias y las comparamos unas con otras,
resulta una proporcion epitrita, en la que resuena un acorde de cuarta. Porque entre
el tres y el seis esta el tres y entre el dos y el seis, el cuatro, que comparados entre
si dan una proporcién sesquitercia.

(véase esquema en fol. 19 r.)

También en esa media se establece un acorde de quinta, que restaura la serie
de proporcion sesquialtera. Pues en estas dos series que se han colocado debajo, el
seis esta en relacion sesquialtera con el cuatro y en el triple, el tres tienen esa
relacion con el dos. De ello se infiere un acorde de quinta.

(véase esquema en fol. 19r.)
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Después de la quinta, la octava, que resulta del doble, que se muestra en el
esquema siguiente:

Doble, octava

En la serie del triple, también se establecen al mismo tiempo un acorde de
quinta y otro de octava, guardandose las proporciones sesquialtera y del doble:

Triple, quinta y octava

Y porque el triple contiene dos acordes, a saber, la de quinta y la de octava,
en la serie de este triple, en las diferencias, encontraremos de nuevo el mismo
triple, segun el esquema siguiente:

Triple

diferencias

Quinta octava

Pero en la serie del doble, el término mayor es el triple respecto de la
diferencia del término medio respecto de él, y a su vez, el término menor es el triple
respecto de la diferencia del medio comparado con el término menor:
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(véase esquema en fol. 19v.)

En cuanto al acorde mayor, que se conoce como de octava doble o dos veces
doble, porque el acorde de octava resulta de una proporcidn doble, estara en
posicion medial respecto a esta relacion de media armonica. Pues en la proporcion
doble, el término medio se encuentra en relacion del cuadruple respecto de la
diferencia entre el menor y él:

(véase esquema en fol. 19 v.)

En los extremos triples, la diferencia mayor es el cuadruple respecto a la
diferencia menor y resulta un acorde de octava doble. Pues en la serie 2,4,6, la
diferencia de los extremos, esto es, del seis y del dos, es el cuatro; pero la diferencia
menor, esto es, la del tres y el dos, es el uno. La relacién de cuatro a uno es del
cuadruple, que tiene afinidad con el acorde de octava doble.

De la armonia geométrica.

Capitulo XLIX.

Algunos llaman armoénica a esta clase de media porque siempre esta
proporcionalidad es afin a una armonia geométrica. Dicen que la armonia
geométrica es el cubo. Pues se extiende en longitud y anchura, y crece por aumento
en altura, progresando en distancias iguales, llegando a medidas iguales, ha crecido
a partes iguales y la totalidad de la figura muestra una correspondencia de igualdad.
Esta media se observa en todos los cubos, que es la armonia geométrica. Pues todo
cubo tiene doce lados, ocho angulos y seis caras. Este orden y disposicion es
armonico.

Pues dispénganse 6,8,12. Aqui segun la relacién del término mayor al mas
pequefio, asi es la diferencia del mayor y del medio respecto de la del medio y el
menor. Pues se ve que doce respecto de seis es el doble, mientras que la diferencia
del doce con el ocho es cuatro, y la del ocho con el seis es de dos. Cuatro
comparado con dos esta en relacion del doble. A su vez, el ocho, que es la media,
aventaja al menor en una parte de si, en tanto que es superado por el mayor en otra
parte de si. Pero supera al menor en la misma parte del menor aquella del mayor
en que le supera el mayor. A su vez, si se suman los extremos y se multiplican por
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el término medio 8, resultara el doble del nimero que sale de la multiplicacién de
los extremos entre si.

Encontramos en esta serie todos los acordes musicales. El de cuarta, entre
ocho y seis, es de proporcion sesquitercia; el de quinta, entre doce y ocho, tiene
la relacién llamada sesquidltera. En cambio, la octava, que nace del doble, resulta
en la comparacidn del doce y el seis. El de octava y el de quinta, que tienen una
relacion del triple, resulta de la diferencia de los extremos respecto de la
diferencia menor. En efecto, hay una diferencia del doce con el seis, pero la
diferencia menor es la del ocho con el seis, esto es, el dos; el seis respecto del dos
es el triple, y hacen resonar el acorde de octava al mismo tiempo que el de quinta.
Pero la mayor consonancia, que es la del acorde de octava doble, que resulta del
cuadruple, se observa en la comparacién del término medio, esto es, el ocho y de
la diferencia que se encuentra entre el ocho y el seis.

Por eso se da el nombre de media armdnica a esta clase de proporcion que
le es propia y adecuada.

Como situados dos términos uno frente al otro, se
intercalan las medias aritmética, geométrica y armonica.
La generacion de estas medias.

Capitulo L.

Debemos mostrar seguidamente como en una flauta en la que los agujeros de
los extremos permanecen abiertos, cuando los musicos abren distintos agujeros
medios y tapan otros con los dedos, emite distintos sonidos; o como tensando dos
cuerdas a los lados con otra en medio, el misico modera el sonido de la medial en
sentido ascendente o descendente; del mismo modo, dados dos nimeros, vamos a
probar a insertar una media aritmética, una media geométrica y una media armonica,
que recibe correcta y propiamente el nombre de media, porque parece desplazarse y
cambiar, manteniendo los extremos. Podemos cambiar esta media en dos términos
situados uno frente a otro, sean pares o impares, de modo que cuando ponemos una
media artimética, se conserve la proporcion y la igualdad de las diferencias
solamente, cuando aplicamos la geométrica, mantiene una relacion entre las
proporciones, mientras que si se aplica la arménica, no se quiebre la comparacién de
las diferencias respecto de la proporcion de los términos.

Y sean en primer lugar dos extremos pares, entre los que se deben intercalar
todas estas medias: 10 y 40. Se aplica antes la media aritmética. Luego, si coloco
veinticinco entre estos numeros, la proporcién aritmética sera mantenida
inmutablemente, en la serie de esta clase 10,25,40. Ves que los nimeros se superan
en la cantidad de quince, y que todas las propiedades que hemos indicado mas
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arriba que coincidian en la media aritmética no las encontraras anuladas en esta
serie. Pues las diferencias, que son iguales a si mismas, seglin cada uno de los
términos es a si mismo, porque es igual a si mismo; y en la medida en que el
término mayor supera al medio, en esa el medio supera al menor; la suma de los
extremos es el doble de la media y la proporcion de los términos menores es mayor
que aquella relacion que se mantiene
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entre los términos mayores; y tanto menor es el ndmero que resulta de la
multiplicacion de los extremos respecto de aquél que resulta de la multiplicacion
del medio en la medida en que las diferencias de ellos multiplicadas lo igualan;
también en la misma parte de si en que la media supera al menor, y es superado
por el mayor, la media sobrepasa al menor, pero no supera al menor en esa misma
parte del menor, o en aquella del mayor en que éste le aventaja. Todas estas
propiedades no son caracteristicas de otro género de media que no sea la aritmética,
que si el lector recuerda lo dicho anteriormente, comprendera sin duda que es asi.

A su vez, si entre 10 y 40 se interpone el 20, inmediatamente surge la media
geométrica con todas sus propiedades, desapareciendo la media aritmética. En esta
serie, 10,20,40, segun el mayor respecto al medio, asi el medio respecto al extremo,
y lo que resulta de la multiplicacion de los extremos es igual a aquél que sale de la
multiplicacion de la media. También las diferencias de los términos estan en la
misma proporcion en que estadn los términos. El incremento o disminucidn de las
proporciones segln los términos es nulo, pero la proporcion de los términos
mayores no es distinto de la proporcién de los términos menores.

Si quiero aplicar la media armonica, debo poner el ndmero 16 entre los
extremos, para que quede de esta manera: 10,16,40. Ahora, se puede reconocer
todas las propiedades armonicas en la serie de esta clase. Pues en cuanto que se
relaciona el término mayor con el menor, en esa misma proporcion las diferencias
se relacionan entre si. Y en las partes del mayor en que el medio es superado por el
mayor, en esas mismas partes del menor supera al menor; pero no es superado por
el mayor ni supera al menor en partes de la media; y en los términos mayores hay
una proporcion mayor, en los menores, menor; y si se suman los extremos y se les
suma la cantidad de la media, el nimero que resulta es el doble respecto de aquél
que sale de la multiplicacién de los extremos entre si.

Y esto ciertamente se ha probado en los términos pares. Pero si se proponen
impares, como son el 5y el 45, y se le sitla el 25 en medio, se establece la media
aritmética. Pues si son el 5, el 25 y el 45, los términos se superan en la misma
cantidad. Y se mantienen en estos términos todas las propiedades de la media
aritmética sefialadas mas arriba. Si colocado el nUmero quince en medio, para que
sean 5,15,45, los términos caen en la media geométrica, manteniendo la igualdad
de las proporciones de los términos entre si. Pero si pongo el nueve entre los dos
términos, para que sean 5,9 y 45, resulta la media armoénica, de modo que en la
suma el nimero mayor precede al menor, en esa diferencia el mayor supera a la
diferencia menor.

Debemos exponer con qué método podemos encontrar medias de esta clase.
Dados dos términos, si se debe establecer una media aritmética, hay que unir los
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dos extremos y hay que dividir el resultado de la suma, y el nimero que sale de la
division, colocado entre los extremos, dara la media aritmética. Si sumo diez y
cuarenta, hacen cincuenta, que si lo divido, da veinticinco. Este sera el término
medio segn la proporcion aritmética. Si divides al nimero en que el mayor supera
al menor y lo comparas con el menor y lo que de ahi exceda lo colocas como
medio, se forma la media aritmética. Pues el 40 supera al 10 en 30, que si lo
divides, resulta 15. Si sumas éste con el menor, esto es, el 10, sale el veinticinco,
que si lo colocas en medio, se forma la serie de la media aritmética.

Pero si se busca la proporcién geométrica, mira el lado al cuadrado de ese
namero que es el producto de los dos extremos y sitGalo a éste en el medio. Pues
el cuarenta y el diez tienen como producto el 400; si se multiplica diez por
cuarenta, resulta este nimero. Busca el lado cuadrado de estos cuatrocientos; es 20,
porque 20 por 20 son cuatrocientos. El lado cuadrado que has encontrado lo
colocas en el medio. Divide esa proporcién que mantienen entre si los términos
dados y lo que resta lo colocas en el término medio. Cuarenta es el cuadruple de
diez. Si divides el cuadruple, resulta el doble, que es veinte. Pues veinte es el doble
de diez. Si lo colocas en medio, dara la media geométrica.

Encontraras la media armonica de este modo. Multiplica la diferencia de los
términos por el término menor y suma después los téminos; a continuacion, divide
por el nimero obtenido el producto de las diferencias por el término menor, y cuando
se halla el cociente, sumarselo al término menor. Lo que resulta, se establece como
término medio. Diez y cuarenta hacen cincuenta. La diferencia entre diez y cuarenta
son treinta, que si multiplicas por diez, esto es, por el menor; diez por treinta son
trescientos. Ahora hay que dividir trescientos por el nimero que resulta de la adicion
de los dos términos, esto es, por cincuenta. En efecto, dividido por cincuenta da seis
y se obtiene un cociente de seis. Si sumas éste al término menor, se llega a dieciséis,
y éste, colocado como término medio entre diez y cuarenta servira a la proporcion o
media armonica.

De las tres medias que son contrarias
a la media armonica y a la geométrica.

Capitulo LI.

Estas son las medias descubiertas y reconocidas por los antiguos, que por eso
hemos explicado mas larga y detalladamente, porque sobre todo éstas se
encontraban al leer a los antiguos y son Utiles para casi toda clase de estudio de
estos autores. Pasamos rapido, dejando las demas medias en un segundo plano,
porque no nos son de gran provecho en nuestra lectura, sino sélo para completar la
cantidad del nimero diez. Pero para que no queden sin mencién y para que no haya
quien no las conozca, vamos a explicarlas.
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Parece que éstas son contrarias a las medias citadas arriba, de las que toman
su origen. Pues también ellas se han establecido a partir de las anteriores. Hay una
cuarta media que parece opuesta a la media arménica. En ella, propuestos tres
términos, segln la diferencia del mayor con el menor, asi la diferencia de los
términos menores con respecto a los mayores, como son el tres, el cinco y el seis.
El seis respecto al tres es el doble y los términos menores son el cinco y el tres,
mientras que los mayores son el cinco y el seis. La diferencia de los menores, es
decir, del cinco y del tres, son dos, mientras que la de los mayores, el cinco y el
seis, es uno. El dos comparado con el uno es el doble. Luego tal como es la
diferencia entre el término mayor y el menor, asi es la diferencia de los términos
menores respecto a la diferencia de los mayores.

Esta claro que esta media es opuesta y en cierto modo contraria a la media
arménica porque en ella segun es la diferencia entre el término mayor y el menor,
asi es la diferencia de los términos mayores respecto de la difrencia de los menores,
mientras que en la otra es al contrario.

Es propiedad de esta media que el producto del témino mayor respecto del
medio es el doble que aquél que resulta del menor por el medio. En efecto, seis por
cinco son treinta, y tres por cinco son quince.

Las otras medias, esto es, la quinta y la sexta, son contrarias a la media
geométrica
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y parecen opuestas a ella. La quinta media se reconoce cuando dados tres términos,
segun la diferencia del término medio con el menor, asi es la diferencia de ellos
respecto de la diferencia del medio con el mayor. Pues en esta disposicion 2,4,5, el
cuatro es el doble en relacién con el dos. Pero entre el cuatro y el dos hay dos,
mientras que entre el cuatro y el término mayor, esto es, el cinco, hay uno. Y el dos
respecto del uno es el doble. Es contrario a la media geométrica en esta proporcion
el hecho de que en ella, segln es el término mayor respecto del menor, asi es la
diferencia de los términos mayores en relacién con los menores; mientras que la
otra, de manera contraria, segun son los términos menores entre ellos, asi es la
diferencia de los términos menores en relacion con la diferencia de los términos
mayores.

Es una propiedad de esta proporcion que el producto del término mayor vy la
media es el doble del producto de los dos extremos. Efectivamente, cinco por
cuatro son veinte, y cinco por dos son diez, el veinte es el doble del diez.

La sexta media se reconoce cuando dados tres términos, segln es la relacion
entre el término mayor y el medio, asi es la diferencia de los términos menores con
la diferencia de los mayores. En esta serie que es 1,4,6, el término mayor respecto
del medio es sesquialtero, mientras que la diferencia de los menores, esto es, del
uno y del cuatro, es el tres, en tanto que la de los menores, es decir, el cuatro y el
seis, es dos. El tres en relacion con el dos hara la proporcién sesquialtera. Del
mismo modo, esta media es contraria a la geométrica, como también la quinta, por
la inversidn de la proporcidn de las diferencias entre los términos menores y los
mayores.

De las cuatro medias afiadidas por los autores posteriores para
completar el namero de diez.

Capitulo LII.

Estas son las seis medias, de las cuales tres se mantuvieron en la tradicién
desde Pitdgoras a Platon y Aristoteles. Los que vinieron después, afiadieron a sus
comentarios las que hemos explicado antes. Pero en un época posterior, segin
hemos dicho, se afiadieron otras cuatro para completar el nimero de diez, que no
se encuentran en los libros de los antiguos. Expliquémoslas lo mas brevemente
posible.

La primera de ellas es en el orden la séptima media. Se establece de este
modo: dados tres términos, segln la relacion entre el término mayor y el Gltimo, la
diferencia del término mayor y el menor respecto de la diferencia de los términos
menores, como en esta serie: 6,8,9. EIl nueve respecto al seis tienen una proporcién
sesquialtera y su diferencia es tres, en tanto que la diferencia entre los términos
menores, esto es, el ocho y el seis es dos; esto comparado con el tres anterior da
una proporcién sesquialtera.
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La segunda proporcionalidad de las cuatro, la octava en el orden general, se
reconoce cuando dados tres términos, la diferencia de los extremos es a la
diferencia de los términos mayores como son los extremos comparados entre si.
De este modo se relacionan 6,7,9. La proporcién entre el nueve y el seis es
sesquialtera. La diferencia entre ellos es de tres, que comparado con la diferencia
de los mayores, esto es, del siete y del nueve, que es dos, da una proporcion
sesquialtera.

La tercera entre estas cuatro, la novena proporcion en el orden general, se
produce cuando dados tres términos, la proporcién que mantiene el término medio
con el menor es la misma que tienen la diferencia de los extremos con respecto a
la diferencia de los menores. Asi es la serie 4,6,7. En efecto, seis respecto de cuatro
es una proporcién sesquidltera, y su diferencia es dos. La diferencia entre el siete y
el cuatro es tres, que comparada con el dos anterior forma una proporcion
sesquialtera.

La cuarta, que es la décima en el orden general, se considera en tres
términos, cuando en la serie el término medio se compara con el menor en la
proporcién de la diferencia de los extremos respecto de la diferencia de los
términos mayores. Asi se cumple en la serie 3,5,8. El cinco es el término medio,
que es superbipartiente del tres. La diferencia de los extremos, esto es, del ocho y
del tres, es el cinco, que comparado con la diferencia de los términos mayores, esto
es, el cinco y el ocho, que es tres, también resulta un superbipartiente.

Cuadro representativo de las diez medias.

Capitulo LUL.

Dispongamos de todas las media en orden, de manera que se pueda ver
muy facilmente de qué clase es cada una.

Aritmética Primera 1,2,3
Geométrica Segunda 1,24
Armonica Tercera 3,4,6
Contraria a la armonica Cuarta 3,5,6
Contraria a la geométrica Quinta 2,45
Contraria a la geométrica Sexta 1,4,6
Primera de las cuatro Séptima 6,8,9
Segunda de las cuatro Octava 6,7,9
Tercera de las cuatro Novena 4,6,7
Cuarta de las cuatro Décima 3,58
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De la armonia maxima y perfecta
gue se extiende en las tres dimensiones.

Capitulo LIHI.

Nos resta comentar la armonia maxima y perfecta que, extiéndose en tres
dimensiones, tiene una gran importancia en las combinaciones de la armonia
musical y en la observacion de la naturaleza. No se puede encontrar nada mas
perfecto que la media de esta clase, que extendida en las tres dimensiones, recibe
la naturaleza y la sustancia del cuerpo méas perfecto. De este modo hemos
demostrado que el cubo, solido en las tres dimensiones, es la plenitud de la
armonia.

Se hallara esta armonia si dados dos términos que se extienden en las tres
dimensiones, longitud, anchura y profundidad, colocados como medios dos
términos como éstos, que también tengan tres dimensiones, que sean el producto
de un igual por un igual un nimero igual de veces, o de un diferente por un
diferente, o de un diferente por un igual un ndmero igual de veces, etc.,
presentando la proporcién armonica, pueden sin embargo, si se encuentran en otra
proporcion, dar la media aritmética y no les puede faltar la media geométrica que
se encuentra entre esas dos medias.

Dados cuatro términos, si la relacion del primero con el tercero, es como la
del segundo con el cuarto, mantenidas las proporciones, se realiza la media
geomeétrica, y el producto de los extremos sera igual al que se obtiene de las dos
medias multiplicadas entre si. A su vez, si el mayor de los cuatro términos, respecto
del que esta proximo a él, tiene tal diferencia como la que tienen el préximo al
mayor con el menor, la proporcién de este tipo se inscribe en la aritmética, y la
suma de los extremos sera el doble que su propia media. Si el tercer término de los
cuatro supera al cuarto término en una misma parte del cuarto que aquella parte del
primero en que es superado por el primero, la proporcién armonica de esta clase y
la media se observan
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Instituto Arithmetica

21r./

y el producto del medio y de la suma de los extremos es el doble del producto de
los extremos. Sea un ejemplo de una serie de este tipo asi: 6,8,9,12. Sin duda son
todas cantidades de nameros solidos. Pues seis surge del producto de uno por dos
por tres, doce de dos por dos por tres; el producto de las medias, esto es, de uno por
dos por cuatro, es ocho, el de uno por tres por tres es nueve. Todos los términos
estan emparentados entre ellos y se han definido en las tres dimensiones. En éstas
se encuentra la proporcionalidad geométrica, si comparamos 12 respecto de 8 o
nueve respecto de seis. Pues la relacion es una proporcion sesquialtera, y el
producto de los extremos es igual al producto de los medios. Pues el que resulta de
doce por seis es igual al de ocho por nueve. Luego la proporciéon geométrica es de
esta manera. La aritmética aparece si se compara el doce con el nueve y el nueve
con el seis. Pues en los dos casos la diferencia es tres y la suma de los extremos es
el doble de la media. Pues si sumas seis y doce, da dieciocho, que es el doble del
nueve, el término medio. En éstos hemos observado la media geométrica y
aritmética.

También se halla la media armdnica, si comparamos el doce respecto del
ocho y de nuevo el ocho con el seis. Pues en la parte del seis en que el ocho supera
al seis, esto es, en la tercera parte, en esa parte el ocho es superado por el doce, es
la tercera parte del doce. Y si sumas los extremos, es decir, el seis y el doce y los
multiplicas por el término medio, el ocho, dan ciento cuarenta y cuatro. Si se
multiplican los extremos, es decir, el seis con el doce, hacen setenta y dos, nimero
del cual es el doble el ciento cuarenta y cuatro.

Encontramos aqui también todos los acordes musicales. En efecto, el ocho
comparado con el seis y el nueve con el doce, dan una proporcién sesquitercia, y
al mismo tiempo un acorde de cuarta; el seis respecto al nueve o el ocho respecto
al doce dan una proporcién sesquialtera, y dan un acorde de quinta; el doce
considerado respecto del seis, dan una proporcion doble, pero hacen resonar un
acorde de octava. Pero el ocho y el nueve, términos medios, comparados entre si,
dan una proporcidn de sesquioctava, que en la armonia musical se Illama tono, y es
la medida comun de todos los sonidos en la musica. Porque este sonido es el menor
de todos. Por eso es conocido que el tono es la diferencia entre los acordes de
cuarta y de quinta, al igual que entre las proporciones sesquitercia y sesquialtera,
la diferencia es la sesquioctava.

Ofrecemos un ejemplo de esta descripcién seguidamente: (véase esquemas
en fol. 21 r)
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Glosario

Epitrita: Nombre especifico de la proporcion sesquitercia en masica.
Epogdon: Nombre griego de la octava musical.

Hemiolia: Relacion equivalente a la sesquidltera, usada sobre todo en textos de
tematica musical.

Heteromique: NUmero que corresponde a una figura que tiene una parte més larga
que otra. Tiene cuatro lados y cuatro angulos, pero no todos sus lados son
iguales, sino que una parte tiene una unidad menos.

Impar paritariamente: El nimero impar paritariamente, s un nimero par que
admite una particion en partes iguales, pero éstas permaneceran, indivisibles e
inseparables.

Longuilateros: Numero formado por la multiplicacion de los nameros que superan
el uno.

Media arménica: La media armonica es la que no se establece ni con las mismas
diferencias ni con proporciones iguales, sino aquélla en la que segin un término
mayor se opone al menor; asi se relaciona la diferencia del mayor y del medio,
frente a la diferencia del medio y del menor.

Media geométrica: La media geométrica es, segin Boecio, la Unica que se puede
llamar proporcionalidad mas que ninguna, porque se observa en esas mismas
proporciones de los términos, tanto en los mayores como en los menores.

Multiplo superparticular: El multiplo superparticular es un ndmero que
comparado con otro lo contiene mas de una vez y una parte de él, esto es, tiene
el doble, el triple, el cuadruple o las veces que sea, y alguna parte, bien la mitad,
o0 la tercera parte, la cuarta o cualquiera otra multiplicidad de partes.

Mltiplo superpartiente: es un nimero que comparado con otro, lo contiene en si
entero mas de una vez, y dos, o0 tres o cuantas sean las partes de ese nimero, un
namero de partes segin la clase del nimero superpartiente.

Multiplo: NUumero que comparado con otro contiene a ese otro mas de una vez.

Namero abundante: NUmero abundante es el que comparado con sus partes,
resultado de las divisiones exactas posibles, ha recibido mayor suma de las
partes que su cuerpo en total.
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NUmero deficiente: Numero deficiente es el que presente una suma de sus partes,
resultado de las divisiones exactas posibles, que es superada por cantidad total.

Nuamero oblongo: Llamado promeca en la terminologia griega. Tiene una diferencia
con el nimero que tiene una parte mas larga que otra, que crece al afiadir una
unidad al lado. El nimero oblongo se contiene en dos nimeros, correspondientes
a figuras, cuyos lados no tienen la diferencia de la unidad, sino de otros niumeros
cualesquiera, como cinco por tres, 0 seis por tres, o0 siete por cuatro.

NUmero perfecto: Nimero perfecto es aquél cuya cantidad es igual a la suma de
sus partes, esto es, de los resultados de sus divisiones exactas posibles.

NUmero primo no compuesto: EI nimero primo y no compuesto es aquél que no
tiene otra division que la que recibe la denominacion de la cantidad del namero,
y esa parte es la unidad; es decir, es divisible por si mismo y por la unidad.

Namero que es secundario y compuesto, pero que respecto a otro es primo: Se
denomina asi un numero que ciertamente es compuesto y secundario,
recibiendo la medida de otro nimero y por eso admitiendo otra parte de distinta
denominacion (esto es, una cantidad fraccionaria que no lleve el nombre de ese
namero). Pero cuando se compara con otro nimero del mismo género, éste no
se une con ninguna medida (es decir, un divisor) comdn con él, y no tendra
partes del mismo nombre.

NUmero que tiene una parte mas larga que otra: v. heteromique.

NUmero secundario compuesto: Se trata, segin Boecio, de un nimero impar,
pero no conserva en si ninguna sustancia principal, y estd compuesto de otros
nimeros. Tiene partes que se llaman segin su nombre y con otra denominacion
ajena, pero en éstos siempre encontrards la unidad como la parte sola que se
llama con un nombre derivado del suyo, en cambio, derivados del nombre de
otro nimero, una o cuantas se quiera, segun los nimeros que fueran, es decir los
nameros con los cuales compuestos se crea aquél.

NUmero superparticular: El ndmero superparticular es un namero que
comparado con otro, contiene al menor en si un niamero de veces y alguna parte
de él.

NuUmeros ciclicos o esféricos: Tales nimeros son las multiplicaciones que parten
del cinco o del seis. Prolongados los lados de los cubos, de la longitud que
fuesen, todos los nimeros multiplicados de tal modo que su extremidad en
altura se termine por el mismo ndmero en que comenzara su cantidad cubica,
aquel namero se llama ciclico o esférico.

Par imparitariamente: Par imparitariamente es el namero que se divide en partes
iguales, y una parte de él se puede dividir en otras equivalentes; algunas veces
se dividen las partes de las partes, pero aquella distincion equivalente avanza
hasta la unidad.
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Par paritariamente: Un nimero par paritariamente es el que puede dividirse en
dos pares, y una parte de él en dos pares y una parte de esa parte, en otros dos
pares. Potencia de dos.

Proporcion aritmética: Se trata de una proporcion en que el término medio supera
al menor y es superado por el mayor en la misma parte de si, pero en una parte
del menor y en otra distinta del mayor.

Proporcion sesquidltera: Conservamos en castellano el término latino que
expresa la proporcién entre dos términos, de los que uno contiene al otro una
vez y media.

Proporcion sesquicuarta: Proporcion de una vez y un cuarto.
Proporcién sesquiquinta: Proporcion de una vez y un quinto.
Proporcién sesquiquinta: Proporcion de una vez y un quinto.
Proporcion sesquisexta: Proporcién de una vez y un sexto.

Proporcién sesquitercia: Proporcion entre dos términos de los que uno contiene
al otro una vez y un tercio.

Proporcionalidad: La proporcionalidad es una comparacion y reunidn de dos o de
tres o del nimero que sea de proporciones en una sola.

Quadrivium: las cuatro vias del conocimiento cientifico durante la Edad Media.
Designa a la matematica, geometria, astronomia y musica, que aqui se presentan
en dependencia jerarquica.

Submaltiplo: Aquél que, en comparacion con otro, numera la suma del mayor por
medio de su propia cantidad.

Superpartiente: Hay una relacion superpartiente cuando un nimero comparado
con otro contiene en si mismo ese nimero entero, y ademas, partes de ese
numero, dos, tres, cuatro o todas las que haya en la relacién considerada.

Viga: Llaman vigas a figuras sélidas, cuya caracteristica es que se forman a partir
de un ndmero igual multiplicado por un ndimero igual y por un nimero mayor.
Pues si la anchura es igual a la longitud y la altura se hace mayor, resultan las
figuras conocidas en latin por el nombre de asseres (vigas), que los griegos
llaman dokides.
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