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1. El autor y  su época.

Anicio Manlio Severino Boecio nació en Roma hacia 480 de nuestra era. Era 
miembro de la familia de los Anicios, que se decían descendientes de Macrino y se habían 
convertido al cristianismo dos siglos antes. Probablemente antes de los diez años quedó 
huérfano de padre. Por la posición social destacadísima de éste, un aristócrata que había 
sido cónsul en 487, continuó desenvolviéndose en los círculos más selectos de la capital del 
imperio. Fue educado por otro ilustre representante de la clase senatorial, Quinto Aurelio 
Memio Símaco1, a quien va dedicada esta obra sobre la doctrina de los números.

Este intelectual, tan destacado en la Roma de entonces, colaboró como asesor de los 
ostrogodos y favoreció entre sus conciudadanos la difusión de la cultura griega, importante 
para las relaciones con el pujante imperio oriental bizantino.

La carrera política de Boecio es al principio bastante rápida, pues llegó a ser cónsul 
sin colega en el año 510. Otra señal de su notable influencia fue la preparación temprana 
de la carrera política de sus hijos, fruto de su matrimonio con una hija de Símaco, 
Rusticiana. Éstos ocuparían el consulado en el año 522, cuando todavía no habían 
alcanzado la edad adulta. Poco después tuvo la responsabilidad de magister officiorum, 
encargado de la supervisión de todos los funcionarios del estado, pero las envidias e intrigas 
palaciegas y las dificultades de convivencia entre los ostrogodos arríanos y los romanos 
católicos determinaron una acusación contra él, en la que estaba comprometida su 
coherencia como asesor del rey, en su dignidad personal e intelectual. La condena de los 
jefes religiosos arríanos Dióscuro, Timoteo Eluro, Pedro el Monje, y Pedro de Fulon, con 
el comienzo del reinado de Justino en Bizancio, determinaron un empeoramiento de las 
relaciones entre Teodorico y los católicos de Italia. Un tal Cipriano denunció 
correspondencia entre el emperador bizantino y los miembros del senado romano. El 
principal acusado fue Albino, cónsul en 493, que había intercedido por la unidad de la 
Iglesia oriental y occidental con el apoyo del papa Hormisdas. Cipriano señaló que las 
cartas eran indicio de una conspiración de los católicos contra Teodorico. Boecio defendió 
a Albino y al senado, pero no convenció al rey de la falsedad de las acusaciones. Se le 
condenó sólo por las declaraciones de unos testigos, pretextando incluso el uso de la magia. 
Durante el largo intemamiento y en la prisión de Calvenzano, en una zona de Pavía, escribe 
su obra más leída, copiada y publicada hasta nuestros días: la Consolatio philosophiae1 2, 
cuyos valores morales y estéticos resumen toda una larga tradición erudita. En 524 es 
ajusticiado y no tardará en seguirle con el mismo destino su suegro Símaco al año siguiente.

1 Este notable cortesano de la familia de los Símacos (recuérdese a Quinto Aurelio Símaco, el gran orador 
del final del siglo IV que había defendido frente a San Ambrosio la restauración del altar de la Victoria) 
había sido cónsul con Odoacro en 485, prefecto de Roma y dirigente del senado en 524-525. Conocemos 
un fragmento de la obra histórica que compuso, en siete libros (cf. Luiselli, G., “Note sulla perduta 
Historia Román di Quinto Aurelio Memmio Simmaco”, Studi Urbinati 49 [1975] 529-535).

2 Cf. Gruber, J., Kommentar zu Boethius De Consolatione Philosophiae, Berlín , 1978.
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2. Labor intelectual.

Su formación intelectual le habría permitido emprender con éxito el proyecto de 
traducir y comentar conjuntamente las obras de Platón y Aristóteles, pero la condena 
impuesta por el rey le impidió terminarlo. Su interpretación de Platón le viene a través de su 
maestro Amonio, discípulo de Proclo. El plan inicial de traducir la obra del pensador griego 
sólo se pudo llegar a realizar parcialmente. Conocemos una traducción suya del diálogo 
Timeo.

Nos ha llegado completa la traducción y comentario del Organon aristotélico. 
Parece que el orden de sus traducciones fue: Isagoge de Porfirio, Categorías de Aristóteles, 
el De interpretatione, los Analytica priora, Analytica posteriora, Tópica y Sophistici 
elenchi. Se conocen dos comentarios de distinta altura (uno para alumnos, otro más erudito) 
a la Isagoge de Porfirio y otro al De interpretatione. Muy destacable es su interés por la 
lógica, que muestra en sus escritos De categoricis syllogismis, Introductio ad categóricos 
syllogismos, De hypotheticis syllogismis, De divisione, De topicis differentiis. También fue 
recordado por sus obras teológicas De catholicafide, Contra Euthycen et Nestorium, Vtrum 
Pater y Hebdomades. Las aportaciones principales de Boecio a la filosofía posterior se 
concentran sobre todo en la definición de persona (antecedente de Tomás de Aquino) y en 
la de libertad moral. En el concepto de ser humano como sustancia individual e irrepetible 
se distancia de la filosofía neoplatónica. San Agustín y Boecio consiguen elevar la 
capacidad de la lengua latina para la filosofía y la ciencia.

Entre la obra científica de Boecio, menos conocida que su Consolación de la 
filosofía, se nos ha conservado la Institución musical y esta Institución aritmética, cuyo 
modelo es el tratado de Nicómaco de Gerasa (primera mitad del siglo II); se ha perdido para 
nosotros su obra astronómica (que todavía se podía consultar en el siglo X) y no se ha 
conservado su tratado de geometría íntegramente (tenemos unos fragmentos tan sólo y una 
falsificación). La primera geometría pseudoboeciana data, según Jean-Yves Guillaumin3 del 
siglo VIII, y fue empleada para la redacción de una Geométrica ars anonyma ; la otra, pudo 
tener origen en el siglo XI.

La denominación del canon de las ciencias que pasan a la Edad Media como 
quadrivium ( no ya con el sentido anterior de “encrucijada” sino con el de “cuatro caminos 
hacia el conocimiento”) se encuentra por vez primera en esta obra de Boecio (arith. 1,1) 
por lo que constituye un testimonio interesante en la transmisión de la cultura antigua al 
medievo. La aritmética estudia el número en sí mismo y por sí mismo, la música el número 
relativo, para crear armonía, la geometría el espacio en reposo frente a la astronomía que 
estudia el espacio en movimiento, la conjunción de las tres dimensiones en diferentes 
planos. El conocimiento de la aritmética, que se proyecta hacia la geometría, la astronomía 
y la música, define una concepción filosófica racionalista del mundo, en donde todo tiene 
su lugar y su medida, en perfecta armonía coherente. La manifestación gozosa y vitalista 
de esta filosofía, apoyada en una larga serie de trabajos medievales, estallará, llamativa y 
atrayente, en el Renacimiento. En la época antigua, Nicómaco, Teón de Esmima, Jámblico 
y Proclo dan la primacía a la aritmética frente a la geometría, más apreciada por los 
romanos en cuanto aplicable a la agrimensura.

3 Introd. a Boéce. Institution arithmétique, París, 1995, p. XXVI.
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La valoración que podemos hacer de su aportación teórica a la matemática se puede 
centrar en estas ideas sobre todo:

a) La distinción entre los conceptos de número y cantidad. Parece que esta 
distinción aparece en la obra de Teón de Esmima, del s. II d.C.

b) La adaptación del método de exposición de los tratados griegos, en una labor 
notable de síntesis y sistematización.

c) La transferencia de métodos matemáticos a otras disciplinas y saberes.

El principio del número es la diferencia entre unidad y pluralidad, que se expresa en 
el debate entre lo uno y lo otro, la alteridad. El concepto especial de la unidad como 
perfección ideal —frente a la que la alteridad es una corrupción, una contingencia que se 
aparta de la sustancia, el fundamento real y esencial del mundo— tiene antecedentes bien 
conocidos en la filosofía antigua. Esta misma idea se mantendrá durante mucho tiempo en 
la teología cristiana. La distinción fundamental entre igualdad y desigualdad es un 
desarrollo o corolario de esta teoría de la unidad neoplatónica que encuentra su aplicación 
en la unidad de la verdad y en la unidad de la ciencia, y que tiene consecuencias también 
en los planos social y moral típicamente occidentales. Éstas son algunas de las claves de 
este pequeño librito, que contiene los gérmenes de esta temática tan enraizada en el debate 
de muchas generaciones sobre el origen, estructura y composición del mundo.

3. Pervivencia de la obra y  del legado intelectual de Boecio.

La aritmética es el primer estadio, el fundamental de iniciación en la cultura. De ahí 
la sólida fundamentación y trabazón de los contenidos culturales que perviven y se 
desarrollan durante siglos en el Occidente europeo, y que constituyen las raíces de nuestra 
civilización actual. El tratado de Boecio pudo servir para la instrucción de los monjes en 
Vivarium, el monasterio fundado por su contemporáneo Casiodoro, y junto con la obra de 
éste, formó parte de la tradición que conocería más tarde San Isidoro. Su libro tercero de 
las Etimologías debe mucho al manual de Boecio. De esta manera debió salvar la época 
oscura de la transmisión de la cultura latina y llegar al Renacimiento carolingio, edad en la 
que se hicieron muchas copias que garantizaban su difusión posterior.

Gerberto de Aurillac, el papa del año mil con el nombre de Silvestre II, de probable 
origen español, apreciaba mucho esta obra y envió una copia al emperador germánico Otón 
III. Fue autor preferido de Conrado de Hirsau y de Juan de Salisbury. Guillermo Occham 
tiene influencia boeciana. La alegoría de la naturleza que observamos en Alain de Lille, o 
en la Divina Comedia dependen en sus orígenes del despliegue imaginativo conseguido en 
las obras poéticas boecianas. La atención que prestó a la metodología matemática boeciana 
la escuela de Chartres definió un estilo arquitectónico, que se aplicó a la edificación de 
numerosas catedrales góticas e iglesias del Císter. Así por ejemplo, la iglesia de San Miguel 
de Hildesheim en el Norte de Alemania (Baja Sajonia), tiene las proporciones armónicas 
fundadas en esta teoría.

Pero también la doctrina de los números procedente de la Antigüedad se puso en 
relación con las abundantes referencias numéricas de la Biblia. Por eso, comienza a tener 
una importancia mayor cuando se incorpora a la discusión sobre la exégesis hebrea del 
Antiguo Testamento. Durante la Edad Media se conoce en Occidente la matemática árabe,
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más desarrollada. Todos estos elementos, procedentes de diferentes culturas, forman un 
crisol muy interesante para el nacimiento del empirismo en la Edad Moderna. La influencia 
de las teorías del número en las ideas filosóficas, teológicas y astronómicas a partir del siglo 
XII es muy destacable. Así el mallorquín Raimundo Lulio fundó su lógica y su “árbol de 
las ciencias” a partir de una instrucción en la filosofía y teología cristianas, en la ciencia 
árabe y en la exégesis judía, si bien su sistema resulta enteramente original. De ahí el 
atractivo que ejerció sobre los autores posteriores, en competencia con San Alberto Magno. 
Fue una de las fuentes de Nicolás de Cusa, y de la escuela neopitagórica de Juan Pico della 
Mirándola. Uno de los tratados más repetidamente imprimidos en el Renacimiento 
temprano, el de Jordano Nemorario (Jourdain de Neuvre = 1236) tiene por base el tratado 
boeciano de aritmética4. Algunas aplicacones, incluso lúdicas, de estas teorías nos son 
conocidas por el matemático y especialista en lenguas orientales y clásicas Lefévre 
d’Etaples5.

4. El incunable de la Colegiata de San Isidoro de León.
Se conocen más de 180 manuscritos de la obra de Boecio. La edición príncipe fue 

realizada por E. Ratdolt en Ausburgo, en 1488 y ya entonces los números romanos fueron 
sustituidos por numeración arábiga, como en el nuestro de San Isidoro de León. El códice 
de la biblioteca isidoriana contiene una de las primeras impresiones de la obra en el 
Renacimiento temprano. Tenemos una muestra del interés que todavía tenían las obras 
matemáticas de Boecio a comienzos del XVI, en una edición conjunta de los comentarios 
de Lefévre d’Etaples con los de J. Clichtove y una obra de Ch. De Bovelles6. Menéndez 
Pelayo en su obra La ciencia española recuerda un curso de Pedro Ciruelo sobre artes 
liberales publicado en 1516, cuya primera parte es una paráfrasis de la aritmética boeciana7. 
Una de las ediciones europeas más notables es la de París de 1521 Arithmetica duobus 
discreta libris, adiecto commentario Girardi Ruffi, mysticam numerorum applicationem 
perstringente declarata, Parisiis, Apud Simonem Colinoeum.

4 Se puede leer con traducción inglesa en la edición de Busard, H.L.L., Jordanus Nemorarius. De elementis 
arithmeticae artis, Stuttgart, 1981.

5 Este estudioso realizó un compendio que fue muy difundido durante el siglo XVI; cono cemos una 
edición de París fechada en 1549: Arithmetica speculativa Boetii per Iacobum Fabrum in compendium 
redacta, Parisiis, Iuvenus.

6 Tenemos ejemplares en Sevilla, colección de la Biblioteca Capitular y en la Colombina: “In hoc libro 
contenta epitome compendiosaque introductio in libros arithmeticos divi Severini Boetii, Jacobus Faber 
Stapulensis/ adiecto familiari commentario dilucidata Iudoci Clichtovei Neoportuensis/ Caroli Bouvilli 
líber de quadratura circuli, líber de cubicatione sphere, In almo Parisiarum, Volphgangus Hopilius et 
Henricus Stephanus, 1503 (y después otra edición de 1510). Notable es también una edición vienesa de 
1515 Arithmetica communis. Proportiones breves. De latitudinibus formarum. Algorithmus G. 
Peurbachi. In integris Algor. Jo. de Gmunden. De minuciis physicis, editada por Georgius Collimitius, en 
que se reproduce la edición de la aritmética boeciana con el título de communis según lo había hecho en 
1500 J. de Murs .

7 Menéndez Pelayo, M., La ciencia española, vol. III Inventario bibliográfico de la ciencia española, 
epígrafe X, Ciencias matemáticas, puras y aplicadas (astronomía, cosmografía, geodesia, etc.), p. 213 
Cursus quattuor mathematicarum libri artium liberalium (1516), donde además de la paráfrasis de la 
obra boeciana, se recoge la geometría de Tomás Bravardin, la perspectiva de Juan de Cantorbery y un 
tratado de música.
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El texto latino recogido en la colección Migne, vol. 63, de 1860 reproduce la 
edición de H. L. Glareanus, publicada en Basilea en 1546. La edición crítica de G. 
Friedlein, publicada en Leipzig, para la colección Teubner en 1867 (reproducida después en 
Francfort, por la editorial Minerva, en 1966) fue un precedente de la de J.Y.Guillaumin de 
1995. Recientemente ha sido publicada una nueva edición crítica realizada por H. Oostout 
y J. Schilling en la Colección Corpus Christianorum, publicada en Turnhout, en el año 
1999. Guillaumin critica la traducción inglesa de M. Masi8 (Amsterdam, 1983). Esta 
traducción está precedida de una introducción en la que dedica un pequeño apartado a la 
iconografía de las artes liberales y otro a la aplicación de las teorías de la proporción a la 
catedral medieval. Más interesante para la influencia del texto en la cultura europea es el 
capítulo introductorio en el que recoge comentarios y obras que se han fundado en él.

El incunablé de San Isidoro n° 288, semejante en cuanto al texto al que está 
catalogado con el n° 161, corresponde a la edición de Venecia de 1499 —en letra gótica con 
abreviaturas, una edición cuidada y corregida— que fue publicada por los hermanos Juan 
y Gregorio de Gregoriis. Tiene algunas erratas en los gráficos, fácilmente salvables para el 
lector. Nuestra traducción intenta expresar el contenido de una manera sencilla, por lo que 
se ha preferido a veces conservar los nombres latinos de los conceptos matemáticos y 
algunos términos técnicos griegos que Boecio recoge, como epimoron, epitrito, epitetarton, 
diapasson, diatessaron, diapente, hemiolia proportio... Algunos conceptos reciben una 
exposición relativa al sistema matemático que se desarrolla en la obra, pero pueden ser 
explicados de manera menos prolija. El “par paritario” es la potencia de dos, y el el “impar 
paritariamente” es el número obtenido por duplicación de un impar. El concepto de número 
parte altera longior se ha traducido por la perífrasis un tanto incómoda “número que tienen 
una parte más larga que la otra”, pero que da la medida de la proyección geométrica con 
que se conciben las cantidades en este tratado.

Un estudio del vocabulario técnico latino fue realizado en la tesis doctoral de A. 
Alberte dirigida en Valladolid por M. Bravo, no publicada, pero de gran interés para 
comprender la transmisión del lenguaje técnico de las ciencias del griego al latín. Estudió 
los campos semánticos de las operaciones matemáticas y de las figuras. Estudia también la 
aceptación de la terminología adoptada por Boecio en obras de Casiodoro y de San Isidoro, 
así como las diferencias con la seguida por Marciano Capela.9 El aprovechamiento de 
algunos vocablos empleados ya por Cicerón y por tratadistas de arquitectura o de métrica 
para la matemática, nos advierte sobre el valor de la sistematización del léxico realizada en 
la obra que presentamos.

Ma Asunción Sánchez Manzano.
Universidad de León.

8 Boethian number theory. A Translation ofthe ‘De institutione arithmetica’.
9 Agradecemos al Archivo de Valladolid y al autor la reseña de estos datos.
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Comienzan los dos libros sobre aritmética del muy noble e ilustre patricio 
Anicio Manlio Severino Boecio, que fue cónsul, dirigidos al patricio Símaco.

Al dar y recibir presentes, sobre todo entre personas que se tienen en gran 
estima, se considera si va a quedar claro que uno no ha encontrado nada que ofrecer 
que demostrara más generosidad por su parte, mientras que el otro no ha recibido 
nunca nada con mayor satisfacción y benevolencia. Con estas reflexiones me he 
decidido a ofrecerte riquezas nada despreciables — no hay nada que disponga más 
al crimen que el estar encendido por el afán de poeseer, nada que sea de más valor 
para mérito, cuando el espíritu, quedando vencedor, las ha dejado tendidas a sus 
pies— sino las que he tomado del abundante legado de la cultura griega para 
transladarlas al tesoro de la enseñanza romana.

De este modo también estará claro el valor de mi riqueza, si lo que he 
tomado de las doctrinas de la sabiduría, obtiene la aprobación de un hombre muy 
sabio. Por tanto, verás cómo el producto de un esfuerzo tan grande no espera otro 
juicio que el tuyo, y no se ha publicado sin la aprobación de tu sentencia docta. En 
eso no hay nada que sorprenda, porque esa obra que busca las aportaciones de los 
descubrimientos al saber, depende de un juicio no de su autor, sino de otro. Pues 
con sus propios instrumentos se valora un trabajo intelectual, aún cuando es 
aconsejable asumir el juicio de un hombre experto.

Pero para este modesto presente, no puedo establecer los mismos límites que 
protegen a las demás artes, pues no hay por así decir ninguna ciencia que esté 
completa en todas sus partes, sin que le falte ninguna y apoyándose solamente en 
sus propias fuerzas, para no precisar de los recursos de las demás artes. De hecho, 
para esculpir estatuas de mármol, uno se ocupa de sacar el bloque y otro de dar 
forma, y la mano de otro artista cuida la blancura de la obra una vez pulida. Y la 
pintura se ha confiado a las manos de un artesano, la cera es recogida por un 
campesino, los comerciantes especializados ponen a prueba los estucados de 
colores; los lienzos elaborados con complicados telares producen un material 
múltiple.

¿No es verdad que ocurre lo mismo con el instrumental empleado en las 
guerras? Éste agudiza las puntas de las flechas y aquél hace gemir sobre el yunque 
negro la firme coraza, en tanto que otro compra un fondo de escudo en bruto para 
fijarlo como protección al escudo que es su trabajo propio; tan numerosas son las 
artes que contribuyen a la realización de un solo arte. Pero el acabado perfecto de 
mi trabajo se encamina a un destino mucho más inmediato. Tú serás el único en dar 
la última mano a la obra, a propósito de la cual no cabe inquietarse por el consenso 
de la crítica.
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Comoquiera que este juicio está justificado por una cultura fundada en 
muchas artes, con un único examen alcanza su culminación. Puedes estimar el 
interés de este trabajo por el esfuerzo prolongado en largo tiempo dedicado a este 
afán: si un espíritu rápido y experimentado comprende bien las sutilidades que 
corren el riesgo de escaparse, o si la sobriedad y la concisión en la expresión bastan 
para aclarar lo que está confuso en las frases oscuras. En ese sentido me reporta 
beneficio el juicio de otro, pues tu gran conocimiento de las dos culturas te permite 
con una sola puntualización poner coto a todos los juicios que pudieran osar 
hacerme los que no dominan la lengua griega. Pero no por depender de otro me 
acojo a una ley muy estricta de traducción, sino que un poquito más libremente he 
divagado por un camino ajeno, sin pisar sobre las huellas de otro. Pues he reunido 
con moderada extensión lo que Nicómaco discutió de manera más extensa sobre 
los números. Y lo que era más difícil de entender porque iba más deprisa, lo he 
hecho más accesible con adiciones moderadas, y para dar claridad a los conceptos, 
he recurrido alguna vez a tablas y esquemas.

Esto que ha representado para mí preocupación y esfuerzo, lo estimará el 
lector prudente. Por eso al escribir este tratado de aritmética, que es la primera de 
las cuatro disciplinas de la matemática, tú eres el único que creo digno de este 
presente y entendía que debe estar libre de error. Porque incluso, si podía encontrar 
indulgencia por tu parte, mi tranquilidad inquieta temía quizá esa misma facilidad. 
En efecto, creía que a una persona que respeto tanto, no se le debía ofrecer nada 
que no pareciera convenientemente hecho, perfectamente trabajado, digno en 
definitiva de todo el tiempo que le he dedicado.

En consecuencia, no dudo de que por tu benevolencia hacia mí suprimas 
todo lo que esté de más, remedies los errores y aceptes con sorprendente celeridad 
lo que sea correcto. Este cuidado ha aligerado mi demora. Pues si muestras tu 
acuerdo, recibiré a cambio enormes frutos. Conozco cuánto más interés y atención 
ponemos en nuestros beneficios que en los de los demás. Luego te he transmitido 
por así decir los frutos dorados de Ceres y los racimos maduros de Baco, te envío 
este nuevo trabajo todavía en bruto. Así consagrarás tú con tu juicio de hombre 
sabio las primicias de mi trabajo y el autor no tendrá mayor mérito que su corrector.

Comienzan los capítulos del libro primero:

Prólogo sobre la división de la matemática.........................................................  capítulo 1
Sobre la sustancia de los números.........................................................................  capítulo 2
De la definición y división del número y de la definición de los pares y de
los impares................................................................................................................  capítulo 3
Definición del número par e impar según Pitágoras............................................ capítulo 4
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Otra división del número par y del impar según una manera algo más antigua, capítulo 5
Definición de par y de impar de manera relativa uno a otro............................ capítulo 6
Sobre la primacía de la unidad............................................................................... capítulo 7
División del número par.........................................................................................  capítulo 8
Del número par paritariamente y de sus propiedades.........................................  capítulo 9
Del número impar paritariamente y de sus propiedades........................................  capítulo 10
Del número par imparitariamente y de sus propiedades; de su reconocimiento
como par según los pares e impar según los pares................................................capítulo 11
Exposición de la descripción pertinente a la naturaleza del par imparitariamente, capítulo 12
Sobre el número impar y su división..................................................................... capítulo 13
Del número primo y no compuesto.......................................................................  capítulo 14
Del número secundario y compuesto....................................................................  capítulo 15
De aquél que por sí es secundario y compuesto, pero respecto a otro es primo
y no compuesto........................................................................................................  capítulo 16
De la generación de un número primo y no compuesto, de uno secundario y 
compuesto, y de uno que en sí es secundario y compuesto, pero respecto de
otro es primo y no compuesto................................................................................  capítulo 17
Sobre la manera de hallar los números que en sí son secundarios y compuestos,
pero respecto a otros, son primos y no compuestos............................................. capítulo 18
Otra distinción del número par, a saber, entre perfectos e imperfectos y también
más perfectos............................................................................................................ capítulo 19
Sobre la generación del número perfecto.............................................................. capítulo 20
Sobre la cantidad relativa.......................................................................................  capítulo 21
De las especies de desigualdad, mayor y menor..................................................  capítulo 22
Del múltiplo, de sus especies y de la generación de ellas.....................................capítulo 23
Del superparticular de sus especies y de la generación de ellos......................... capítulo 24
De cierta observación útil para el conocimiento de los superparticulares.................  capítulo 25
Descripción por la cual se muestra que el múltiplo es anterior a las demás
especies de desigualdad........................................................................................... capítulo 26
Explicación y exposición de la tabla anterior.......................................................  capítulo 27
De la tercera clase de desigualdad que se llama superpartiente, de sus especies
y de la generación de ellas...................................................................................... capítulo 28
Del múltiplo superparticular...................................................................................  capítulo 29
Cómo encontrar en la tabla anterior ejemplos de esos números........................  capítulo 30
Del múltiplo superpartiente....................................................................................  capítulo 31
Demostración de cómo toda desigualdad ha derivado de una igualdad....................  capítulo 32
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Prólogo sobre la división de la matemática.

Capítulo I.

Entre los hombres de autoridad inveterada que guiados por Pitágoras han 
mostrado el resplandor supremo de su espíritu y la fuerza de su pensamiento, se 
tiene la opinión de que no llegó nadie en los conocimientos de filosofía a la 
perfección consumada si el acrecimiento de tan noble sabiduría no pisaba, por así 
decir, en cuatro vías1. A ese punto se hará evidente la experiencia del observador. 
Pues la sabiduría es la comprensión de la verdad de las realidades que existen y han 
recibido una sustancia inmutable. Sin embargo, decimos que existen aquellas que 
no aumentan en extensión ni menguan por reducción, ni cambian por variaciones, 
sino que se mantienen siempre en la virtud propia de su naturaleza con sus 
recursos.

No son las cualidades, cantidades, formas, grandeza o pequeñez, igualdades, 
similitudes, actos, disposiciones, lugares, tiempos y cualquier cosa que se halla 
unida a los cuerpos de cualquier modo que sea. Las naturalezas incorpóreas e 
inmutables tienen permanencia, fundamento, vigencia, pero por mezcla con las 
realidades corpóreas, se alteran y con el contacto de una realidad variable son 
afectados por la mutación y el cambio.

Por tanto, como se ha dicho, aquellas de éstas que por naturaleza han 
recibido una sustancia y una virtud inmutable, se dice que lo son verdadera y 
propiamente. Así, de éstas, es decir, las que lo son propiamente, que se conocen con 
el nombre de esencias, la sabiduría propone la ciencia. Pero las esencias se dividen 
en dos grupos: una esencia continua e integrada por todas sus partes, no dividida 
por límites, como es un árbol, una piedra y todos los cuerpos de este mundo, que 
propiamente se llaman magnitudes; otra desintegrada y definida por partes, y 
formada por la reunión de todas, como un rebaño, un pueblo, un coro, un montón, 
y cualquiera de ellos se define en partes con límites propios. Son discretas por tener 
un fin cada una respecto a otra. Su nombre propiamente es multiplicidad.

A su vez, de la multiplicidad, unas existen por sí o son tres o cuatro o un 
tetrágono o cualquier número que no necesita de nada más para existir. Pero otras 
no existen por sí, sino que son relativas a otras, como el doble o la mitad, o la 
proporción sesquiáltera, la sesquitercia, o cualquiera semejante, que si no es 
relativa a algo, no puede existir. Otros tipos de magnitud son las que permanecen 
y carecen de alteración y las que van cambiando siempre con una rotación

3 Los cuatro caminos medievales para alcanzar el conocimiento.
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cambiante, sin descansar en ningún momento. Luego la aritmética en su conjunto 
tiene por objeto de estudio aquella multiplicidad que existe por sí; la multiplicidad 
relativa es el objeto del conocimiento de la música y de sus combinaciones 
armónicas. En cambio, en tanto que la geometría promete el conocimiento de una 
magnitud inmóvil, la pericia de la disciplina astronómica reclama el conocimiento 
de una magnitud en movimiento. Si el investigador carece de estas cuatro 
disciplinas, no puede encontrar la verdad y sin esta reflexión sobre la verdad nadie 
puede tener un conocimiento cierto. Pues la sabiduría es un conocimiento y una 
comprensión cabal de las realidades que son verdaderas. Si alguien las desprecia, 
esto es, desprecia estos senderos del saber, no puede filosofar correctamente, 
puesto que la filosofía es un amor de la sabiduría, que antes ha menospreciado al 
rechazar éstas.

Considero que hay que añadir que toda multiplicidad aumenta desde un 
comienzo y va creciendo hacia un aumento infinito de la progresión. Pero la 
magnitud que empieza desde una cantidad finita, no recibe medida por la división, 
pues admite infinitísimas fragmentaciones de su cuerpo. Por tanto, la filosofía 
espontáneamente rechaza esta infinitud de una naturaleza y una potencia 
indeterminada. En efecto, lo que es infinito no lo puede abarcar la ciencia ni 
comprender la mente. Pero de aquí tomó este fundamento para sí: en algunas podría 
ejercerse una experiencia que buscara la verdad. Pues de la pluralidad de una 
multitud infinita se extrae el punto de partida de una cantidad finita, y rechazada la 
partición de una magnitud interminable, reclama espacios definidos para su 
conocimiento.

Por tanto, se ve que quien olvida eso ha echado a perder toda la enseñanza 
de la filosofía. Así aquella cuádruple vía es por la que deben caminar quienes, 
teniendo una inteligencia superior, son guiados por nosotros sirviéndonos de los 
conceptos antes deducidos para llegar a abstracciones más ciertas de la 
inteligencia. Pues hay algunos grados y dimensiones de las progresiones por las 
que se puede ascender y alcanzar, como el ojo de la inteligencia, que según dice 
Platón es más digno de ser preservado y desarrollado que los ojos del cuerpo. Y con 
este solo ojo se puede investigar y buscar la verdad.

Este ojo está sumergido y enterrado por los sentidos corporales hasta que las 
enseñanzas lo iluminan. Por eso hay que aprender esto por la primera vía; se 
comienza por ella que es principio y por así decir madre, porque en cierta medida 
obtiene una participación en las restantes. Esta es la aritmética. Pues es anterior a 
todas las demás no sólo porque aquel Dios creador de la masa de este mundo la 
concibió como primera y modelo de razonamiento, y para todo esto determinó, por 
su razón creadora, que todo alcanzara una armonía por medio de los números del 
orden que les había asignado. Pero por eso también la aritmética se ve claro que es 
anterior , porque Jodo esto es anterior por naturaleza, y si se suprime esto, se cierra 
la posibilidad de existir a todo lo que viene después. Y si se niega esa posibilidad 
de existir a lo que viene detrás, la sustancia anterior no experimenta una alteración.
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Así en el caso de un animal que existe antes que el hombre; pues si suprimes 
al animal en ese momento la naturaleza del hombre queda aniquilada, si suprimes 
al hombre, el animal subsistirá. Y a su vez son secundarias las realidades que 
aportan consigo algo, sea lo que sea. Mientras que son primarias aquellas que 
cuando se pronuncian no arrastran consigo nada posterior; así ocurre con el 
hombre.

En efecto, si dices hombre, también estarás nombrando al animal, pues lo 
mismo es hombre que animal, pero si dices animal no has designado al mismo 
tiempo a la especie del hombre. Claro que no es lo mismo animal que hombre. Esto 
parece suceder también con la geometría y la aritmética. Pues si suprimes los 
números, de dónde se obtiene el triángulo, el cuadrado o cualquier concepto en 
geometría: todos son indicativos de los números. Pero si suprimes el cuadrado y el 
triángulo, toda la geometría se echa a perder, pero el número tres y el cuatro y los 
nombres de los otros números no quedarán afectados. A su vez, cuando nombro una 
forma geométrica, lleva implícito el nombre de su número, mientras que si nombro 
los números, aún no he citado ninguna forma geométrica. En la música cuán 
anterior es el valor de los números. De aquí se puede probar sobre todo que, no sólo 
son primordiales las naturalezas que se bastan por sí, sino también aquellas que son 
relativas a algo. Pero también en la música se distingue la modulación por los 
nombres de los números, y puede ocurrir en ésta lo mismo que se ha dicho para la 
geometría.

Porque la cuarta, la quinta y la octava toman sus nombres de un número 
preexistente. También la proporción entre los sonidos se encuentra con los números 
solos y no con otra cosa. En efecto, estos sonidos en un acorde de octava forman 
una melodía, que se consigue por la proporción del doble (diapasón). También esta 
modulación de la cuarta (diatessaron) se compone con un cálculo de proporción 
epitrita. Llaman a la melodía del compás de cinco (diapente)
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acorde de quinta porque se conjunta por una proporción entre números que se 
contienen en proporción hemiolia. Esto que en los números es el epogdo, es 
también el tono en la música. Y si proseguimos el desarrollo de esta obra 
explicando cada una de las relaciones, quedará demostrado sin ninguna duda cuán 
primordial es la aritmética. Antecede tanto a la esférica y a la astronómica cuanto 
las dos disciplinas restantes preceden a esta tercera por naturaleza. En efecto, en la 
astronomía los círculos, la esfera, el centro, los círculos paralelos y el eje medio, 
todos éstos, son objeto de la disciplina geométrica. Por este motivo también por 
esto se debe mostrar el valor más antiguo de la geometría, porque todo movimiento 
es posterior a un estado inmóvil y por naturaleza la inmovilidad es siempre 
primordial. La astronomía es móvil y la geometría es una disciplina inmóvil.

El movimiento mismo de los astros se opera por las modulaciones 
armónicas. Por esa razón se ve claro también que el valor de la música precede por 
antigüedad a los movimientos de los astros. No hay duda de que la aritmética es 
superior por naturaleza, pues parece más antigua que las anteriores a ella. Sin 
embargo, por la naturaleza misma de los números se ha establecido propiamente 
todo movimiento de los astros y toda regla astronómica. Así calculamos el orto y 
el ocaso, así vigilamos los retrasos y la velocidades de las estrellas errantes, así 
reconocemos las desapariciones y múltiples variaciones de la luna. Por eso, porque 
el valor de la aritmética brilló primero, de aquí tomamos el comienzo de esta 
exposición, el exordio.

Sobre la sustancia de los números.

Capítulo II.

Todo lo que a partir de la naturaleza primigenia de las cosas se ha 
constituido, parece formado en razón de los números. En efecto, esto fue un motivo 
principal en el ánimo del creador. A partir de aquí una masa de los cuatro elementos 
fue cambiando, y de aquí las fases en el tiempo, de aquí el movimiento de los astros 
y el desplazamiento circular del cielo. Siendo esto así la posición de todas las cosas 
se fragua por una combinación de números, es preciso que ese número permanezca 
siempre estable en la misma sustancia, y no esté compuesto de otros diversos. Pues, 
¿qué se podrá relacionar con la sustancia del número, puesto que es el modelo del 
número el que ha relacionado todo, más que el compuesto de sí mismo? Sin 
embargo, por otra parte, nada parece componerse de sustancias semejantes ni de 
elementos que se unan en alguna proporción de razones, y se distingan de sí por 
sustancia y naturaleza. Luego queda claro que el número es un conjunto, que no es 
la unión de cosas semejantes ni de elementos que se unen unos a otros sin una
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proporción. Luego resultará que las sustancias primordiales se unen a los números, 
y como primordiales en sustancia siempre participan y siempre permanecen. Pues 
no se puede conseguir que algo exista a partir de realidades no existentes; los 
principios primordiales deben ser cosas diferentes y tener la posibilidad de 
combinarse. Éstos son los principios por los que existen los números: el par y el 
impar, que por cierta potencia divina, aunque son dispares y contrarios, proceden 
de un solo origen y se unen en una composición y harmonía.

De la definición y división del número y 
de la definición de los pares y de los impares.

Capítulo III.

En primer lugar hay que definir qué es el número. Número es un conjunto de 
unidades, o un acervo de cantidad extenso según sus unidades. La primera división 
de éste es en número impar y par. Y par es el número que puede dividirse en dos 
partes iguales sin tener que partir una unidad a la mitad; impar aquel número que 
no se divide en dos partes iguales sin partir la antedicha unidad por medio. Esta 
definición es vulgar y conocida.

Definición del número par e impar según Pitágoras.

Capítulo lili.

Pero aquella según la enseñanza de Pitágoras es como sigue: número par es 
el que puede dividirse por la misma división en las partes más grandes posibles y 
en las más pequeñas, en las mayores respecto al espacio y en las más pequeñas 
respecto de la cantidad, según los resultados contrarios de esos dos criterios. 
Número impar es aquél al que no le puede ocurrir esto, sino que tiene una división 
natural en dos sumas desiguales. Éste es el ejemplo: dado cualquier número par, se 
divide; se encontrará que es mayor en cuanto se refiere a los espacios de la división, 
ninguna medianía tan definida, pero que no hay ninguna menor en cantidad que sea 
al mismo tiempo una división en dos partes iguales. Si el número es 8, se divide en 
4 y en 4: no habrá división que consiga unas partes mayores. Pero además no habrá 
división que mengüe la totalidad del número en menor cantidad. Pues no hay 
división menor que la división en dos partes. En efecto, si se divide por tres, la 
suma del espacio disminuye mientras que el número de la división aumenta.

Se ha expuesto lo que sucede según los resultados contrarios de los dos 
criterios. Hemos dicho que la cantidad se acrecienta en infinitas pluralidades 
mientras que el espacio disminuye hasta magnitudes infinitésimas y por eso aquí
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sucede de manera contraria que la división de un número par es la mayor posible 
en cuanto al espacio y la menor en cantidad.

Otra división del número par y del impar 
según una manera algo más antigua.

Capítulo V.

Ahora bien, según una manera algo más antigua hay otra división del 
número par. El número par se puede dividir en dos iguales, y admite la partición en 
dos desiguales, pero en ninguna de las divisiones se mezcla la paridad con la 
imparidad o la imparidad con la paridad. Aparte del solo número principal de la 
paridad, un número binario que no admite una partición desigual, por eso está 
formado por dos unidades y a partir de una primitiva paridad de los dos de algún 
modo. Declaro que es así. Pues si se considera un número par, se puede dividir en 
dos iguales, como un denario se divide en quinos. Además también ese puede 
dividir en dos desiguales como un denario en 3 y en 7. Pero de este modo una parte 
de la división es par, si la otra lo es también; pero si una es impar, la otra no 
discrepa de la imparidad de ésta.

Como en ese mismo número que es el denario, pues se divide en quinos, o 
bien que se divide en 3 y 7, y una y otra tienen partes impares en las dos porciones. 
Pero si ese mismo u otro número par se divide en números iguales, como un 
octonario en cuatro y cuatro; e igualmente por desiguales como el mismo octonario 
en 5 y en 3. En aquella división ciertamente se han hecho dos partes pares; en esta 
hay dos impares. Y no puede suceder que siendo par una parte de la división, pueda 
encontrarse otra impar. Si una parte es par, se puede deducir otra par. Número 
impar es aquél que siempre se divide en cualquier división en partes desiguales, de 
modo que siempre muestre las dos posibilidades del número, y nunca hay una sin 
la otra, pero una parte se imputa a la paridad y otra a la imparidad. Como si divides 
7 en 3 y 4, una parte es par y la otra impar. Y se advierte esto en todos los números 
impares. Nunca en la división del impar, se pueden dar una sin la otra, estas dos 
especies que de manera natural componen el valor y la sustancia del número.
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La definición del par respecto dei impar 
de manera relativa uno al otro.

Capítulo VI.

/2v./

Si también hay que definir las dos especies de manera relativa una a la otra: 
se dirá que el número impar es el que se diferencia del par en una unidad, por 
incremento o por mengua. A su vez, el número par es el que se diferencia del impar 
en una unidad por incremento o mengua. Pues si restas uno al número par, o si le 
añades uno, se obtiene uno impar, y si le haces lo mismo al impar, se produce el 
par de inmediato.

Sobre la primacía de la unidad.

Capítulo VII.

También todo número es la media de la suma de los números situados y 
unidos a él en la serie natural. Y si se suman los números que hay por encima de 
aquellos dos que se unen a ése que está en medio de ellos, ese número al que nos 
referimos es la porción media entre ellos, y a su vez los que de ellos están en 
segundo lugar, si también se suman, el número primero de éstos ocupa el lugar de 
la media; y esto ocurrirá hasta que la unidad venga a poner el límite.

Por ejemplo, si se considera un quinario, en su entorno están además del 
cuatro, el seis. Luego si se suman hacen 10 y el número 5 es la media entre los dos. 
Pero si sumamos los que están en torno a ellos, esto es, en torno al seis y al cuatro, 
que son el 3 y el 7, el número quinario es la media de ellos. A su vez, si sumamos 
los que están situados junto a esos, también son duplos del número quinario. Pues 
por encima del 3 está el 2 y sobre el 7, está el 8. Si se suman hacen 10 y el quinario 
es de nuevo la media de los dos. Esto mismo ocurre en todos los números hasta que 
se pueda llegar al límite de la unidad. En efecto, la unidad es el único número que 
no tiene dos términos en torno a sí y por eso él solo es media del que está junto a 
él.

En efecto, junto al uno está situado por naturaleza el dos, del cual la unidad 
es la media. Por eso se observa que es primaria la unidad respecto a todos los 
números que se encuentran en su orden natural y que se la reconoce con razón 
generadora de toda pluralidad por muy crecida que sea.
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División del número par.

Capítulo VIII.

Hay tres especies del número par. Hay una que se llama par paritariamente, 
y otra impar paritariamente; la tercera, par imparitariamente. Y ciertamente sus 
contrarios y los lugares que alcanzan en una suma, parecen ser par paritariamente, 
e impar paritariamente. Pero una media que participa de las dos es el número que 
se llama par imparitariamente.

Del número par paritariamente y de sus propiedades.

Capítulo IX.

Un número par paritariamente es el que puede dividirse en dos pares, y una 
parte de él en dos pares y una parte de esa parte, en otros dos pares. Esto sucede 
tantas veces hasta que la división de las partes llega a la unidad, indivisible por 
naturaleza. Así el número 64 tiene como mitad el 32, éste como mitad el 16, y éste 
el 8. A éste el cuatro divide por igual, y éste, es doble de dos. Pero el dos se divide 
por la media de la unidad. Esta unidad por naturaleza singular no admite divisiones. 
A este número parece ocurrirle que cualquier parte de él que haya, se encuentra con 
el mismo nombre y designación par paritariamente y también por la cantidad. Pero 
por eso me parece que se llama este número par paritariamente, porque todas las 
partes de él son por nombre y cantidad pares paritariamente. Después diremos de 
qué manera las partes de ese número son pares por nombre y por cantidad este 
número. La generación de éstos es como sigue. Pues puedes observar que partiendo 
de uno, siempre se producen pares paritariamente en proporción del doble. Aparte 
de esta generación, es imposible que nazcan de otro modo. Parece que un ejemplo 
de esta característica por orden de serie es el siguiente: sean todos los dobles a 
partir de la unidad: 2,4,8,16,32,64,128,256,512 y así se hace una progresión 
infinita. Hallarás todos de la misma manera y se han conseguido a partir de la 
unidad en proporción del doble; y todos son pares paritariamente.

Vale la pena hacer una consideración nada banal: que toda fracción de ella 
toma nombre de un término cualquiera comprendido dentro del mismo número, e 
incluye una cantidad equivalente a otro número que designa qué parte de aquél par 
paritario originario es el otro número. Por tanto, resulta que las partes mismas se 
corresponden de modo que según sea una parte, ésa es la cantidad de la otra, y 
según la de otra parte, sea necesario encontrar la suma de pluralidad en la anterior. 
Y primero resulta que si hay lugares pares, dos partes intermedias se corresponden. 
Pero después las que están por encima de éstas, se corresponden a su vez entre sí, 
y que esto mismo sucede hasta que los dos extremos lleguen a término.
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Considérese una serie par paritariamente desde el uno al 128, de esta manera: 
1,2,4,8,16,32,64,128 y éste es el número mayor. En esta serie, puesto que son 
lugares pares, no se puede encontrar una media. Así que sean dos números, es decir, 
8 y 16; hay que observar cómo se corresponden. Pues la suma total es 128, la 
octava parte es 16, la décimosexta, 8. A su vez, las que por encima de estas partes 
se corresponden entre sí: 32 y 4. Pues 32 es la cuarta parte de la suma total y 4 la 
trigésimosegunda. De nuevo, por encima de estas partes 64 es la mitad y 2 la 
sexagésimacuarta, hasta que los extremos fijan el límite. No hay duda de que estos 
extremos con la misma solución se satisfacen. Pues hay una suma de todo de una 
vez, 128 de donde la unidad es la centésima vigésimoctava parte.

Sin embargo, si consideramos términos impares, esto es sumas impares, pues 
empleo igualmente términos que sumas, según la naturaleza impar, se puede 
encontrar una media, que sólo se va a corresponder consigo misma. En efecto, si 
consideramos la serie 1,2,4,8,16,32,64 habrá una sola media, esto es 8, y 8, que es 
la octava de la suma total, se sirve de sí misma en cuanto a la denominación y a la 
cantidad. De modo semejante, como antes, hay por encima de ella otros términos, 
que se otorgan mutuamente el nombre y cambian de denominación según las 
cantidades asignadas. Pues 4 es la decimosexta parte de la suma total y 16 la cuarta. 
Y a su vez por encima de estos términos 32 es la mitad de la suma total y 2 la 
trigésimosegunda; y siendo 64 la suma total, la unidad resulta ser su 
sexagesimocuarta parte. En consecuencia, esto es lo que se ha dicho: todas sus 
partes por nombre y por cantidad resultan ser pares paritariamente.

Esto es también el efecto de la consideración atenta y gran constancia de la 
divinidad: que en ese número, las sumas menores dispuestas en serie, y aumentadas 
sobre sí mismas, siempre se igualan al siguiente menos uno. Pues si añades uno al 
dos que sigue, resultan 3, es decir, pasan a ser uno menos de cuatro, y si a los 
anteriores les añades 4, son 7, que sólo son superados por el ocho en una unidad. 
Pero si les añades 8 a los anteriores, resultan 15, que sería igual en cantidad al 
número 16 si no se lo impidiera una unidad menos. Sin embargo, esta característica 
del número se mantiene y se conserva. Porque la unidad es la primera, a la que le 
sigue el dos, del que se diferencia por una sola unidad. De ahí que no sorprenda que 
todo incremento de la suma sea acorde con su propio principio. Ahora bien, esta 
consideración nos ayuda mucho al conocimiento de estos números, que según 
mostraremos, tienen la característica de abundancia o deficiencia e imperfección. 
Pues allí se compara la cantidad aumentada de las partes con la suma del número 
total.
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Tampoco podemos pasar por alto que en este número si se multiplican las partes 
que se corresponden entre sí, el extremo mayor coincide con ese número y su 
cantidad. Y primero, si hay lugares pares, son muchos los términos intermedios y 
de ahí avanzan los que están por encima hasta los extremos mencionados antes. 
Pues si son lugares pares, según la naturaleza del par quedarán comprendidos en 
medio dos términos, como en el caso de la serie en que el término extremo termina 
con el 128. Pues en este número las medias son 8 y 16, que multiplicadas entre sí 
alcanzarán la totalidad al crecer la progresión. Efectivamente, si multiplicas 8 por 
16 o 16 por 8 la totalidad alcanza 128. Y si se multiplican estos números que están 
por encima, llegan a lo mismo. Pues si multiplicas 4 y 32, resulta el número 
extremo mencionado. Pues cuatro por treinta y dos o treinta y dos por cuatro 
completarán por necesidad inmutable 128 y esto ocurre hasta que se llega a los 
términos extremos, esto es, 1 y 128, ya que el término extremo multiplicado una 
vez es 128: la unidad multiplicada por ciento veintiocho. Nada quedará alterado de 
la cantidad anterior.

En cambio, si los lugares son impares, se encuentra un término medio, y éste 
se corresponde con su propia multiplicación. Pues en esa serie de números en que 
el término extremo se limita con el 64, se halla una sola media, esto es, 8, que si la 
multiplicas por sí misma, se obtendrá 64. Y lo mismo darán aquellos números que 
están por encima de esta media, como los situados por encima de las dos. Pues 16 
por cuatro son 64 y 4 por dieciséis alcanzan la misma cifra. A su vez, 32 por dos 
son 64 y no se diferencian de dos por treinta y dos, a la misma cifra se elevan; y 64 
por uno o la unidad multiplicada por 64 restablecerán el mismo número sin ninguna 
variación.

Del número impar paritariamente y de sus propiedades.

Capítulo X.

Ahora bien, un número impar paritariamente es aquel al que le ha 
correspondido la naturaleza y la sustancia del par, pero en una división contraria se 
opone a la naturaleza del número par paritariamente. Se mostrará de qué manera 
éste se divide con una característica diferente. Pues porque es par, admite una 
partición en partes iguales, pero permanecerán según su característica, indivisibles 
e inseparables, como son 6,10,14,18,22 y los semejantes a éstos. Pues por esa 
característica si divides estos números entre dos, encontrarás un impar que no se 
puede dividir. Por otra parte, les sucede a éstos que tienen todas sus partes
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denominadas de manera contraria a la de las cantidades de esas partes que se 
designan. Y nunca puede ser que cualquier parte de este número reciba una 
denominación y una cantidad del mismo género. Pues siempre si la denominación 
es par, la cantidad será impar y si la denominación es impar, la cantidad será par. 
Así en 18, la mitad es su parte segunda, esto es, su media, que es un nombre del 
género par y 9 es la cantidad impar. La tercera parte es una denominación impar de 
seis, que tiene una pluralidad par. A su vez si hallas la sexta parte, que es una 
denominación par, son tres, pero el tres es impar. Y la novena parte, que es un 
nombre impar, se corresponde con 2 que es número par. Y lo mismo se encontrará 
en todas las demás que son impares paritariamente. Y nunca puede ser que el 
nombre y el número de cualquier parte sea del mismo género.

El cálculo de estos números se hace partiendo de la unidad y eligiendo los 
que se diferencian en dos unidades, esto es, todos los impares según su secuencia 
natural y constituidos en serie. En efecto, si éstos se multiplican por dos, todos 
serán impares paritariamente, su pluralidad medida regularmente lo determinará.

Considérese la unidad primera y después, el número que se diferencia de ella 
en dos, es decir, tres; a continuación el superior que se diferencia de éste en dos, 
esto es, 5 y esto hasta el infinito, por lo que se consigue una serie de esta manera: 
1,3,5,7,9,11,13,15,17,19. Éstos son los impares en su secuencia natural, a los que 
no separa ningún número par en el medio, sino que se diferencian en dos unidades.

Si estos números se multiplican por dos, se obtendrá el resultado de este 
modo: uno por dos, esto es, el dividendo, pero se advertirá que sus partes son 
indivisibles por la naturaleza de la unidad indivisible. Tres por dos, 5 por dos, 7 por 
dos, 9 por dos, 11 por dos y así en adelante, de donde resultan 6,10,14,18,22; si se 
dividen éstos, admiten una sola sección, descartando cualquier otra, porque una 
segunda subdivisión de la parte impar por la mitad queda excluida. A su vez el 
número en sí respecto a éstos tiene una diferencia de cuatro. Pues entre dos y seis 
hay cuatro números. Por su parte, entre 6 y 10, entre 10 y 14, entre 14 y 18 se 
decanta una diferencia de 4. En efecto, todos se incrementan por medio del número 
cuatro.

Eso ocurre porque los primeros propuestos, esto es, los fundamentos de 
ellos, se sucedían con intervalo de dos unidades y los hemos multiplicado por dos, 
la progresión crece de cuatro en cuatro. Pues si se multiplica dos por dos, hacen una 
cantidad total de cuatro.

Por tanto, en la disposición de un número natural, los números impares 
paritariamente se sitúan a una distancia de cinco lugares: siendo cuatro los que le 
preceden, pasando tres por medio, multiplicados por dos los impares. Pero se 
llaman de manera contraria estas clases de números , esto es, par paritariamente e 
impar paritariamente, porque en el número impar paritariamente el extremo mayor 
admite una sola división, porque en aquel número el término menor sólo se divide 
una vez, y en forma de un número par paritario que tiene dos extremos y que
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avanza hacia una media que está comprendida entre esos dos extremos. Ese 
número le corresponde porque se contiene en las cantidades parciales.

Y esta progresión se lleva hasta los extremos. Pues en la serie que es 
2,4,8,16, lo mismo da dos por 16 que 4 por ocho, de las dos maneras son 32. Si se 
hace una serie de lugar impar, como es 2,4,8, lo mismo darán los extremos que la 
media. Pues 8 por dos son 16 y cuatro por cuatro son 16, que se consigue con una 
multiplicación de cuatro por sí mismo. Pero en un número impar paritariamente si 
hay un solo término en medio, los números en torno si se reducen en uno, queda la 
media. Y esto hasta el final de todos los términos como en esta serie que es de 
números impares paritariamente 2,6,10, se suman 2 y 10 y llegan a 12, cuya media 
se encuentra en 6, Si hay dos medias sumadas, éstas serían iguales a los términos 
establecidos por encima de ellas. Por ejemplo en la serie 2,6,10,14. Pues 2 y 14 se 
suman en 16, que será la suma de seis y diez. Y si sucede en una progresión de 
varios términos a partir de la media, se llega hasta los extremos.
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Del número par imparitariamente y sus propiedades.

Capítulo XI.

/3v./

El par imparitariamente es un número que se obtiene de las dos clases de 
números y ocupa la posición de término medio entre dos extremos, de forma que 
la distinción que los separa es la característica que lo une al otro grupo. Pero éste 
es el que divide en partes iguales y una parte de él se puede dividir en otras 
equivalentes; algunas veces se dividen las partes de las partes, pero aquella 
distinción equivalente avanza hasta la unidad. Por ejemplo 2,4 y 28. Pues éstos 
pueden dividirse en mitades, y las partes de éstas a su vez en otras mitades sin 
ninguna duda. También hay algunos otros números cuyas partes reciben otras 
divisiones y la división misma no llega hasta la unidad. Por tanto, en el hecho de 
que admite más de una división tiene una semejanza con el par paritariamente, pero 
se diferencia del impar paritariamente. Sin embargo, en el rasgo de que no llega en 
la división hasta el uno, no repugna al impar paritariamente, sino que se distingue 
del par paritariamente.

A este número le sucede que tiene características que les faltan a los 
precedentes y recibe otras que ellos admiten. Y tiene ciertamente lo que dos clases 
no tienen: que mientras en una, el término mayor es el único que se divide, en la 
otra, hasta el término menor no se divide; en ésta, ni se divide el término mayor 
solo, ni hasta el término menor solo se sustrae a la división. Pues sus partes se 
dividen y aquella división no llega hasta la unidad, sino que encuentra un término 
antes de la unidad que no puedes dividir. Obtendrás los que también características 
que ellos admiten, porque sus partes se corresponden y se llaman en cuanto a la 
cantidad, según su género, a semejanza, claro está, del número par paritariamente. 
Otras partes toman la denominación contraria a la de su cantidad propia, a imagen 
del impar paritariamente. Pues en el número 24, la cantidad par ha sido 
determinada para la parte por el número del par. En efecto, la cuarta parte es el 6, 
la mitad el 12, la sexta el 4, la duodécima el dos, nombres que no resaltan del rasgo 
par de su cantidad. Pero las llaman de manera contraria cuando la tercera parte es 
8, la octava es 3, la vigesimocuarta, uno. Aunque estos nombres sean pares, sus 
cantidades resultan impares y aunque son pares las superiores, los nombres son 
impares. Tales números surgen de modo que designen su sustancia y naturaleza 
incluso desde su propio modo de generarse: se obtienen de los pares paritariamente 
y de los impares paritariamente. Claro que todos los impares surgían en serie en los 
lugares impares mientras que los pares paritariamente en progresión del doble. Por 
tanto, que se dispongan todos los impares naturalmente en orden y bajo éstos, todos 
los dobles desde el cuatro son de este modo
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3 5 7 9 11 13

4 8 16 32 64 128

Por tanto, dispuestos así, si el primero se acrecienta con la multiplicación del 
primero, esto es, el tres por cuatro, o si ese mismo primero por el segundo, esto es, 
tres por ocho, o si avanza la multiplicación de ese mismo primero por el tercero, 
esto es, tres por 16, y así hasta el último; o si el segundo por el primero y el 
segundo, o el segundo por el tercero, y de este modo hasta el extremo, o si 
comenzando por el tercero a partir del primero se va llegando al extremo, y así el 
cuarto y todos los superiores en la serie se multiplican por los que están en un lugar 
más bajo, se crearán todos los pares imparitariamente.

Pero vamos a tomar un ejemplo de esta característica: si multiplicas cuatro 
por tres, serán 12.; si cuatro por cinco, se consigue el número 20; si 4 por 7 se llega 
a 28 y así hasta el final. A su vez, si multiplican 8 por 3 se obtiene 24; si 8 por 5, 
son 40, si 8 por 7 se juntan 56. Y según este procedimiento, si todos los inferiores 
dobles se multiplican por los que están encima, te encontrarás que los que se han 
obtenido son pares imparitariamente.

Y ésta es la característica admirable de este número: que habiendo visto esta 
disposición y descripción (véase el esquema en fol. 4r.) de los números pares 
imparitariamente en sentido horizontal, y de los números pares paritariamente en 
sentido vertical, se advierte una propiedad: hay dos medias y los dos extremos son 
iguales, como donde hay una media, los dos extremos son dobles. A lo largo, 
aparece la característica y la propiedad del número par paritariamente: porque el 
producto de las dos medias es igual al de los dos extremos, o lo que se obtiene a 
partir de multiplicar una media por sí misma es igual al producto de ambos 
extremos. La descripción que se le añade más abajo se ha hecho de este modo. En 
toda serie de números pares paritariamente el número tres ha multiplicado, y los 
que se han generado a partir de él, se han dispuesto en la primera línea. A su vez, 
los que se obtienen de multiplicar por cinco se han colocado en la segunda. Pero 
después, los que se obtienen multiplicando por siete, los hemos colocado en tercer 
lugar, y lo mismo haremos con la parte de la descripción restante.

C. En este esquema (impreso en fol. 4r.) se muestra la semejanza del número 
par paritariamente y la del impar paritariamente con respecto al par 
imparitariamente.
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(consúltese el cuadro en fol. 4r.)

Exposición de la descripción de la naturaleza 
del par imparitariamente en sentido horizontal 
y en sentido vertical de lo pertinente a la 
naturaleza del par paritariamente.

Capítulo XII.

El fundamento de la descripción expuesta más arriba es éste: si observas la 
banda horizontal, donde hay una media de dos términos y sumas esos dos términos, 
hallarás que esos dobles con media propia, 36 y 20, hacen 56, cuya media es 28, 
que está establecido como término medio entre ellos. Y a su vez, si sumas 28 y 12, 
hacen 40, de los cuales es 20 la media, el término se ecuentra en medio de los dos. 
Ahora bien, cuando hay dos medias, la suma de los extremos sale igual a la de las 
dos medias; por ejemplo: si sumas 12 y 36 son 48, si sumas las medias, esto es, 20 
y 28, saldrá igual resultado. Y si se observa la otra parte en sentido horizontal de la 
misma serie, se han escrito los números que resultan. Y en ninguna cosa se 
diferenciará el comportamiento de una u otra línea horizontal, advertirás el mismo 
funcionamiento en los demás números de la serie.

Y esto ocurre en la forma de número impar paritariamente en el que ya se ha 
descrito antes esa propiedad. A su vez, si se observa en sentido vertical, donde dos 
términos tienen una media, lo que resulta de multiplicar los extremos, es lo mismo 
que sucede si el término medio recibe los aumentos de su propia multiplicación. 
Pues 48 por 12 son 576; si se multiplica el medio de esos términos, esto es, 24, por 
sí mismo, de nuevo se generará 576. Y a su vez si 24 se multiplica por 96, hacen 
2304, cuyo término medio es 48, que si se multiplica por sí mismo, se generará 
2304. Cuando dos términos incluyen dos medias, multiplicados los extremos da lo 
mismo que tomando para multiplicar las medias entre sí. Pues 96 por 12 dan 1152, 
pero sus dos medias, esto es, 24 y 48 si se multiplican entre sí, dan también 1152. 
Y esto sucede por imitación y parentesco del número par paritariamente, por la 
participación tomada a partir de él, se le reconoce una propiedad ingenerada. Y en 
el otro lado vertical se ha escrito el mismo comportamiento y descripción.
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Por eso está claro que este número se ha creado a partir de los anteriores, puesto 
que mantiene sus propiedades.

Sobre el número impar y su división.

Capítulo XIII.

El número impar se distingue del par por naturaleza y sustancia. Ciertamente 
aquél se puede separar en dos partes iguales, pero éste no puede porque se lo 
impide el obstáculo de la unidad. Tiene de manera semejante tres subdivisiones, de 
las cuales una parte es el número que se llama primo y no compuesto; la segunda 
es el secundario compuesto y la tercera es la formada por una media de estas dos. 
Por parentesco de uno y otro arrastra características de manera natural, porque es 
ciertamente por sí secundario y compuesto, pero comparado con otros resulta 
primo y no compuesto.

Sobre el número primo y no compuesto.

Capítulo XIIII.

El número primo y no compuesto es aquél que no tiene otra división que la 
que recibe la denominación de la cantidad del número, y esa parte es la unidad. Sea 
la serie 3, 5, 7, 9, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31. En cada uno de éstos no se encontrará 
ninguna otra parte que no reciba la misma denominación que ellos mismos y la 
unidad, como se ha dicho. Pues en tres hay una sola parte, esto es, la tercera parte, 
que se llama así por el número tres y la unidad es su tercera parte. De igual modo, 
del cinco hay una sola quinta parte que es la unidad y lo mismo se advertirá 
siguiendo con cada una de ellas. Pero se llama primo y no compuesto porque no lo 
mide ningún otro número, excepto la unidad, que es madre de todos. Pues al tres 
no lo numera el dos, por razón de que si comparas dos solo con tres, son menos. 
Pero si multiplicas dos por dos, crece más que tres. Pero un número mide a un 
número cada vez que, como el uno, el dos , el tres o cualquier número se compara 
con un número y su cantidad ni menguada ni acrecida llega al término del número 
comparado, como si comparas 2 con 6; el número dos mide al seis en tres. Luego 
a los primos y no compuestos no los mide ningún número excepto la unidad sola, 
porque no están compuestos de ningún otro número, sino sólo se generan a partir 
de unidades sumadas entre sí y multiplicadas. Pues uno tres veces forma 3 y uno 
cinco veces, cinco y uno siete veces, han hecho siete. Y otros que hemos descrito
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antes se generan de esta manera. Pero éstos multiplicados por otros de su misma 
clase hacen como primarios, otros números y a éstos les corresponde una sustancia 
y un valor primarios. Encontrarás en todos los producidos a partir de ellos como 
por así decir ciertos elementos, a saber, que están formados por generación sencilla 
y no compuesta, y en ellos se resuelven todos los números creados así. Pero ellos 
mismos no se generan a partir de otros, ni se reducen a otros.

Del número secundario y compuesto.

Capítulo XV.

El número secundario y compuesto es ciertamente impar porque se ha 
formado por la propiedad del impar, pero no conserva en sí ninguna sustancia 
principal, y está compuesto de otros números. Tiene partes que se llaman según su 
nombre y con otra denominación ajena, pero en éstos siempre encontrarás la 
unidad como la parte sola que se llama con un nombre derivado del suyo, en 
cambio, derivados del nombre de otro número, una o cuantas se quiera, según los 
números que fueran, es decir, los números con los cuales compuestos se crea aquél. 
Por ejemplo, son éstos el 9, 15, 21, 25, 27, 33, 39. Luego cada uno de éstos tienen 
unas partes propias llamadas según ellos, esto es, la unidad respecto a cada uno, 
como de nueve es una novena parte, de 15 una decimoquinta es la misma unidad, 
y en los otros que hemos escrito antes lo mismo ocurre. También tienen una parte 
nombrada con otra denominación, como 9 una tercera parte, esto es, tres, y 15 una 
tercera parte, esto es, 5, y una quinta, es decir, 3. Pero para 21, el tercio, esto es, 7, 
la séptima 3, y en todos los demás la misma secuencia. Sin embargo, este número 
se llama secundario porque no lo mide la sola unidad, sino también otro número, a 
saber, aquél al que está unido. Y no tienen en sí ninguna característica inteligible 
que los distinga como principios, pues se genera a partir de otros números, 9 a 
partir de tres, quince a partir de tres y de 5, y 21 a partir de 3 y de 7, y los demás 
del mismo modo. Se llama compuesto porque puede descomponerse en esos 
mismos números de los que se dice que es compuesto, a saber, aquellos que miden 
el número compuesto. No es simple ninguna cosa que pueda disolverse, sino que 
por necesidad está compuesta de otras cosas.

Del número que es por sí secundario y compuesto 
pero respecto a otro, primo y no compuesto.

Capítulo XVI.

Estas condiciones son contrapuestas, es decir, primo y no compuesto 
frente a secundario y compuesto, distintos en varias características, pero se
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considera otro intermedio, y éste ciertamente es compuesto y secundario, 
recibiendo la medida de otro número y por eso admitiendo otra parte de distinta 
denominación. Pero cuando se compara con otro número del mismo género, éste 
no se une con ninguna medida común con él, y no tendrá partes del mismo 
nombre. Por ejemplo 9 respecto a 25, no se unen con ninguna medida común, 
salvo si se considera la unidad como medida común de todos los números. Y estos 
no tienen partes del mismo nombre. Pues en 9 hay una tercera, que en 25 no hay; 
y en 25 hay una quinta, que no hay en nueve. Luego éstos son por naturaleza 
secundarios y compuestos, pero comparados entre sí resultan primos y no 
compuestos. Y a éstos no los mide ninguna otra medida que la unidad, que recibe 
una denominación según cada uno: para nueve es la novena parte y en 25, la 
vigesimoquinta.

De la generación del número primo y no compuesto,
del secundario y compuesto, y del que en sí es secundario y compuesto 
pero respecto de otro, es primo y no compuesto.
Capítulo XVII.

Ahora bien, la generación de éstos y por la investigación de la génesis de 
éste, se deduce la que llamaba Eratóstenes criba, porque colocados todos los pares 
en el interior por medio de un método que vamos a explicar se distinguen cuáles 
parecen ser de la primera clase, cuáles de la segunda y cuáles de la tercera. En 
efecto, dispónganse desde el número tres todos los impares en serie, en una 
progresión todo lo larga que se quiera: 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 
29, 31, 33, 35, 37, 39, 41, 43, 45, 47, 49. Entonces, así dispuestos, hay que 
estudiarlos: el número primo como aquél de los que están colocados en la serie 
puede ser medido en primer lugar, y dejando dos, es aquél que detrás de ellos puede 
ser medido después. Aunque a continuación de ése que se ha medido se han pasado 
dos, se mide de nuevo aquél que está tras los dos. Y de este modo, si alguien deja 
dos, detrás de ellos hay que medir a partir del número primero, y de esa manera, 
saltándose siempre dos, se mide desde el primero hasta el infinito. Pero esto no de 
modo nada vulgar y ni desordenado. Así el número primero, aquél que está después 
de los dos colocados detrás de él, se mide según su cantidad. Pues el número tres 
se mide como tercio de 9. En cambio, si después de nueve dejo los dos que me 
encuentro detrás de ellos, hay que medirlos desde el primero, esto es, por el 
segundo de cantidad impar, es decir, por el cinco. Efectivamente, si tras el nueve 
dejo dos, esto es, 11 y 13, el 15 se mide por el tres, por la cantidad del segundo 
número, esto es,
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por el cinco, porque el tres mide al 15 cinco veces. A su vez, si empezando por el 
quince, dejo dos en medio, el primer número es medida del que está situado en el 
lugar siguiente, por la pluralidad del tercer impar. En efecto, si después del 15 dejo 
el 17 y el 19, llega el 21, que el tres mide según el número 7; bien, pues el tres es 
su séptima parte. Y haciendo esto hasta el infinito, me encuentro con que el primer 
número mide a todos los que le siguen, si dejo dos entre medias, según la cantidad 
de los números impares colocados en serie.

Pero en cuanto al número cinco, que está situado en segundo lugar, si alguien 
quiere encontrar que él es la primera medida y sucesiva, pasados cuatro impares, 
se le presenta el quinto, que se puede medir con él. Pues si se dejan pasar cuatro 
impares, esto es, 7, 9, 11 y 13, después viene el quince, que se mide con el número 
cinco, es decir, según la cantidad del primero, esto es, el número tres, porque 5 
mide a 15, por el número tres. Y en adelante, si se dejan pasar cuatro, el que está 
colocado detrás de ellos, se mide por cinco, es decir, por el segundo, según su 
propia cantidad. Pues detrás del quince, se dejan pasar 17, 19, 21, 23 y después de 
ellos encuentro el 25; a éstos, el número cinco mide con su pluralidad. En efecto, 
cinco multiplicado por cinco crecen hasta 25. Pero si cualquiera salta detrás de éste, 
cuatro de la misma serie, manteniendo el orden, el número que sigue, se medirá por 
el número cinco según el valor del tercero, es decir, del número siete. Y ésta es una 
sucesión infinita.

Pero si se pregunta a qué número puede medir el número tres, se dejan seis 
en medio y a éste lo puede mostrar el situado en séptimo lugar; éste ha de ser 
medido por medio de la cantidad del primer número, el tres. Y detrás de él, dejando 
en medio otros seis, el número siguiente detrás de ellos será medido según el 
número 7 por el propio número 7, es decir, según la cantidad del tercero. Y esta 
serie avanza hasta el extremo.

Luego aceptan diversidad de medidas los impares situados según su orden 
natural. El número de impares que se han de saltar entre los dos números 
considerados depende de la serie de los pares desde el dos. De manera que para el 
primero se saltan dos, para el segundo, cuatro, para el tercero, seis, para el cuarto, 
ocho, para el quinto, diez. Si el lugar ocupado por el número en la serie es doble, 
se saltan los términos según esa duplicación. Para el tres, que es el primer número 
(porque en una serie el número uno es el que está antes que todos), multiplica por 
dos su lugar, y se hace dos veces uno, que como son dos, se pasará para el primer 
número, dos intermedios. A su vez el segundo, es decir, el cinco, si duplica su lugar, 
llegará al cuatro, éste también deja pasar cuatro términos. Igualmente, si el siete, 
que tiene el tercer lugar, si duplica su lugar, llegará al sexto. Pues dos por tres 
suman seis. Luego, éste deja seis en la serie. El cuarto también, si duplica su lugar, 
llega al octavo. El salta también ocho y esto hay que observarlo en los demás.
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En cambio, la cantidad de la medida será dada por la serie, según el orden en 
el que están colocados los números. Pues el primero numera al primero de la serie, 
según el primero al que él numera, esto es, según él mismo; el segundo que mide 
al primero, le mide según el segundo de la serie; el tercero, según el tercero, el 
cuarto, igualmente según el cuarto. Pero, si es el segundo el que mide, el primer 
número que mide, es según el primero de la serie que él mide; y el segundo que 
mide, lo mide según él, esto es, por el segundo; el tercero, según el tercero; y los 
demás serán medidos de la manera anterior. En consecuencia, si observas otros, o 
los que han medido otros, o los que son medidos por otros, hallarás que no puede 
haber al mismo tiempo una medida común, y que tampoco todos numeran al mismo 
tiempo a otro número; en cambio, algunos de éstos se les puede medir por otro, de 
manera que por naturaleza son medidos solamente por ese número, o bien otros 
pueden ser medidos por muchos, pero que algunos no tienen otra medida que la 
unidad.

Luego, juzgamos primos y no compuestos a los que no admiten otra medida 
que la unidad; llamamos secundarios y compuestos a los que admiten otra además 
de la unidad o reciben el nombre de una parte de otro número distinto de sí. En 
cuanto al tercer género, del que es por sí secundario y no compuesto, pero que se 
puede comparar con otro, primo y no compuesto, el observador lo advertirá por 
este criterio. Si se multiplica cualquiera de estos números por su cantidad, los que 
se generan , comparados con otro no están unidos ninguna medida común, pues si 
multiplicas tres y 5, tres por tres hacen nueve y cinco por cinco, veinticinco; por 
tanto, éstos no tienen ningún parentesco de medida común.

A su vez, si comparas a los que generan cinco y siete, éstos tampoco tendrán 
medida común, pues cinco por cinco es veinticinco y 7 por siete hacen 49; éstos no 
tienen medida común, a menos que sea la unidad, generadora y madre de todos 
éstos.

Sobre la manera de hallar los números que en sí son secundarios y 
compuestos, pero respecto a otros, 
son primos y no compuestos.

Capítulo XVIII.

Por qué método podemos hallar tales números, si alguien nos propone y 
ordena probar si son mensurables con alguna medida o si la unidad es la única que 
los mide, el procedimiento para hallarlo es el siguiente. Dados dos números 
distintos, hay que restar el menor del mayor y a lo que reste, si es mayor, volverle 
a restar el menor, pero si es menor, restárselo al otro, que queda mayor, y esto hay 
que hacerlo hasta que la unidad impida seguir restando, o algún número impar de 
modo necesario, si los dos números propuestos son impares. Pero verás que el
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número que queda es igual a sí mismo, por lo que si se llega a esa sustracción, se 
llamarán necesariamente números primos entre sí y no relacionados por ninguna 
otra medida que la sola unidad.

Pero si es un número impar, como se ha dicho antes, al final de la 
sustracción, habrá un número que mida los dos números, y diremos que éste mismo 
número que ha quedado es la medida común de los otros dos. Sea que tenemos dos 
números propuestos de los que nos ordenan averiguar si alguna medida común los 
mide. Son 9 y 29. Así que les hacemos la sustracción de restar el menor del mayor, 
esto es, de 29 menos nueve quedan veinte, y de nuevo le restamos 9, y quedan 11, 
y otra vez le restamos nueve, y quedan 2, si resto 2 de nueve, quedan 7, y si de 
nuevo le restamos dos, quedan 5 y de éste dos otra vez, y quedan tres, que si se le 
restan de nuevo dos, sólo sale la unidad, y a su vez, si de dos resto uno, la 
sustracción se detiene en el confín del uno, que se ve que es la única medida común 
de aquellos dos números, esto es, del 9 y del 29. Por tanto, llamamos a éstos primos 
entre sí.

Pero sean también otros números propuestos por el mismo criterio, 21 y 9 y 
se nos dice que se investiguen éstos, comparándolos entre sí.

51



^Irítbntettca
com para ti.ttu rfue  alífero oc maiorc inínoxísnume 
riquandtatem .ideft.9 .oc.2  i.rc lú iqua itu r. 12. £ t  
b is  rurfus oem o.9. fupe rfun t.s .O u ílt er nouena# 
r io  rctrabanturzfenarius rd iuquctur.O u ibus ítem 
f i  quis ternarium oemat.¿.rdiiiqucntur. oe quibus 
tres octrab i ncqucunt.atq jb icc 11 fib i ip il  equalis. 
tla m .^ .q u i oetrabíbantur vfq? ad ternarium nume 
rum  po-ueneront.a quo quoniam equales funt: oe# 
tra b i inínuíq? non poterunt.lfros ig itu r commenfu 
rabiles pxonundabímus t  eft eoxum qui eft relíquus 
tem arius menfura communis.

O l í a  partido  paría fecádum perfectos imperfectos 
«v ltraquam  perfectos.

£apitulum.rir

£  oe imparibus numeris quantum intro# 
ductioms perm ittebat bxeuitaferpeditmn 
e ft.H urfus numerorum pariu in fie ft t fe# 
cunda oíu ilio .a iíiením eontm  funt fuper 
flu i.a lii oimúmd fecundum vtrafq? babi# 

tudines inequalitetJ.Omnís quíppe inequalitas:aut
ín maiozibue aufinm inoxibusconftderatur.^lli.n. 
fmmoderata quodammodoplenitudineptoprii cox# 
polis modum pardum fuarum numerofitate pxece# 
dunt.3llos aute? v d u ti paupertate inopes oppxeftbf 

quadam nature fue inopia minox quain ípft funt 
partium fumma componit.atqs i ll i  quidem quorum 
partes v ltraqua in fa tis  eft fefe poxxereront.fuper# 
flu í nom inantizr.vtfunt.i2 .vd 2 4 .  lO icn iin fu ís  
partibus comparad maioxem pardum fummatn to 
to  cozpoxc fez tiun tu r. £ f t  a lim ono  oenarii medie*

Vdirfu8.24.num erí medietas eft. 1 x .te rtia .8 . quar 
te  .6.fetta.4.octaua t r ia : ouodecima.2. yicefima# 
quarta vnum qu i omnes trig in ta  1 fer rependunt. 
3n  qua re manifeftum eft quod fumma partium ma 
ío: e ft»  fupza pxopxium cozpus erundat.atq? bic &  
dem quoniam compoftte partes totíus fummam nu 
meri vincuntzfuperAuusappeUatur.&iminntus ve 
ro  ille cnius eodem modo compoftte partes to t i*  ter 
m in i multitudiite fuperannir.vt.S.vel.6.babet ení? 
octonarius partem mediam:ideft.4. babet -x quar# 
rain ideft ouo.babet -x octauam ideft vnum que cu 11# 
etc in vnum redacte.7.colligunt:minoxé fcüicet fum 
mam toto coxpoxc condudenres.TRurfus. 14  .babét 
medietatem ideft feptenarium. babent feptimázid# 
e li.2 . babent quartamdecimain ideft.i .que in  vnu? 
-o <01t€€f€fths* W ftsSílt nOtnCrl IltíílH t»  woCrCICtf®

emulatox qui uec fiipcruacua pzogrciTione pozzigú 
tu rnee  contracta rurfus oim inutionc rc iu ittitu r fi 
medie tatisobtinensj tcrmmuin fuis equus partibus 
nec craflatur abimdautiamcc eget inopia, v t fer vd . 
23.'Mamq5 fenariua babet pa rtan  mediam ideft.:.

te rtiam ideft.2 ."X fertam ideft. i.que in vnain fum 
mam ftredacte (im par to tu in  numeri cozpus fuis 
partibuoinuaritur.2S.vcr0 babet tncdictaté. 14,-: 
fcptitnain.4.nec carct quarta ideft.7.poflidet quar 
taradecúnain.2.? iRcpcrics in eo viedimam octa# 
uam.i .que in vnum redacte totum partibus cozpus
equabunt.z8.enim íuncte partes e fficient.

C O e  generadone numen perfecd.
* jCapitulum.rr.

S tau tem  in b is quccg magna ftmiiitudo 
v irtu tts  t  v ít ij .'i |>er fectos cuim números 
raro íuéics:cofq5 fiadle numerabilcszquip 
pe qui pauci funtz-x iriinís conftand ozdine 
pxocreatizat vero fuperftuos ac oimínutof 

longe multes infinitofq? reperiesznee vllis ozdtnib* 
palfim  inozdínateqs ©ifpolitosZ'X a nullo ccrto fine ge 
ñera ros. © un tan  ta n  perfeed numeri intra cena# 
rium num erum .6.íntracenta iarium .28.intra mil# 
lenarium num crum .496 . in tra  oecem m ília . Síx8. 
£ t  femper b i numeri ouobus paribus terininantur. 
6 .  -x.S.-x femper alternadm ín bos números fumma 
rum fine perueiiiunt.matn *  primum fer ocínde. zS. 
Ilb o ft bos .496 .idem  fcnaríus qui pzímus.poft qué 
$izS.idem octcnaríusqui fccundus.-ócneratio auté 
pzocreariocB eozum eft (ira finnaq? nec quo alio mo 
dofieripo lTm tíuecvtfibocm odo ftant alíud quid# 
dam v ilo  modo va leatpzecrearútnfpolites ení ab 
vno omnes pariter pares números in ozdincm quo# 
ufqjvolueriszpximo fecundum aggregabísz-x ft pxí# 
mus números incópofitus er illa coaceruadoue fact* 
f t t  totam fummá in illa  multiplicable qué pofteríus 
aggreuaueras.Si vero coaceruadoue facta pzimus 
«xincompofttusnoninnentns fue rit fed compofttus 
«x fecundas bañe tranfgrcdereattBalium qui fequi# 
tu r  aggregabis.S i vero nec oum fuerinr pzimus t  
íncompofttuszalium rurfus adiunge -x vide quid fiat 
Q u o d  ft pximuin mcompolitumqj reperíesztnnc ín 
vidm etnuiritudinem futnm c coaccruadonem muí# 
dplicabis.C ifpon9ntureniin  omnes pariter pares 
numeri boc modo. 1 .2 .4 .8 .1 6 .5 2 .6 4 .1 2 8 . fades 
ergo itezpones. t .eiqp aggregabis.x.£unc refpiries 
er bac aggregatione qu i números factus f t t : funt.?. 
q n i fcílicet pximus*tincompofttuseft:<x poft vníta# 
tem vldm um binaríum  numeram aggrcgaueras. 
S i  íg itu r ternarium ideft qui er coaccruatione cdle

tw natug vt  «ñdm anus gigaszv d ^ p í fc i  copíun#

q$ motiftroofum natura ín pardum muldplicatione 
furripuiti^llc vero vtfinatnrahter quadam neceffa 
na pane tniiiod ocuio iwiccrcrur zvrey
clopec frontis oedeensfuitzvdquo alio curradla mí 
bzoznalurate totíus fue plenitudinis oifpendium fox 
dretnr.^nter bosautem vdut ínter equales intan#

s5ís enim.^.ó.faciunt.qui babent vnam quidema
fe o enomina t  apa rtan  ide ft fertem tres vero medie 
tetem fm oua lita tem .a t vero o u o fm  coaceroatío#

__________  eodem modo iw
fuper vna? « ono qui funt tres addas 

fequenté pariter paré id e ft.4 . feptenariam lamam 
facies fed v lrim ú nñerñ quaternarift ce
ifireraszger bficigié fiillam ¡

perantiae medii temperamentumlimidsfozntuseft aueriszpfectus numeras pxocrea tur. 
illenumerosqui perfectos oicitorjvirtutis fcílicet 4.x8,funtquíeftfuispardbttspíir:bÉ



Instituto Arithmetica

/5v./

De nuevo resto del mayor la cantidad del número menor, esto es, de 21, 9 y quedan 
12, de éstos quito nueve y quedan 3, que si se le restan a 9, quedará 6, del que si se 
restan 3 quedan 3 y no se puede restar de 3, pues éste es igual a sí. Pues los tres que 
se restaban llegaron hasta el número tres, del que no se pudieron restar ni sustraer 
porque es igual. Por tanto, consideramos a éstos mensurables y que la medida 
común a los dos, es el tres que ha quedado.

Otra división del número par, según perfectos,
imperfectos y más que perfectos.

Capítulo XIX.

Se ha explicado sobre los números impares cuanto la brevedad de la 
introducción permitía. Por su parte, los números pares tienen una segunda división, 
pues unos son abundantes, otros deficientes según los dos aspectos de la 
desigualdad. En efecto, se considera toda desigualdad o en mayores o en menores. 
Aquéllos destacan por la inmoderada plenitud de su cuerpo, por la pluralidad de sus 
partes. Pero una suma de partes menor que ellos compone a los otros, a los que les 
ha correspondido tal indigencia, que están como oprimidos por su pobreza, por el 
defecto de su naturaleza.

Se llama abundantes a aquellos que obtuvieron partes por encima de lo que 
les resultaba suficiente, como son el 12 y el 24. Pues éstos, comparados en sus 
partes, han recibido mayor suma de las partes que su cuerpo en total, ya que la 
media es 6, la tercera parte, 4, la cuarta, el tres, la sexta, dos y la duodécima uno. 
Y todo este cúmulo redunda en 16 que sobrepasa la multiplicidad de su cuerpo. A 
su vez, la media del número 24 es 12, la tercera parte, 8, la cuarta, 6, la sexta, 4, la 
octava 3 y la duodécima 2 y la vigesimocuarta, uno, que dan un balance de treinta 
y seis. En esto se ve claramenteque la suma de las partes es mayor y desborda por 
encima de su propio cuerpo. Y éste, porque las partes compuestas superan a la suma 
del número, se llama abundante.

Pero el deficiente es aquél cuya suma de las partes, operada del mismo 
modo, es superada por la pluralidad del término en total. Por ejemplo, 8 y 6 , pues 
ocho tiene por media 4 y tiene una cuarta parte dos y una octava que es uno; todas 
sumadas dan 7, esto es, un número menor que su cuerpo entero. A su vez, 14 tiene 
una media, esto es, 7, y una séptima parte, que es 2 y una decimocuarta, que es uno, 
con lo que si se suman se llega a diez, es decir, a una cifra menor que el término en 
total.
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Y éstos ciertamente son de esta manera: aquel anterior, al cual superan sus 
partes, parece como si alguien hubiera nacido con muchas manos, más de las que 
le eran naturales, como un gigante de cien manos, o con tres cuerpos, tal que 
Gerión o cualquier monstruo que se salió de naturaleza por multiplicación de sus 
partes. Pero si se le sustrae una parte necesaria por naturaleza, si se nace sin un 
ojo, como fue la fealdad del Cíclope o sin algún miembro, se entiende como un 
defecto natural de su plenitud total. Pero entre éstos como entre desigualdades 
semejantes, se ha establecido la moderación del término medio, aquel número que 
se llama perfecto, es decir, emulador de la virtud que no avanza en una progresión 
supérflua ni retrocede con una mengua forzada, obteniendo un término de su 
media igual a sus partes; ni engorda por abundancia ni padece necesidad, como el 
6 o el 28.

Pues el 6 tiene una parte media, esto es, el 3 y una tercera, esto es, el dos y 
una sexta, esto es, el uno, que si se suman se ve que el cuerpo del número llega a 
igualar a sus partes. Veintiocho tiene por media 14, una séptima parte que es 4 y 
una cuarta que es 7, y una decimocuarta que es 2, y encontrarás en él una 
vigesimoctava que es uno; sumadas igualarán al cuerpo total con sus partes, pues 
las partes sumadas harán 28.

Sobre la generación del número perfecto.

Capítulo XX.

Hay en éstos también una gran similitud con la virtud y el vicio. Pues rara 
vez encontrarás números perfectos y éstos, fácilmente numerables, pues son pocos 
y se generan en un orden muy constante, pero hallarás muchos más e infinitos 
abundantes y deficientes, dispuestos por todas partes sin orden ni formando serie y 
sin límite a su generación. Los números perfectos son: dentro de la decena, 6, 
dentro de la centena, 28, dentro del millar, 496, dentro de la decena de millar 8128. 
Y siempre estos números terminan en dos pares, seis y ocho, y siempre llegan 
alternativamente en el final de estos términos a estos números. Pues en primer lugar 
el 6, después, 28, detrás de éstos, 496, terminado en seis como el primero, después, 
8128 termina en 8 como el segundo. Pero la generación y creación de éstos es fija 
y firme y no se puede hacer de otro modo, y si se hace de esta manera, no se puede 
crear ninguno de otro modo.

Pues, dispuestos todos los números pares paritariamente en serie desde la 
unidad hasta el límite que se quiera, sumarás el segundo al primero, y si se 
consigue un número primo y no compuesto, multiplicarás el resultado de la suma 
por aquél que habías añadido en segundo lugar. Pero si hecha la suma no se 
encuentra un número primo y no compuesto, sino compuesto y secundario, lo 
pasarás y añadirás el que le sigue. Y si tampoco resulta primo y no compuesto,
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añade otro de nuevo y mira qué sale. Si encuentras uno primo y no compuesto, 
multiplicarás el resultado por la cantidad de la última suma.

Dispónganse todos los números pares paritariamente de este modo 1, 2, 4, 8, 
16, 32, 64, 128 y operarás así: pondrás uno y le sumarás 2. Entonces, hallarás de 
esta suma qué número ha resultado. Son tres, es decir , un número que es primo y 
no compuesto, y después de la unidad le habías sumado el número dos por último. 
Por tanto, si se multiplica el tres, esto es, el resultado de la suma, por dos, que es 
el último que se ha sumado, nacerá sin ninguna duda un número perfecto. Pues 3 
por dos hacen seis, que tiene la unidad como parte denominada según su nombre, 
esto es, sexta, tres, su media y dos su tercera parte. Pero dos denominada según su 
multiplicador, esto es, tres, porque tres lo ha multiplicado. Veintiocho nace del 
mismo modo. Pues si además de uno y dos que son tres, añades el siguiente par 
paritariamente, esto es, 4, harás una suma de siete, pero consiguientemente has 
añadido como último número el cuatro, luego si multiplicas por éste aquella suma, 
se crea un número perfecto. Pues siete por cuatro son 28, que es igual a sus partes, 
y tienen uno como la parte
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denominada como él, esto es, la vigesimoctava, y como media, según el número 2, 
el 14, y según el número cuatro, una cuarta parte 7 y según el 7, una séptima, 
contiene el cuatro, por lo que si se hace una reunión de todos, cumo décimocuarta, 
2, que corresponde a la mitad.

Luego habiendo encontrado éstos, si buscas encontrar otros, es necesario que 
investigues con el mismo criterio. Pues podrás poner uno, y después de éste, 2 y 4, 
que suman siete, pero de esto queda excluido el 28, el número perfecto. Por tanto, 
el que sigue a éste, par paritariamente, es el 8, que inmediatamente se une como 
cantidad, que sumada a las anteriores da 15. Pero éste no es primo, es compuesto, 
pues tiene una parte de otra clase, además de la que recibe una denominación de sí 
mismo, la decimoquinta, es decir, la unidad. En consecuencia éste, porque es 
secundario y compuesto, pásalo, y suma a los anteriores el siguiente par 
paritariamente, esto es, el 16, que con el 15 hacen treinta y uno. Y éste a su vez es 
primo y no compuesto. Multiplica éste por la suma del último que has sumado, para 
que hagan 16 por 31, que llegan a 496. Ésta es la pluralidad igualada a sus partes 
dentro del millar.

Por tanto, la unidad primera es perfecta, por su virtud y potencia, aunque no 
en acto o en realidad. Pues si sustraigo esta primera de la serie propuesta de 
números, veo que es primera y no compuesta, y si la multiplico por sí misma, se 
me genera la misma unidad. Pues uno por uno es una sola unidad igual a sus partes 
y en potencia sólo a las demás perfectas en acto y en efecto.

La unidad por su propia virtud es bien perfecta así como prima y no 
compuesta, multiplicada por sí misma, se mantiene. Pero porque hemos tratado de 
la cantidad que es en sí, pasemos en la secuencia de la obra a aquella que es 
relativa.

Sobre la cantidad relativa.
Capítulo XXL

La primera división de la cantidad relativa consiste en dos clases. Pues todo 
lo que se mide por comparación con otro, o es igual, o es desigual. Y es igual 
ciertamente lo que comparado con otro ni es menor por defecto, ni mayor, por 
exceso, como el diez con el diez, o el tres con el tres o el codo con otro codo o el 
pie con el pie y ejemplos semejantes a éstos.

Sin embargo, esta primera división de la cantidad relativa, esto es, la 
igualdad es por naturaleza indivisa, pues nadie puede decir que tal igualdad es de
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tal naturaleza y aquella de esta otra. En efecto, toda igualdad conserva su medida 
de una sola y misma manera. También la cantidad que se compara con ella, no se 
llama con otra denominación que esa misma a la que se compara. Pues al igual que 
un amigo es amigo de su amigo y uno es vecino de otro, así se dice del igual con 
su igual. Pero la cantidad desigual tienen una división en dos, pues se separa lo que 
es desigual en más y en menos, que reciben una denominación contraria entre sí. 
Pues el mayor es mayor respecto al menor y el menor es menor respecto al mayor. 
Y los dos no con los mismos nombres según se ha dicho de la igualdad, sino que 
se han señalado con nombres diversos y diferentes, como el del que aprende y el 
que enseña, o el que da palos y  el que los recibe o cualquier cosa que se compare 
con otra con la que se relaciona de otra manera siendo contrarias sus 
denominaciones.

Sobre las especies de desigualdad, mayor y menor.

Capítulo XXII.

Hay cinco partes de desigualdad mayor. Pues hay una que se llama múltiplo 
y otra superparticular, una tercera superpartiente, una cuarta múltiplo 
superparticular y una quinta múltiplo superpartiente. Por tanto, a éstas cinco partes 
del mayor se oponen otras cinco partes de la menor, según el mismo mayor se 
opone siempre al menor. Estas especies de la menor que se oponen tan 
particularmente a estas especies de la mayor que se han dicho antes, se diferencian 
únicamente por un solo prefijo según se llaman con esos mismos nombres. Pues se 
dice submúltiplo, subsuperparticular, subsuperpartiente, múltiplo 
subsuperparticular y múltiplo subsuperpartiente.

Del múltiplo, de sus especies y de la generación de ellas.

Capítulo XXIII.

De nuevo, el múltiplo es la primera parte de la desigualdad mayor, más 
antigua y más importante que las demás, según demostraremos un poco más tarde. 
Ahora bien, este número es de esta manera: comparado con otro contiene a ese otro 
más de una vez. Esta propiedad se encontrará primero en la serie del número natural, 
puesto que comparados con la unidad, todos los que siguen hasta el uno, presentan 
ordenados todos los múltiplos en sucesión y diferenciados. Pues para el primer lugar 
que es la unidad, el 2 es el doble, el tres, el triple, el 4 el cuádruple y así progresando 
en serie, se entretejen todas las cantidades múltiples. Sin embargo, se ha dicho “más 
de una vez” . Esto toma su comienzo en el número dos y avanza hacia el infinito por 
la secuencia del tres, el cuatro, y la serie y secuencia de los demás.
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Pero aquél que se llama submúltiplo se distingue y se opone al múltiplo, por 
ser una especie de la cantidad menor. Este número es como sigue: aquél que en 
comparación con otro numera la suma del mayor por medio de su propia cantidad, 
empezando con el mayor de manera igual y terminando de manera igual. Digo en 
el mismo sentido numera que mide. Por tanto, si el número menor mide al número 
mayor sólo dos veces, se llamará subdoble, si tres, subtriple, si cuatro, 
subcuádruple. Y así una progresión hasta el infinito; añadiendo a ellos el prefijo 
sub- los nombrarás, como uno respecto de dos, se llamará subduplo, de tres 
subtriplo, de cuatro, subcuádruplo y así consiguientemente. Como la multiplicidad 
y la submultiplicidad es infinita por naturaleza, también la de los que se pueden 
observar en sus propias generaciones hasta el infinito.

Pues si colocados unos números en una sucesión natural, eliges los pares en 
su sucesión, uno a uno, serán dobles de todos los pares y de los impares que se 
sigan desde el uno; esta observación se puede seguir sin límite. Pues dispóngase un 
número natural de esta manera: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 
17, 18, 19, 20. De éstos, si tomas primero los pares, esto es, el 2, será el doble del 
uno, es decir, de la unidad. Pero si tomas el siguiente par, esto es, el 4, es doble del 
segundo, es decir, del 2. Si tomas el tercer par, esto es, el 6, será el doble del tercer 
número de la serie natural, esto es, del tres. Si observas el cuarto par, esto es, el 8, 
es el doble del cuarto número, esto es, del cuatro. E igual tomando los demás se 
avanza sin ningún impedimento.

Los triples se crean si en la misma serie se dejan pasar dos siempre, y los que 
están detrás de esos dos se comparan con el número natural, a excepción del tres. 
Y como es el triple de la unidad, se pasa el dos solo. Detrás del uno y el dos, son 
tres, que es el triple de la unidad. A su vez, detrás del 4 y el 5 está el 6, que es el 
triple del segundo número, es decir,
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el triple de dos. De nuevo, detrás del 6 están el 7 y el 8, y tras éstos, el 9 que es el 
triple del tercer número, esto es, del tres. Y esto si alguien lo hace igual hasta el 
infinito avanza sin ningún obstáculo. La generación de los cuádruples comienza 
pasando tres números. Pues después del uno, 2, 3, el 4 es el primer cuádruplo de 
uno. A su vez, si dejo el cinco, el seis, y el siete, se me presenta el ocho en cuarto 
lugar, es decir, dejando tres en medio, que es el cuádruplo del segundo número, esto 
es, del dos. Pero si después del ocho dejo tres números, esto es, el 9, el 10 y el 11, 
el número que sigue es el cuádruplo del número tres. Y es necesario que esto 
mismo ocurra a los números, en progresión hacia el infinito, y si crece la serie 
dejando algunos números, te sorprenderás de encontrar ordenadas las repeticiones 
de un número múltiplo. Pues si dejas pasar cuatro, se halla el quíntuple, si cinco, el 
séxtuple, si seis, el séptuple y siempre se generan con el nombre de un múltiplo, 
dejando pasar ese número menos uno. Pues el doble, deja pasar uno, el triple, 2, el 
cuádruple, 3, el quíntuple, 4, y en adelante la secuencia en el mismo orden. Y todos 
los dobles según sus propias secuencias de los números pares, son pares. Pero los 
triples son alternativamente par e impar. A su vez, los cuádruples siempre 
conservan la cantidad par. Y su serie parte del cuarto número, se salta de cada vez 
uno de los primeros pares colocados antes por orden, dejando el primer par, el dos; 
y tras éste, el 8, dejando el diez, y tras éste el 12. Y esto igual en los demás. Pero 
en la serie del quíntuple, a semejanza del triple, se ordenan alternativamente, pares 
e impares.

Del número superparticular de sus especies 
y de la generación de ellas.

Capítulo XXIIII.

El número superparticular es un número que comparado con otro, contiene al 
menor en sí un número de veces y alguna parte de él. Éste, si tiene una mitad, se dice 
que la proporción es sesquiáltera (de una vez y media), si contiene una tercera parte, 
se dice que es sesquitercia (de una vez y un tercio), si una cuarta parte, se dice que 
scsquicuarta (una vez y un cuarto); si la quinta, sesquiquinto (una vez y un quinto). 
Y con estos nombres llevados hasta el infinito, progresa también la serie de los 
superparticulares. Mientras que los números mayores se llaman de esta manera, los 
menores se contienen en otro una vez y una parte de ellos. Uno es el que se contiene 
una vez y media (subsescualter), otro, el que se contiene una vez y un tercio 
(subsesquitercio), otro, el que se contiene una vez y un cuarto (subsesquicuarto), 
otro el que se contiene una vez y un quinto (subsesquiquinto), lo mismo se extiende 
según la norma y la multiplicidad de los mayores. Ahora bien, llamo a los números
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mayores, antecedentes, y a los menores, consecuentes. Infinita es la multitud de los 
superparticulares, por el motivo de que se emplean las especies de él en una 
progresión interminable. En efecto, el número que contiene a otro una vez y media, 
tendrá como antecedentes todos los triples naturales que van detrás del número tres, 
mientras que como consecuentes todos los pares naturales que siguen al dos, de esta 
manera, como se compara el primero al primero y el segundo al segundo, el tercero 
al tercero y en adelante. Pues escríbase una línea de triples del número natural y otra 
de dobles de este modo:

■
B

U

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

3 6 9 12 15 18 21 24 27 30

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Así, la primera línea contiene el número natural, la segunda su triple, la 
tercera, su doble. Pero si se compara el tres con el dos, el seis con el cuatro, o el 
nueve con el seis, o si se confrontan todos los números triples superiores con sus 
correspondientes números dobles, se creará una proporción hemiolia, esto es, la 
sesquiáltera. Pues 3 tiene dentro de sí dos y mitad de 2, esto es, 1. E igualmente el 
seis contiene dentro de sí el cuatro y la mitad de éste, es decir, dos; el nueve 
encierra dentro de sí el seis y su mitad, esto es, 3, y de igual manera en los restantes. 
Si alguien desea considerar la segunda especie del número subparticular, esto es, la 
que considera la proporción sesquitercia, hay que indicarle con qué método lo 
hallará. Y la definición de esta relación es como sigue. La proporción sesquitercia 
es el número que comparado con uno menor lo contiene una vez y la tercera parte. 
Pero éstos se hallan disponiendo seguidamente los cuádruples desde el cuatro y 
comparándolos con los triples desde el tres; los antecedentes serán los cuádruples 
y los consecuentes, los triples. Pues sea de este modo en serie el número natural, 
se disponga debajo el cuádruple y debajo de éste, el triple. Coloqúese bajo el 
primer cuádruple el primer triple, bajo el segundo, el segundo, bajo el tercero, el 
tercero, y del mismo modo todos de esa misma primera línea se conjunten con la 
serie del triple.

1 2 3 4 5 6 7 8

4 8 12 16 20 24 28 32

3 6 9 12 15 18 21 24

Así, si comparas con el primero, se contendrá la proporción de sesquitercio. 
Pues si comparas el 4 con el tres, el cuatro tendrá dentro de sí el tres y su tercera 
parte, esto es, uno; si se compara el segundo con el segundo, esto es, el ocho con 
el seis, hallarás que el ocho contiene al seis entero y a su tercera parte, esto es, el 
dos, y hay que avanzar por la misma secuencia hasta el infinito. También hay que
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notar que el tres es consecuente y el cuatro es antecedente, y a su vez, el 6 es 
consecuente y el 8 es antecedente y en la misma serie, los restantes se llamarán de 
modo semejante antecedentes los que contienen una proporción de sesquitercio y 
consecuentes los que la tienen de subsesquitercio; en todos los situados de este 
modo conviene conservar los nombres.

De cierta observación útil para el 
conocimiento de los superparticulares.

Capítulo XXV.

Se advierte una observación sorprendente y profundísima para estas series: 
que el primer antecedente y el primer consecuente están muy unidos, no se separan 
por ningún número. Pues los primeros pasan sin dejar ningún número en medio, los 
segundos lo dejan pasar, los terceros, dejan dos, los cuartos, tres y en adelante van 
aumentando, dejando pasar siempre uno menos del que presentan ellos. Y esto es 
necesario que se halle en los que tienen la proporción sesquiáltera, los que la tienen 
sesquitercia, o en otras clases de superparticulares. Pues si se compara un cuatro 
con un tres, no dejamos ninguno entre medias, detrás del 3 vienen el 4; pero 6 
frente a 8 en segundo lugar con proporción sesquitercia, se ha dejado pasar un 
número. Entre el 6 y el 8 está el 7 solo, que es el número que se ha pasado. A su 
vez, si comparamos 9 y 12, que están en tercer lugar, se han dejado pasar dos. Pues 
entre 9 y 12 están el 10 y el 11; según este orden, el cuarto lugar deja pasar tres y 
el quinto, cuatro.

Descripción por la cual se muestra que el múltiplo es anterior a las 
demás especies de desigualdad.

Capítulo XXVI.

Porque de manera natural y por la propia secuencia de orden hemos expuesto 
antes que el múltiplo es una especie de desigualdad, y hemos mostrado que es la 
primera especie, aunque esto se nos vaya a aclarar más adelante en la obra, también 
aquí vamos a explicar bien y brevemente lo que hemos adelantado. Sea la 
descripción en su orden desde el principio hasta el número diez
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de manera natural en la primera línea, en la segunda, escríbase el doble, en la 
tercera, el triple, en la cuarta el cuádruple y esto hasta el décuple. Pues así 
advertiremos de que modo funcionan el subparticular y el superpartiente y la 
principal será la especie del múltiplo. Veremos algunas otras, cuestiones de detalle 
muy poco importantes y observaciones muy útiles para el conocimiento, y muy 
agradables para el ejercicio de la mente.

(obsérvese el cuadro en fol. 7r.)

Razón y exposición de la tabla anterior.

Capítulo XXVII.

Si se consideran los dos primeros lados de la tabla de arriba que forman un 
ángulo, partiendo del uno a los dos números diez y se comparan las líneas 
interiores, que hacen ángulo partiendo del cuatro y llegando al veinte en los dos 
lados, se ve aparecer el doble, la primera especie del múltiple, de forma que el 
primer número sobrepasa el primero en una sola unidad -dos a uno-, el segundo 
supera al segundo en dos -cuatro a dos- el tercero al tercero en tres -seis a tres, el 
cuarto supera al cuarto en la cantidad del número cuatro -ocho a cuatro- y así todos 
se superan en la cantidad del menor. Si se considera el tercer ángulo, el que parte 
de nueve y se desarrolla a un lado y a otro, en longitud y en anchura hasta el 
número treinta, si se compara con la primera línea en longitud, se ve aparecer la 
especie del múltiplo que es el triple. La comparación se hace según la forma de la 
letra x y estos números se superan según la serie del número par: el primer número 
supera al primero en dos -tres y uno, el segundo supera al segundo en cuatro -seis 
y dos- el tercero al tercero en seis -9  y 3- y del mismo modo continúa la progresión 
por aumento de todos los demás. Es la naturaleza misma sin sufrir alteración la que 
nos lo muestra; nosotros no añadimos nada artificioso, según se ve en el 
funcionamiento de la tabla.

Si se quiere comparar a las líneas de arriba el término del cuarto ángulo cuya 
cima está marcada por el número 16, determinando una longitud y una anchura 
hasta el número cuarenta, la comparación que se establece según la forma de la 
letra x destacará
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la multiplicidad del cuádruple, y se tendrá para esos números una progresión 
ordenada por la relación con los que están arriba: el primero superará al primero en 
tres -se  trata del cuatro y de la unidad- el segundo superará al segundo en seis -8  
y 2- el tercero superará al tercero en nueve -12  y 3- y los números siguientes, si se 
relacionan con su correspondiente, les sobrepasarán siempre en el valor de tres. Y 
si se considera los ángulos de abajo, se llegará de la misma manera, pasando por 
todas las especies del múltiplo hasta el décuple, con la máxima regularidad en la 
serie.

Ahora, si se busca en la tabla la especie de los superparticulares, se 
encontrará de este modo. Si se marca el segundo ángulo, el que parte del cuatro y 
arriba del cual se encuentra el número dos, y se le compara la línea siguiente, 
aparecerá la relación sesquiáltera. Pues la tercera línea está en la relación 
sesquiáltera con la segunda. Los ejemplos: 3 en relación a dos, seis en relación a 4, 
12 en relación a 8, y siguiendo así con todos los números de la misma serie. Si la 
unión y relación de los términos se opera de esta forma, no se producirá ninguna 
alteración ni diversidad. También aquí lo que excede de unas cantidades respecto 
de otras es lo mismo que lo que se ha visto con los dobles. Pues el primer número, 
3, supera al segundo, 2, en uno; el segundo supera al segundo en dos, el tercero al 
tercero en tres y así en serie.

Si se compara ahora la cuarta línea con la tercera -por ejemplo, 4 y 3- y se 
puede continuar con las otras en el mismo orden- se formará la proporción 
sesquitercia. Así 4 en relación con 3, 8 en relación con 6, 12 en relación con 9. ¿Se 
ve cómo todos los términos conservan entre ellos la proporción sesquitercia? En 
cambio, si se procede a comparar las líneas que están situadas por encima de éstas, 
se advertirá sin ninguna dificultad todas las especies del superparticular.

Una característica divina en la tabla es que todos los números en diagonal 
son cuadrados. Se llama cuadrado -digámoslo en breve, se desarrollará después- el 
número formado por la multiplicación de los dos números iguales, como se ve en 
la tabla. En efecto, uno por uno uno, o uno es un cuadrado en potencia, de la misma 
forma dos por dos 4 o 3 por 3 hacen 9, números formados por los números de la 
primera línea multiplicados por sí mismos.

Los números que están en el entorno de la diagonal son longuiláteros. Llamo 
longuiláteros a los números formados por la multiplicación de los números que 
superan el uno. Así alrededor del 4 están el 2 y el 6; el 2 nace de uno y de 2, cuando 
se multiplica dos por uno o la unidad es superada por el número 2 en una unidad; 
en cuanto al 6, nace de 2 y 3, porque 2 por 3 son 6. Y 9 está encerrado entre el 6 y 
el 12, el cual nace de 3 y de 4, tres por 4 son 12; el 6 nace de 2 y de 3, porque 2
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por 3 hacen 6. En la generación de estos números hay siempre un lado mayor que 
la unidad. Pues 6 nace de 2 y 3, 3 supera el número 2 en la unidad; lo mismo en los 
otros. De forma que están formados por la multiplicación de términos de la primera 
línea por los términos correspondientes de la segunda línea. Ocurre que el número 
que nace de los dos longuiláteros que se corresponden y de dos veces el cuadrado 
que está entre ellos es un cuadrado. Si se consideran los ángulos de la tabla en su 
conjunto, los que están situados cerca de los cuadros angulares encierran el uno, la 
unidad de primer rango, el segundo -e l que se le opone- la unidad de tercer rango, 
y los otros dos que se corresponden encierran cada uno una unidad de segundo 
rango, y dos números de ángulo-ios cuadrados angulares- tienen su producto igual 
al cuadrado de uno de los números del ángulo que se encuentra al otro lado.

Todavía habría más cosas que aprovechar y admirar en esta tabla, si se 
examina atentamente, pero la brevedad en la que se mantiene esta introducción nos 
permite pasarlas en silencio por el momento. Continuemos.

De la tercera clase de la desigualdad, que 
se llama superdivisor, sus especies y la 
generación de ellas.

Capítulo XXVIII.

Después de las dos primeras relaciones del múltiple y del superparticular y 
después de las relaciones que se derivan, las del submúltiple y la del 
subsuperparticular se encuentran en la tercera especie de desigualdad, es lo que 
hemos llamado antes superpartiente.

Hay una relación superpartiente cuando un número comparado con otro 
contiene en sí mismo ese número entero, y además, partes de ese número, dos, tres, 
cuatro o todas las que haya en la relación considerada.

Esta relación comienza en los dos tercios, pues si el número que encierra en 
sí mismo otro número entero contiene además dos mitades de ese número, lo que 
sale es un doble, en lugar de un superpartiente. Comprenderá también los dos 
quintos, dos séptimos, dos novenos, y así la serie, según la progresión de los 
impares.

Si el número mayor tiene solamente además dos partes del menor, supera al 
menor gracias a esas partes en los números impares. Pues si contiene a ese número 
entero y dos cuartos de este número, es sin duda un superparticular lo que se 
descubre, porque dos cuartos es una mitad y esto da una proporción sesquiáltera. 
Con los dos sextos, todavía es un superparticular, porque los dos sextos es un 
tercio, y si se introduce en la relación, da un tipo de proporción sesquitercia.
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Después de los superpartientes nacen sus derivados, que se llaman 
subsuperpartientes. Son los que son contenidos en otro número que tiene más de 
dos, tres, cuatro o cualquier número de partes de él. Luego si un número que 
contiene en sí mismo a otro, contiene a la vez dos partes de ese número, se llama 
superbipartiente; tres supertripartiente, cuatro, supercuadripartiente, y se pueden 
establecer los nombres de estos números siguiendo la progresión hasta el infinito.

Se tiene la serie natural de los superpartientes cuando se disponen a partir del 
3 todos los números, pares e impares, que debajo de ellos les corresponden otros, 
todos impares a partir del cinco. Estos números, estando dispuestos de esta manera, 
si se compara el el primero con el primero, el segundo con el segundo, el tercero 
con el tercero y así en serie todos los demás, se crea la relación superpartiente. Sea 
la serie siguiente:

3 4 5 6 7 8 9 10
5 7 9 11 13 15 17 19

Si se considera la relación del número 5 al 3, será un superpartiente que se 
llama superbipartiente, pues el número 5 contiene la totalidad del 3 y dos partes de 
este número, esto es 2. Si la observación se hace con la segunda pareja, se verá que 
es una relación supertripartiente, y así en adelante, recorriendo hasta el infinito la 
serie de los números que se han propuesto, se verán todas las especies de este 
número, en el orden conforme a su serie.

Ahora veamos cómo se hace la generación de cada uno de ellos, si se quiere 
examinar hasta el infinito. La relación del superbipartiente, si está doblada en uno o 
el otro de sus dos términos, siempre genera una proporción superbipartiente. Si se 
multiplica por dos el 5, dará 10, y 3, dará 6. El 10 comparado con el 6 da una 
relación superbipartiente. Si se multiplican de nuevo estos números por sí mismos, 
se obtienen la misma relación; si se opera así hasta el infinito, la primera relación se 
mantendrá sin cambios.
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Si se quiere hallar supertripartientes, se multiplicarán por tres los primeros 
supertripartientes, y se dará lugar a números de esta naturaleza. Si ahora se 
multiplica por tres los números que se habrán producido así, se obtendrá aún la 
misma relación.

Si se quiere ver cómo se hace hasta el infinito la progresión de los 
supercuadripartientes, se pueden multiplicar por 4 sus raíces primeras, 9 y 5, y 
multiplicar de nuevo por 4 los productos de esta multiplicación y se verá que se 
forma siempre la misma proporción, sin que el método tenga ningún fallo. Y todas 
las demás especies nacen si se aumentan siempre las raíces por una multiplicación 
de más de uno. Se llaman raíces a los números dispuestos en el cuadro de arriba, que 
sirven de fundamento sobre el que descansan las proporciones que hemos descrito.

También hay que reparar en lo siguiente: cuando hay en el número mayor 
dos partes del menor además del número menor en sí, el nombre del tercio está 
sobreentendido, y debe ser que el que se llama superbipartiente , porque contiene 
dos tercios del número pequeño, se llame superpartiente de dos tercios; y cuando 
digo supertripartiente, se debe entender superpartiente de tres cuartos, porque 
supera al menor en tres cuartos; por supercuadripartiente se sobreentiende 
superpartiente de cuatro quintos y de la misma manera para todos los demás, 
sumando siempre una unidad a las partes contenidas por el número mayor, hay que 
sobreentender lo mismo, y que su parentesco y las proporciones que existen entre 
ellos están en los números siguientes. El que se llama superbipartiente, que se 
llama también superbitercio, el supertripartiente que es también supertricuarto, el 
que se llama supercuadripartiente, se llama también supercuadriquinto y así en 
adelante, se continúa la serie de estos nombres hasta el infinito.

Sobre el múltiplo superparticular.

Capítulo XXIX.

Las especies de cantidad relativa simples y principales son éstas, pero otras 
dos se componen de éstas y de algunos principios, como los múltiplos 
superparticulares, y los múltiplos superpartientes; consecuentes de éstos son los 
submúltiplos superparticulares y submúltiplos superpartientes. En las proporciones 
explicadas antes los números menores y también todas las especies de ellos se 
nombran con un añadido morfológico. Se puede hacer una éxplicación de ellos 
como sigue. El múltiplo superparticular es un número que comparado con otro lo 
contiene más de una vez y una parte de él, esto es, tiene el doble, el triple, el 
cuádruple o las veces que sea, y alguna parte, bien la mitad, o la tercera parte, la
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cuarta o cualquiera otra multiplicidad de partes. Luego se compone del múltiplo y 
del superparticular. Respecto del número comparado, contenerlo más de una vez es 
propio del múltiplo. Pero esto de que deba tener una parte lo distingue y es propio 
del superparticular. Así se forma la denominación a partir de un nombre y el otro. 
Las especies de él se hallan a imagen de aquellas proporciones, de las que el 
número tiene su origen. Pues la primera parte de esta denominación, que está 
incluida en el nombre de múltiplo debe ser nombrada según las especies del 
múltiplo, pero también es superparticular y se llama con los nombres con que se 
llamaban las especies del número superparticular. Pues el que contiene el doble a 
otro número y una media parte, es el doble sesquiáltero; el que tienen un tercio, 
doble sesquitercio; el que tiene una cuarta parte, doble sesquicuarto y así en 
adelante. Pero si lo contiene tres veces y una media parte, o una tercera parte, o una 
cuarta, será triple sesquiáltero, triple sesquitercio, triple sesquicuarto y de la 
misma manera los restantes. Y se dirá cuádruple sesquiáltero, cuádruple 
sesquitercio, cuádruple sesquicuarto y se puede continuar las veces que sea, según 
lo contenga, se le aplica el nombre de las especies del número múltiplo, pero puede 
encerrar una parte del número comparado que se llamará según la comparación y 
la proporción superparticular. Los ejemplos son los siguientes: doble sesquiáltero 
es la comparación de cinco a dos, pues dentro del cinco cabe dos veces el dos y una 
mitad de él que es uno. Doble sesquitercio es la relación entre siete y tres. Pero la 
de nueve con cuatro es un doble sesquicuarto. Si se comparan el 11 con el 5, es un 
doble sesquiquinto. Y éstos siempre se hallarán al colocar todos los números pares 
e impares en su orden natural comenzando desde el dos, y enfrentándolos a todos 
los impares empezando desde el cinco. Si contrapones con cuidado y atención el 
primero con el primero, el segundo con el segundo, el tercero con el tercero, sea la 
siguiente disposición:

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

5 7 9 11 13 15 17 19 21 23

Pero si se disponen todos los pares desde el dos y aquellos que comenzaban 
por el número cinco a su vez saltan de cinco en cinco, se hallan todos dobles 
sesquiálteros, como muestra la tabla siguiente:

2 4 6 8 10 12

5 10 15 20 25 30

si se comienza la disposición desde el tres y saltan de tres en tres, y se les adjunta 
la serie que empieza por siete, pasando de siete en siete, surgen de la comparación 
todos los dobles sesquitercios, como muestra la tabla siguiente:

3 6 9 12 15 18 21

7 14 21 28 35 42 49
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Dispónganse todos los cuádruples en orden, éstos que son cuádruples del 
número natural, como el cuádruple de la unidad, y del dos, del tres, del cuatro y del 
cinco, y de los que le siguen para adjuntarles una serie que comienza desde el 
número nueve, siempre con diferencia de nueve de uno a otro; entonces se 
establece una proporción del doble sesquicuarto:

4 8 12 16 20 24
9 18 27 36 45 54

Esa especie de este número que es triple sesquiáltero se crea de este modo: 
si se disponen todos los pares en orden desde el dos, se les presenta con los que 
comienzan desde el número siete, y van incrementándose en siete; se confrontan 
según el modo de comparación que hemos ido haciendo:

2 4 6 8
7 14 21 28

si disponemos comenzando por el tres todos los triples del número natural y les 
comparamos con la serie que comienza en diez y va creciendo de diez en diez, se 
hallarán por la secuencia de los términos todos los triples que tienen un tercio:

3 6 9 12
10 20 30 40

Cómo encontrar en la tabla anterior 
ejemplos de esos números.

Capítulo XXX.

Podemos mostrar los ejemplos de éstos y de los que siguen de manera clara 
y completa, si se quiere buscar con atención en la descripción anterior que hemos 
hecho, cuando hablábamos del múltiplo y del superparticular, en la que el cálculo 
ha ido crecido del uno hasta la multiplicación por diez. Pues respecto a la primera 
línea todos los números que siguen reunidos darán las especies ordenadas y 
ajustadas
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del múltiplo. Pero si confrontas en la segunda línea todos los que hay del tercer 
orden, reconocerás ordenadas las especies del superparticular. Si comparas todos 
los que son del tercer orden en la quinta línea, verás dispuestas convenientemente 
las especies del número superpartiente. Se muestra el múltiple superparticular 
cuando se comparan con la línea segunda todos los que están en la quinta línea o 
los que están en la séptima o los que están en la novena y así sea hasta el infinito 
esa descripción; se crearán hasta el infinito las especies de esta proporción. Sin 
embargo queda claro que los consecuentes de éstos siempre se llamarán de manera 
adecuada con el prefijo sub-, como subdoble sesquiáltero, subdoble sesquitercio, 
subdoble sesquicuarto y los demás de este modo.

!

Del múltiplo superpartiente.

Capítulo XXXI.

El múltiplo superpartiente es un número que comparado con otro, lo 
contiene en sí entero más de una vez, y dos, o tres o cuantas sean las partes de ese 
número, un número de partes según la clase del número superpartiente. En éste, 
también por la causa antes citada, no habrá dos medios, ni dos cuartos, ni dos 
sextos, sino dos tercios, dos quintos, dos séptimos, en semejanza constante con el 
anterior. No es difícil encontrar ejemplos de los formulados antes y también otros 
números además de nuestros ejemplos. Se llamarán éstos según sus partes propias, 
doble superbipartiente, doble supertripartiente o doble supercuadripartiente, y así 
otros semejantes. Por ejemplo, la comparación entre 8 y 3 forma un doble 
superbipartiente y la de 16 a 6, y todos los que empiezan desde el ocho y van 
creciendo de ocho en ocho, comparados con los que empiezan por tres y se pasan 
de tres en tres. No será difícil para los que observen atentamente encontrar otras 
partes según el método expresado antes. Aquí tenemos que recordar que los 
menores y los consecuentes se nombran con el prefijo sub-, como es el subdoble 
superbipartiente, o el subdoble supertripartiente.

Demostración de cómo toda desigualdad ha
derivado de una igualdad.

Capítulo XXXII.

Nos resta explicar cierta enseñanza profundísima que es pertinente a la 
naturaleza entera y a la totalidad de las cosas con un fundamento muy sólido. Pues
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en este conocimiento hay un gran beneficio. Es el bien, definido y objeto de la 
ciencia, y que el espíritu puede siempre percibir e imitar, que es primero por 
naturaleza y eterno en la belleza de su sustancia, mientras que la deformidad del 
mal es indefinida y no se apoya en ningún principio que sea propio de él, sino que 
por naturaleza siempre errante, no tiene composición más que en cuanto que está 
informado por el principio del bien, que es definido, como por un sello muy 
hermoso, separado de las corrientes del error. Pues el deseo y sus excesos, la cólera 
desenfrenada son reprimidos por el espíritu, que es como un conductor fortalecido 
por la inteligencia pura, y éste regulándolos mediante el bien, modera los 
sentimientos que son como las especies de desigualdad.

Quedará claro, si lo entendemos, que todas las especies de desigualdad 
surgen de la igualdad como de un principio y que así esa equidad en cierto modo 
de raíz y de madre, cobrando fuerza, da fundamento a todas las especies y órdenes 
de desigualdad. Pues tenemos tres términos iguales, tres unidades o tres veces dos, 
o tres veces tres, o tres veces cuatro o tres veces el número que se quiera poner de 
los siguientes. En efecto, lo que ocurre en tres unidades, sucede en los demás. Por 
tanto, a partir de éstos puedes ver según el orden de nuestro modelo que primero 
nacen los múltiplos, y entre éstos antes los dobles, después los triples, más tarde 
los cuádruples que les siguen en esa misma serie. A su vez, si se invierte el orden 
de los múltiplos surgen de éstos los superparticulares. Y de los dobles, los 
sesquiálteros, de los triples, los sesquitercios, de los cuádruples, los sesquicuartos 
y los demás de este modo. Es necesario que los superpartientes nazcan de la 
inversión del orden de los superparticulares. De igual manera del sesquiáltero nace 
un superbipartiente y al supertripartiente lo genera un sesquitercio, y del que 
representa un sesquicuarto, un supercuadripartiente. Ordenados los puestos y no 
invertidos los anteriores superparticulares nacen los múltiplos superparticulares. 
Ordenados los superpartientes, de ellos salen muy bien los múltiplos 
superpartientes. Éstas son las tres reglas: que al principio cuentes con un número 
igual al primero, un segundo igual a la suma del primero con el segundo, un 
tercero, igual a la suma del primero con dos veces el segundo y con un tercero.

Por tanto, puedes hacer esto en términos iguales; los que nacerán de éstos 
serán dobles. Si haces lo mismo con estos dobles, se crean triples, y de éstos, 
cuádruples y hasta el infinito extenderá todas las clases del número múltiplo. Sean 
entonces tres términos iguales:

1 1 1

Dispóngase un primero igual al primero, esto es, uno. Pero después la suma del 
primero con un segundo, 2, y para un tercero la suma del primero, dos veces el segundo, 
y un tercero, uno más dos unos, más uno que son cuatro. Ésta es la descripción

1 1 1

1 2 4
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¿Ves que se establece una serie con la proporción del doble? Haz de nuevo 
lo mismo con los dobles de modo que el primero sea igual, esto es, el segundo es 
igual a la suma del primero con el segundo, esto es, el uno y el dos que hacen 3; el 
tercer término es igual al primero, 1 y dos veces el segundo, esto es, uno, y dos 
segundos, es decir, cuatro, y el tercero, cuatro, para que juntos hagan nueve, y 
queda de esta forma:

1 1 1
1 2 4
1 3 9

A su vez, si de los triples haces lo mismo, se creará la serie de cuádruple. 
Pues sea el primero, el igual al primero es el uno; sea un segundo igual al primero 
y el segundo, esto es, cuatro; sea un tercero, con el primero y dos segundos y un 
tercero, igual a 16.

1 1 1
1 2 4
1 3 9
1 4 16

Y en los demás apliquemos de esta forma estos tres modelos. Si éstos que 
han surgido de sus iguales, los mútiplos, los disponemos y los transformamos 
según estos modelos, de manera que constituyan una serie: se creará a partir del 
doble, el sesquiáltero, y del triple el sesquitercio, y del cuádruple el sesquicuarto. 
Pues sean tres términos dobles, que se han creado a partir de términos iguales que 
el último sea el primero de este modo:

4 2 1

Y establézcase en primer lugar en esta serie un primero igual, 4, un segundo 
igual al primero con el segundo, esto es 6; y un tercero con el primero dos segundos 
y el tercero, esto es, nueve:

4 2 1
4 6 9

Aquí tienes la cantidad sesquiáltera a partir del doble.
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Veamos ahora de la misma manera la cantidad que surge del triple. Dispónganse 
los triples superiores de un número, ordenados al revés, según se han ordenado 
antes los dobles:

9 3 1

Dispóngase un primero igual al primero, esto es, nueve, un segundo con el 
primero y el segundo, esto es, 12, y un tercero igual a la suma del primero, dos 
segundos y un tercero, es decir, 16:

9 3 1
9 12 16

A su vez, se crea la segunda especie del número superparticular, esto es, el 
sesquitercio. Si se quiere hacer lo mismo con el cuádruple, surgirá una serie de 
proporción sesquicuarta, como muestra la tabla que sigue:

16 4 1
16 20 25

Y si alguien hace lo mismo con todas las partes del múltiplo hasta el infinito, 
encontrará entonces la serie de los superparticulares. Y si alguien invierte los 
superparticulares según estos modelos, verá crecer siempre los superpartientes. Y 
a partir del sesquiáltero, se crea el superbipartiente y del sesquitercio, se crea un 
supertripartiente, y los demás surgen, según las especies comunes de la 
denominación, sin ninguna alteración en el orden. Por tanto, dispóngase

Al primer número de la descripción anterior ascríbasele un número igual, 
esto es, el 9, un segundo con el primero y el segundo, esto es, 15 y un tercero, con 
el primero, dos segundos y el tercero, que dan 25

9 6 4

9 15 25

Luego si invertimos del mismo modo el sesquitercio, se halla la serie 
supertripartiente. Pues sea una primera disposición del sesquitercio:

16 12 9

Dispóngase según el modo anterior un primero igual al primero, esto es, 16, 
un segundo con el primero y el segundo, esto es, 28, y un tercero con el primero, 
los dos segundos y el tercero, esto es, 49. Luego toda la serie dispuesta dará los 
supertridivisores:
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16 12 9

16 28 49

A su vez si se invierte una serie de proporción sesquicuarta del mismo modo, 
al punto se alcanzará una cantidad supercuadripartiente, como es de esta manera 
que ves debajo:

25 20 16

25 45 81

Nos falta mostrar cómo de los superparticulares y de los superpartientes 
surgen múltiplos superparticulares y superpartientes. De éstos vamos a hacer dos 
descripciones, pues si disponemos en orden y no invertimos la serie que tiene la 
proporción sesquiáltera, irá creciendo el doble superparticular. Sea de esta manera:

Dispóngase según el modo anterior un primero igual al primero, esto es, 4, 
un segundo con el primero y el segundo, es decir, diez, un tercero igual a la suma 
del primero, los dos segundos y un tercero, esto es, 25:

4 6 9

4 10 25

Esta serie que resulta es la del doble sesquiáltero. Pero si disponemos en 
orden no inverso una serie de proporción sesquitercia, se halla un doble 
sesquitercio, como muestra la descripción:

9 12 16

9 21 49

Si atendemos ahora a los superpartientes y los disponemos ordenadamente 
según los modelos anteriores, hallamos los múltiplos superpartientes. Dispóngase 
esta descripción del superpartiente:

9 15 25

Escríbase un primero igual al primero, esto es, 9, un segundo con el primero 
y el segundo, esto es, 24, y un tercero con el primero, dos segundos, y el tercero, 
esto es, 64:

¿Ves que el superbipartiente ha surgido del doble superpartiente? Pero si 
dispongo los supertripartientes, se halla sin duda el doble supertripartiente, como 
es claro en la descripción escrita debajo:

9 15 25

9 24 64

16 28 49

16 44 121
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Luego de los superparticulares o de los superpartientes surgen múltiplos 
superparticulares o múltiplos superpartientes. Por eso queda claro que el principio de 
todas las desigualdades es la igualdad. Pues de ella nacen todas las desigualdades. Y de 
éstas creemos que se ha tratado suficientemente hasta ahora, para no proseguir 
infinitamente o deteniendo las mentes de los principiantes en cuestiones muy difíciles. 
Detengámonos por cuestiones más útiles.

Termina el libro primero

Comienzan los capítulos del libro segundo.

Cómo toda desigualdad se reduce a la igualdad...................................................  capítulo 1
De cómo hallar en cada número a cuántos números de la misma proporción se
pueden crear, la descripción de ellos y la explicación de la descripción........... capítulo 2
El intervalo múltiplo, a partir de qué intervalos superparticulares se hace,
establecido un término medio, y de la regla para hallarlos................................. capítulo 3
De la cantidad considerada en sí en las figuras geométricas; los nombres de
todas las magnitudes................................................................................................ capítulo 4
Del número lineal.....................................................................................................  capítulo 5
De las figuras planas rectilíneas y que el triángulo es el principio de ellas......  capítulo 6
Disposición de los números triángulos..................................................................  capítulo 7
De los lados de los números triángulos................................................................ capítulo 8
De la generación de los números triángulos........................................................  capítulo 9
De los números cuadrados.....................................................................................  capítulo 10
De sus lados............................................................................................................. capítulo 11
De la generación de los números cuadrados; de sus lados...................................... capítulo 12
De los pentágonos y sus lados................................................................................ capítulo 13
De la generación de pentágonos............................................................................. capítulo 14
De los hexágonos y de su generación......................................................................capítulo 15
De los heptágonos, de las generaciones de ellos, para hallar la regla de la
generación de todas las figuras y de la descripción de las figuras..................... capítulo 16
Descripción en serie de los números de las figuras..............................................capítulo 17
Qué números de las figuras se obtienen a partir de ciertos números de figuras
y cómo los números del triángulo son el principio de todos los demás......... capítulo 18
Observación pertinente a la descripción de los números de las figuras.................. capítulo 19
De los números sólidos............................................................................................ capítulo 20
De la pirámide; que ella es el principio de las figuras sólidas como el triángulo
de las planas.............................................................................................................. capítulo 21
De estas pirámides que se obtienen a partir de figuras cuadradas o de otras
figuras triangulares...................................................................................................capítulo 22
La generación de los números sólidos...................................................................  capítulo 23
De las pirámides truncadas.....................................................................................  capítulo 24
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Que la unidad es principalmente indicativa de la sustancia de lo mismo, en 
segundo lugar los números impares y en tercero los cuadrados, y que principal­
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De las tres medias que son contrarias a la media armónica y a la geométrica., capítulo 51 
De las cuatro medias añadidas por los autores posteriores para completar
el número de d iez .................................................................................................... capítulo 52
Cuadro representativo de las diez m edias............................................................ capítulo 53
De la armonía máxima y perfecta que se extiende en tres dimensiones................... capítulo 54

Terminan los capítulos

Comienza el libro segundo.

Cómo toda desigualdad se reduce a la igualdad.

Capítulo I.

Por la explicación del libro anterior se infiere cómo toda sustancia de 
desigualdad se remonta a la igualdad primordial de su género. Los elementos 
primordiales de las cosas son aquellos de los que todas se componen como 
principios y en los que se descomponen después otra vez cuando se disipan. Por 
ejemplo, al leer hay elementos de la voz articulada, y la unión de sílabas se 
construye a partir de ellos y a su vez ese proceso se remite a ellos como a su 
término último. El sonido en la música tiene el mismo fundamento. Admitimos 
que forman el mundo cuatro elementos. Pues según dice Lucrecio todas las cosas 
nacen de las lluvias, la tierra, los aires y el fuego y su disolución final se deriva en 
estos cuatro elementos. Así a partir de la igualdad, vemos que surgen todas las 
especies de desigualdad; veamos cómo reducimos toda la desigualdad de nuevo en 
igualdad, como si volviera a cada elemento, de su propio género. Sin embargo, esto 
se deduce de una nueva división tripartita, a saber, el arte de reducir, dados tres 
términos cualesquiera desiguales, estableciendo una proporción entre ellos tal que 
el medio respecto al primero obtenga el mismo valor proporcional que hay entre el 
extremo y el medio en cualquier comparación de desigualdad, bien en múltiplos, o 
en superparticulares, o en superpartientes, o en las variedades que se crean a partir 
de éstos, múltiplos superparticulares, múltiplos superpartientes, por una proporción 
incuestionable.

En efecto, propuestos tres términos como se ha dicho, términos ordenados 
por proporciones iguales, siempre puedo reducir del intermedio el último, y 
podemos colocar el último mismo como primero; como segundo témino pongamos 
lo que resta del medio. De la serie de los tres números propuestos restamos un 
primero y dos veces el segundo, que es restado del término intermedio. Ese que 
queda del tercer número, lo hacemos tercer término. Por tanto, verás que al hacer 
esto, los números se reducen y las comparaciones y proporciones se ajustan a un
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orden más elemental. Por ejemplo, si se trata de una proporción del cuádruple, se 
puede pasar en primer lugar a una proporción del triple, y de ahí a una del doble, y 
de ahí a la igualdad. Y si es un superparticular sesquicuarto, en primer lugar, 
reducimos a la proporción del sesquitercio, y de ahí a la del sesquiáltero, hasta 
hacer finalmente iguales a los tres términos. Mostraremos esto por ejemplo en una 
proporción de múltiplo. Al que tenga práctica también en otras especies de 
desigualdad y lo pruebe se lo facilitará que se aplique el mismo método. 
Dispónganse tres términos cuádruples entre sí:

8 32 128

Resta el menor del intermedio, esto es, ocho de treinta y dos y queda 24. 
Pondrás como primer término el ocho junto con el que ha quedado en medio, esto 
es, el 24, de forma que quedan dos términos, 8 y 24. Del tercero, es decir, del 128, 
restas un primero, 8, y los dos segundos que han quedado, esto es, dos veces 24 y 
quedan 72. Dispuestos estos tres términos, de la proporción del cuádruple se ha 
reducido a la del triple. Son estos tres términos:

8 24 72

Si con éstos haces lo mismo, se reduce a su vez a una proporción del doble. 
Pues coloca un primero igual al menor, esto es, 8, del segundo resta el primero y 
quedan 16. Y del tercero, es decir, de 72 resta el primero, 8 y dos segundos, dos 
veces 16, y quedan 32. Al disponer éstos se reduce la serie a la proporción del 
doble:

8 16 32

Si se vuelve a hacer lo mismo a partir de éstos reduciremos toda la 
comparación a la igualdad. Pues coloca como primero uno igual al menor, esto es,
8; réstale ocho a 16 y quedan 8. Después de tomar estos dos, del tercero, es decir, 
de 32, restados el primero, 8, y dos segundos, dos ochos, quedan 8. Al exponer tales 
términos nos resulta la igualdad, como muestra el esquema siguiente:
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Por tanto, si alguien se interesa por otras especies de desigualdad, hallará sin 
duda que el método es adecuado. Por eso hay que declarar sin ninguna sombra de 
duda que la unidad de la cantidad constane por sí es el principio y el elemento, así 
como la igualdad es la madre de la cantidad relativa. Pues hemos demostrado que 
su generación es la primera y a ella se vuelve al final.

De cómo hallar en cada número cuántos
números de la misma proporción se pueden
crear; descripción y explicación de ellos.

Capítulo II.

Hay una observación profunda y sorprendente en esta cuestión, como dice 
Nicómaco, deduciendo un teorema muy inspirado, útil para la generación platónica 
del alma en el Timeo y concerniente a los intervalos de la doctrina armónica. Pues 
hacemos crear y extender tres o cuatro términos de proporción sesquiáltera, o 
cualquier serie de proporción sesquitercia, y una de proporción sesquicuarta, y las 
disponemos según el orden propuesto. Y en esta labor, para evitar siempre hacerlo 
con un esfuerzo demasiado grande e improductivo, debemos investigar con este 
criterio en cuántos números cuántos superparticulares puede haber. Pues todos los 
múltiples tendrán tantas proporciones semejantes a ellos, cuantas correspondan al 
rango que ocupan a partir de la unidad. Me refiero a los semejantes a ellos, a 
ejemplo de que la multiplicidad del doble siempre tiende a crear una serie de 
proporción sesquiáltera, y una triple, permita deducir una de proporción 
sesquitercia, y una cuádruple, una proporción sesquicuarta. Luego el primer doble 
tendrá un solo sesquiáltero, el segundo tendrá dos, el tercero tres, el cuarto cuatro 
y siguiendo este orden una progresión hasta el infinito. Nunca se puede conseguir 
un número que escape a esta proporción, o que a partir de la unidad el rango de un 
número sobrepase el número de las proporciones al que debe ser igual si no es 
inferior. Luego el primer doble es el número dos, que admite un solo sesquiáltero, 
3, porque el número 2 comparado con el 3 produce una proporción sesquiáltera. El 
tres, que no admite media, no tiene otro número que se compare en proporción 
sesquiáltera. El cuatro es el segundo doble, luego éste corresponde a dos 
sesquiálteros; a éste se le compara el número seis, y a seis, porque tiene una mitad 
de él, el nueve. Por lo que ya tenemos dos pares de proporción sesquiáltera el seis 
respecto al 4, y el 9 respecto al 6. El nueve carece de media; está excluido de esta 
proporción. El tercer doble es el ocho, que es el antecedente de tres sesquiálteros.
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Pues se compara el número 8 con el doce y se establece la relación del doce con el 
18 y de éste con el 27. Pero el veintisiete carece de media. Y también es necesario 
que esto les ocurra a los siguientes, lo que hemos dispuesto en nuestra descripción, 
cada vez con su serie.

Pero esto se nos presenta por cierta ordenación no humana, sino divina: que 
cuando se encuentra como término último un número que por su lugar, a partir de 
la unidad es comparable a un doble, resulta tal que no se puede dividir ni separar 
en mitades.

1 2 4 8 16 32
3 6 12 24 48

an 9 18 36 72
gu 27 54 108

lar 81 162
243

Lo mismo pasa con los triples que se crean de los sesquitercios. Pues el
primer triple es el número tres, tiene un solo sesquitercio, el 4. De este cuatro como 
no se puede hallar la tercera parte, carece de proporción epitrito. El segundo, el 9 
tiene como sesquitercio el doce, y como el 12 tiene una tercera parte, se compara 
en proporción sesquitercia con el número 16, que no tiene un tercio. Veintisiete es 
el tercer triple y está en proporción sesquitercia con treinta y seis, y éste a su vez 
se compara con el 48 en esa misma proporción. Si a éste se le compara sesenta y 
cuatro, se alcanzará una proporción de la misma naturaleza. Pero no podrás adaptar 
sesenta y cuatro a una proporción sesquitercia, porque no tiene tercera parte. Y esto 
se hallará en todos los triples: que el último número de esa proporción tienen ante 
sí tantos precedentes cuanto él se separa de la unidad. Y tantos por encima de ellos 
de esta proporción como el primero se aleje de la unidad. Se puede descubrir en él 
la parte que permitiera compararlo a un número para conseguir la misma 
proporción. Y ésta es la descripción del triple.

Longitud

3 9 27 81 243
4 12 36 108 324

an 16 48 144 432
gu 64 192 576

lar 256 768
1024

Según esta forma se hace la descripción del cuádruple, para la cual se han 
adelantado los números desde los primeros. No habrá razón para dudar y se 
advertirá la aptitud de ese mismo procedimiento para los otros múltiplos.
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Longitud

16 64 256 1024
20 80 320 1280
25 100 400 1600

125 500 2000
lar 625 2500

3125

También a partir de este esquema se observa de manera evidente que el 
superparticular no es primero, que su origen son los mútiplos. Si se crean dobles 
con proporción sesquiáltera y triples con proporción sesquitercia, y todos los 
múltiplos generan superparticulares en orden.

Hay asimismo otra observación sorprendente. Pues cuando la primera línea 
en longitud es doble, los que están colocados en líneas continuas alternadas bajo 
ellos, serán dobles. Pero si son triples, las líneas inferiores estarán constituidas por 
términos que se superarán en multiplicación por tres; y en multiplicación por cuatro 
los cuádruples y esto llevado hasta el infinito no falla. Es necesario que los 
angulares sean múltiplos de cada clase de números, bien los triples de los dobles, 
los cuádruples de los triples, los quíntuples de los cuádruples. Y todo será 
coherente consigo en comparación inalterable del orden; con lo que se ha explicado 
se puede seguir la serie.

El intervalo múltiplo, a partir de qué intervalos superparticulares se 
hace, establecido un término medio, y de la regla para hallarlos.
Capítulo III.

Las dos especies primeras superparticulares se relacionan con la primera 
especie de multiplicidad. Así el doble se compone del sesquiáltero y del 
sesquitercio. Los sesquiálteros y los sesquitercios reunidos dan lugar al doble. Pues 
el tres es el sesquiáltero de dos, el cuatro es el sesquitercio de tres, pero 4 es el 
doble de dos.

doble

Sesquiáltero sesquitercio
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Así el sesquiáltero y el sesquitercio componen un doble. Si hubiera una 
mitad y un doble, entre el doble y un medio podría hallarse una media tal que 
respecto a un extremo tuviera una proporción sesquiáltera y respecto al otro, 
sesquitercia. Así se oponen el 6 y el tres, esto es, un doble y su media. Si se coloca 
el cuatro en medio, este número tiene respecto al cuatro una proporción 
sesquitercia, y sesquiáltera respecto al seis

doble

Sesquitercia / sesquiáltera

Así está correcto: que los dobles se producen por la reunión de un 
sesquiáltero y un sesquitercio y que estas dos especies del superparticular crean el 
doble, esto es, la primera especie de la cantidad múltiplo. A su vez de la primera 
especie del múltiplo, esto es, el doble, y también de la primera del superparticular, 
esto es, el sesquiáltero, constituyen la siguiente especie del múltiplo, esto es, el 
triple. Pues 12 es el doble de seis. El diez y ocho respecto del 12 tiene la proporción 
sesquiáltera, y es el triple de seis

triple

6 12 18

Doble / sesquiáltero

Dispuestos los mismos 6 y 18, el nueve coloqúese el nueve en medio. Se 
verá que es sesquiáltero respecto al seis y doble respecto al 18; y 18 es el triple de 
seis.

triple

6 9 18

Sesquiáltero / doble

Del doble y del sesquiáltero surge una proporción del triple y al hacer el 
análisis, se vuelve de nuevo a ellas. Si el triple, que es la segunda especie del 
múltiplo se ajusta la segunda especie del superparticular, se formará en 
continuidad con los anteriores, la serie del cuádruple; de manera contraria, se hará 
el análisis en esas mismas partes, por una división natural, según el método que 
hemos demostrado más arriba
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cuádruple

3 9 12

Triple / sesquitercio

Si se asocia el cuádruple con el que tiene la proporción de sesquicuarto, 
resultará el quíntuple

quíntuple

4 16 20

Cuádruple / sesquicuarto

Si el quíntuple con el que tiene una proporción sesquiquinta, conjugan la 
proporción del séxtuple

séxtuple

5 25 30

Quíntuple / sesquiquinto

Y así, según esta progresión, las especies de toda clase de multiplicidad 
surgen sin ningún cambio en el orden previsto. De este modo, el doble crea el triple 
con el sesquiáltero y el triple con el sesquitercio, el cuádruple, y el cuádruple con 
el sesquicuarto, el quíntuple, y los demás del mismo modo sin que ningún límite 
impida esta continuidad.

De la cantidad considerada en sí en las figuras geométricas; los 
nombres de todas las magnitudes.
Capítulo IV.

Respecto a la cantidad relativa, lo dicho es suficiente por el momento. En lo que 
sigue tratemos lo que nos puede interesar más de la cantidad considerada en sí y no de 
modo relativo a otra, y después de esto, volveremos a referimos a la cantidad relativa. La 
reflexión de la matemática, en cierto modo, gusta de constituirse con un fundamento 
alternativo de las demostraciones.

Ahora vamos a hablar de estos números que se aplican a las figuras geométricas y a 
los espacios y dimensiones de ellas, esto es, de los números lineales, de los triangulares, de 
los cuadrados,
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y de los demás que no se extienden sólo en la dimensión plana, así como de los 
formados por una composición desigual de los lados; también de los sólidos, esto 
es, de los cubos, de las esferas y de las pirámides; los ortoedros, las vigas, las 
cuñas, todos los que propiamente son objeto de la geometría.

Pero como la propia ciencia geométrica ha nacido de la aritmética como de 
una raíz y madre, así también encontramos la semilla de las figuras de ella en los 
primeros números. Consideramos claro que si se suprime, hace desaparecer todas 
las disciplinas y que si no se constituye bien, las debilita. Hay que reconocer estos 
signos de los números que ahora las personas escriben para anotar las cantidades; 
no se han establecido de modo natural, como el signo V para el cinco o el diez que 
escribimos X y otras semejantes no las ha puesto la naturaleza, sino que las ha 
fijado el uso. Pues han querido anotar de una manera compendiada cinco o diez o 
cualquier otro número con esos signos, para que quien quiera mostrar tal cantidad 
de unidades no tuviera que aportar otras tantas varitas. Y nosotros cuando 
queremos mostrar algo en estas fórmulas sobre todo, no nos molestamos en anotar 
un montón de varitas ordenadas. Pues si queremos mostrar el cinco no dibujamos 
cinco varitas y las colocamos de esta manera IIIII y cuando 7 otras tantas, y sin 
embargo, es más natural designar con tantas unidades cuántas veces un número 
contiene a otro dentro de sí, que con signos.

La unidad hace las veces de un punto, de un intervalo, de principio de 
longitud, pero no es equivalente a un intervalo, ni a una longitud, de la misma 
manera en que un punto es el principio de una línea y de un intervalo, pero en sí 
mismo no es ni intervalo ni línea. Pues tampoco hace un intervalo un punto 
superpuesto a otro punto, es como si sumas nada a nada, porque es nada lo que 
resulta de la generación de lo que no son nada.

Ciertamente también entre igualdades una proporción se mantiene. Pues si 
se toman términos iguales cuantos se quiera, la misma igualdad hay entre el 
primero y el segundo, que entre el segundo y el tercero; pero entre el primero y el 
segundo y entre el segundo y el tercero no hay ningún intervalo de longitud ni 
espacio. Pues si comparas tres seis de este modo: 6.6.6 el primero es como el 
segundo y lo mismo el segundo como el tercero, y entre el primero y el segundo no 
hay nada entre medias, pues entre 6 y 6 no se abre ningún intervalo de espacio. Así 
la unidad multiplicada por sí misma no sufre pérdida. Pues uno multiplicado por 
uno no genera otra cosa distinta que ella misma.

Y lo que carece de intervalo tampoco admite la capacidad de generar 
intervalos, cosa que no parece ocurrir en otros números. Pues todo número 
multiplicado por sí mismo genera otro mayor que él, y por eso los intervalos 
multiplicados se hinchan en mayor extensión de espacio. Pero lo que no tiene 
intervalo no tiene posibilidad de hacer surgir algo que sea más de lo que es él.
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Por tanto, de este principio, esto es, de la unidad primera crece la longitud 
de todas las cosas; desde el principio del número, dos se multiplica para dar origen 
a todos los números. Porque la primera dimensión es la línea y dos dimensiones 
son el largo y el ancho, la línea y la superficie; luego tres dimensiones, longitud, 
anchura y profundidad, son la línea, la superficie y la solidez. No se pueden hallar 
dimensiones fuera de estas tres. En efecto, si una cosa tiene una dimensión será el 
largo, si tiene dos dimensiones, tiene largo y ancho, o si se extiende en las tres 
dimensiones, se considera en largo, ancho y alto; no se puede encontrar nada más, 
de manera que se compongan las seis formas de movimientos según la naturaleza 
y el número de las dimensiones. Pues una dimensión contiene en sí dos 
movimientos, por lo que en tres dimensiones, la suma alcanza los seis movimientos 
de este modo: en longitud, adelante y atrás, en anchura a derecha e izquierda, en 
profundidad hacia arriba y hacia abajo.

Necesariamente un cuerpo sólido tiene que tener longitud, anchura y 
profundidad y lo que estas tres dimensiones contienen en sí, y se llamará 
propiamente sólido. Pues estas tres se definen en todo cuerpo en unidad inseparable 
y están fundadas en la naturaleza de los cuerpos. Por eso el cuerpo que carece de 
una dimensión no es sólido, porque el que sólo tiene dos dimensiones se llama 
superficie, ya que toda supercifie sólo tiene longitud y anchura, y aquí se queda su 
correspondencia, puesto que lo que es superficie mantiene longitud y anchura y lo 
que mantiene estas dos, eso es superficie.

Esta superficie rebaja en una sola las dimensiones del cuerpo sólido y supera 
a la línea en una sola, pues mantiene la longitud y participa de la anchura. Esta línea 
sólo tiene una dimensión y se distingue de la superficie por una dimensión y del 
sólido por dos espacios. La línea aventaja al punto a su vez por otra dimensión, la 
longitud que resta. Por eso, si la línea se adelanta al punto en un intervalo, se dice 
que la superficie lo hace en dos, y medido desde la solidez, le faltan tres 
dimensiones.

Se ve que el punto mismo sin ninguna magnitud propia de un cuerpo ni 
dimensión, aunque carente de longitud, de anchura y de profundidad, es el 
principio de todas las dimensiones. Pues es indivisible, los griegos lo llaman 
átomo, tan diminuto y pequeñísimo es, que no se le puede encontrar ninguna parte.

En consecuencia, un punto es el principio de la primera dimensión, no una 
dimensión, y la cabeza de la línea, sino que aún no es línea. Tal como la línea no 
es todavía el principio de la superficie y sin ser ella misma la superficie y el 
principio de la segunda dimensión, porque no tiene la segunda dimensión. También 
ocurre eso con la superficie que lleva el principio del cuerpo sólido y de la tercera 
dimensión y no se extiende en la tercera dimensión, ni se consolida con ningún 
espesor.
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Del número lineal.

Capítulo V.

De igual manera que en el número, la unidad, aunque no es ella misma un 
número lineal, sí es el principio del número extenso. Y el número lineal, aunque 
carente de anchura en absoluto, es el comienzo del número extenso hacia la 
dimensión del espacio. También la superficie en cuanto a números, aunque no es 
ella misma un cuerpo sólido, respecto de la profundidad es el principio del cuerpo 
sólido. Esto quedará más claro con los ejemplos siguientes. El número lineal, 
empezando desde el dos, sumando siempre una unidad, el montante de la cantidad 
va extendiéndose en uno y el mismo trazo, como esto que hemos escrito a 
continuación:

ii ni mi mu

De las figuras planas rectilíneas y que
el triángulo es el principio de ellas.

Capítulo VI.

Reconocemos una superficie plana en cuanto a números toda vez que 
habiendo comenzado desde el tres, se añade la anchura en la descripción. En la 
multitud de los números naturales que siguen, se abren los ángulos, por lo que el 
primero es el número triangular, el segundo, el cuadrado, el tercero se contiene en 
la determinación de cinco ángulos, que los griegos llaman pentágono, el cuarto, 
hexágono, que se define por seis ángulos, el quinto, heptágono, el sexto, octógono, 
y los que se extienden en la superficie definida por siete u ocho ángulos, y los 
demás, del mismo modo cada uno aumenta por el número natural los ángulos en 
descripción plana de las figuras. Comienzan por el número tres por este motivo, a 
saber, porque el número tres es el solo principio de la anchura y de la superficie 
geométrica
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y también lo mismo en el plano. Pues dos líneas rectas no contienen espacio y toda
figura triangular a semejanza del tetrágono, del pentágono o del hexágono o de
cualquiera, se define por varios ángulos. Si desde el medio se trazan líneas que
corten cada uno de los ángulos, la figura se divide en otros tantos triángulos,
cuantos lleve el nombre de la figura, cuatro en el cuadrado, al trazar cuatro líneas,
en el pentágono cinco, en el hexágono, seis, en el heptágono, siete, y a los demás
los divide el número y la medida por triángulos, como muestra la descripción.

' I

(véase el dibujo en fol. llv .)

■! 11
Pero la figura de tres ángulos no se resuelve en otras figuras, si se le hace lo 

mismo, se disuelve a sí misma en tres triángulos:

(véase el dibujo en fol. 11 v.)

: ¡

Por eso esta figura es el principio de la anchura, como todas las demás 
superficies se resuelven en ésta, y ella no depende de otros principios, ni toma 
origen en otra extensión, se resuelve en sí misma. La siguiente parte de nuestra 
obra mostrará que lo mismo ocurre en los números.

i |

Disposición de los números triángulos.

Capítulo VII.
f ' l

Sea un primer número triángulo que se resuelve en tres unidades solas.
Véase la disposición de la superficie en la descripción triangular y después de éste, 
por igualdad de los lados, se separan en tres espacios de los lados:

i
f l

(véase el esquema en fol. 11 v.)

¡i ¡
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De los lados de los números triángulos.

Capítulo VIII.

De esta manera se procede en progresión infinita. Se crearán en serie 
triángulos equiláteros y en primer lugar se pondrá el que nace de la unidad; aunque 
ésta por su propio valor no es triángulo, a partir de ella se crea realmente y en acto. 
Pues es madre de todos los números, cualquier cosa que se encuentre en estos 
números que nacen a partir de ella, es necesario que ella lo contenga por cierta 
potencia natural. De este triángulo la unidad es el lado. El número 3 es el primer 
triángulo en realidad y en acto, al crecer la unidad, tendrá un lado del número dos. 
La unidad es el lado del triángulo unidad, del primer triángulo virtualmente y en 
potencia; pero el primer triángulo en acto y en realidad, tiene por lado el número 
2, que los griegos llaman diada. Es decir, el triángulo que es el segundo en realidad 
y en acto, es decir, el seis, tiene tres en sus lados al crecer en los lados el número 
natural. El tercer triángulo, el diez, tiene un lado de cuatro, y el cuartro, esto es, el 
15, lo tiene de cinco; el quinto de seis, y así hasta el infinito.

(véase el esquema en fol. 11 v.)

De la generación de los números triángulos.

Capítulo IX.

Los triángulos nacen dispuesta una cantidad natural de los números, si se 
agrega una pluralidad de seguidores a los anteriores. Pues dispóngase el número 
natural de este modo:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Si tomo la cantidad del primer número, esto es, la unidad, tengo el primer 
triángulo, que existe virtualmente y en potencia, pero no en acto y en realidad: Si 
agrego a éste un segundo término que está escrito en la disposición natural de los 
números, esto es, el dos, me nace el primer triángulo en realidad y en acto, esto es, 
el temario. Pero si a éste le añado un tercero a partir del número natural, se me crea 
el segundo triángulo en realidad y en acto. Por encima de uno y dos, si agrego un 
tercero, es decir, el tres, se extiende un seis, el segundo triángulo.

A éste, si le pongo el cuatro consiguiente, se extiende a un diez, que es el 
tercer triángulo en acto. A éstos disponiéndoles por los lados a imagen de la 
descripción anterior (véase el esquema en fol. 11 v.) dibujarás todos los triángulos
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sin errores ni duda, y cuantas unidades tenga el último número en sí agregarás a los 
anteriores, y otras tantas unidades tendrá en el lado el triángulo que resulte.

Pues el tres, que es el primer triángulo en acto, lo habíamos hecho 
añadiendo dos a la unidad, pero éste tenía dos en el lado, y el seis lo hemos 
conseguido añadiendo a éstos la cantidad de tres. Su lado lo definen tres unidades 
y lo mismo en todos los demás a los que añadirás a los anteriores el número que 
tenga las unidades; sus lados se definirán por la adición de otras tantas unidades a 
los precedentes.

De los números cuadrados.

Capítulo X.

El número cuadrado es un número que también se extiende en anchura, pero 
no en tres ángulos como la forma anterior, sino en 4. El avanza por igual dimensión 
de los lados. Son de esta manera:

(véase el esquema en fol. 11 v.)

De los lados de ellos.

Capítulo XI.

En éstos también crecen los aumentos de los lados según el número natural. 
El primer cuadrado virtualmente y en potencia, es decir, la unidad, tiene uno de 
lado. El segundo, que en acto es el primero, esto es,
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el cuatro, tiene dos por lado. El tercero, nueve, que es el segundo en realidad, se 
constituye con tres en el lado, y con la misma secuencia van saliendo los demás.

De la generación de los cuadrados y a su
vez de los lados de ellos.

Capítulo XII.

Tales números nacen de la disposición del número natural, no a la manera de 
los triángulos anteriores, en que se agregaban números de cada vez. Saltándose el 
que sigue, si se suma al anterior o a los anteriores, ordenados a partir de él saldrán 
los cuadrados. Dispóngase el número natural de esta manera: !

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 ■I

Si se atiende al uno, me nace un cuadrado primero en potencia. Si 
saltándome el dos, agrego el tres, me sale el segundo cuadrado. Pues si sumo el tres 
al uno dejando el dos, me sale un cuadrado de cuatro. Si dejando el cuatro, añado 
uno y tres al número cinco de la misma manera, me crea un tercer cuadrado de 
nueve. Uno más tres más cinco se reúnen en nueve.Pero si a éstos, saltándo el seis, 
sumo el siete, la suma crece hasta 16, esto es, la cantidad de cuatro por cuatro. Y 
como fórmula de creación de este número brevemente: si todos los impares se van 
sumando, según el orden del número natural, se constituirá la serie de los 
cuadrados. Y también en éstos esta sutileza y ordenación fija, tantas unidades 
tendrá en el lado cada uno de los cuadrados cuantas fueran los números añadidos a 
la suma para construirlo. Pues el cuadrado construido con el uno, lleva uno en el 
lado. El segundo, esto es, en el de cuatro, construido al sumar tres a uno, como 
éstos son dos términos, se construye con un lado de dos. Y el de nueve, que resulta 
de tres números, tiene un lado de tres. Y así se puede ver en otros.

De los pentágonos y de sus lados.

Capítulo XIII.

El número pentágono es el que en anchura siguiendo la unidad se incluye en 
los cinco ángulos descritos, y estando dispuestos todos sus lados en igual 
dimensión. Sean éstos:

1 5 12 22 35 51 70
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De esta manera crecen sus lados, (véase el esquema en fol. 12 r.) Pues el 
primer pentágono en potencia tiene el espacio de uno de lado. El segundo, de cinco, 
que es el primer pentágono en acto y en realidad, tiene dos por lado. El tercero, esto 
es, el de 12, aumenta teniendo tres de lado, el cuarto, de 22, aumenta a cuatro la 
cantidad de los números en el lado. Y lo mismo en los demás, siguiendo la 
progresión de la unidad en el número natural, según se extienden los incrementos 
de las figuras anteriores.

De la generación de los pentágonos.

Capítulo XIIII.

Éstos números extensos que se ensanchan en 5 ángulos en el plano, nacen a 
partir de la misma cantidad del número natural aumentada. Así, saltando dos 
números, irás uniendo el número que haya que sumar al anterior y a los anteriores. 
Pues a la unidad une, saltando el dos y el tres, el cuatro, que supera en tres a la 
unidad, y se hará un pentágono de cinco. Después, al cuatro, saltando el cinco y el 
seis, añadirás el siete, y crearás un pentágono de doce. Pues los números uno, 4 y 7 
llegarán a 12. Esto también sucederá en los demás. Pues si sumaslO o 13, 16 o 19, 
22 o 25 a todos los anteriores, los pentágonos, se crearán del mismo modo que antes 
según la descripción anterior:

22 35 51 70 92 117

De los hexágonos y de las generaciones de ellos.

Capítulo XV.

Los hexágonos que se contienen en seis ángulos y los heptágonos en siete 
ángulos y otros tantos lados crecen según esta manera de aumento de sus lados. 
Pues como íbamos sumando los números del número triangular para su creación, 
los que les siguen en el orden natural y van pasando de unidad en unidad, se 
conseguía la generación del número cuadrado y del tetrágono a partir de números 
que se unían saltándose uno, como los pentágonos lo superaban a partir de dos, 
pues se hacía sumando los números elegidos dejando dos entre medias, que crecían 
de tres en tres.

Según estos aumentos, la figura de seis o de ocho lados o de diez o de 
cuantos se quiera, se crea en progresión coherente . Pues como el pentágono, 
saltándose dos, sumaba ese número de sumandos, que crecían de tres en tres, así 
ahora en el hexágono, saltando tres, vamos sumando los números que se superan
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de cuatro en cuatro, y serán sus raíces y fundamentos; de la suma de éstos nacen 
los hexágonos:

1 5 9 13 17 21

Siguiendo el mismo orden, a partir de éstos nacen las formas de los 
hexágonos:

1 6 15 28 45 66

Advertirás que los descritos se forman de la manera anterior, en sus propios 
órdenes.

De los heptágonos y de la generación de ellos,
para hallar la regla de la generación de
odas las figuras y de la descripción de las figuras.

Capítulo XVI.

La figura de siete ángulos se forma cuando según el mismo orden de la 
progresión, saltándose un número más que en la figura de seis ángulos, vas 
sumando al anterior. Pues si añades dejando cuatro entre medias los números que 
se van superando en cinco, nacerá de continuo la figura del heptágono, según esos 
números son sus raíces y como se ha dicho antes, sus fundamentos:

1 6 11 16 21

Pero los que se forman a partir de éstos son:

1 7 18 34 55

La figura de nueve ángulos, siguiendo el mismo orden se crea si distan según 
una progresión igual también los primeros números de ellos. Pues los números que 
hay en el triángulo, que es la primera figura de superficie se adelantan en uno 
solamente, y se aplican a la descripción de ellos. En el tetrágono, que es el segundo, 
los números sumados se superan en dos, en el pentágono en tres, en el hexágono 
en cuatro, en el heptágono en cinco y no hay modificación en eso. Las 
descripciones de las formas que aparecen a continuación nos lo mostrarán:
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(véase el esquema en fol. 12 v.)

Descripción en serie de los números de las figuras.

Capítulo XVII.

De manera semejante se pueden escribir las cantidades de otras formas que 
se contienen en más ángulos. Pero porque lo que se ve se reitene más fácilmente, 
dispónganse las cantidades de las formas antedichas en la descripción siguiente:

Triángulo 1 3 6 10 15 21 28
Cuadrado 1 4 9 16 25 36 49
Pentágono 1 5 12 22 35 51 70
Hexágono 1 6 15 28 45 66 91
Heptágono 1 7 18 34 55 81 112

Qué números de las figuras se obtienen a partir de 
ciertos números de figuras y cómo los números del triángulo 
son el principio de todos los demás.

Capítulo XVIII.

Siendo así éstos, investiguemos qué constante hay en este comportamiento. 
Pues todos los tetrágonos que están debajo del triángulo, se han dispuesto según su 
orden natural. Unos se crean a partir de los triángulos anteriores y al reunirlos se 
compone la figura de un cuadrado. Pues cuatro resulta de uno y tres, esto es, de los 
dos triángulos anteriores. Nueve de 3 y 6, pero unos y otros son triángulos. Pero 16 
a partir de 6 y 10; 25 a partir de 10 y 15. Lo mismo se encuentra constante e 
invariable en el orden siguiente de los cuadrados.

La suma de los pentágonos se consigue a partir de un tetrágono que lo 
contiene y un triángulo constituido con otro fundamento. Pues el pentágono cinco 
se forma a partir del tetrágono cuatro que lo incluye y se le agrega un número que 
se pone en el orden de los triángulos. El pentágono doce, a partir del cuadrado 
nueve que lo incluye y nace con el segundo triángulo de tres. El veintidós, a partir 
del 16 y del 6, cuadrado y triángulo respectivamente y el 35, a partir del 25 y el 10 
y observando en orden del mismo modo, no pondrá reparos ningún titubeo de 
contrariedad.
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Pero si observas los hexágonos en un examen detallado se crean a partir de 
los mismos triángulos y los pentágonos situados sobre ellos. Así el hexágono seis 
se crea a partir del pentágono cinco y de uno, que está dispuesto en el orden de los 
triángulos. Y el origen del hexágono 15 no es diferente de un pentágono de doce y 
un triángulo de tres. Y si a su vez se aprende a crear un hexágono de 28, a partir de 
los anteriores, no encontrarás otro que un pentágono de 22 y un triángulo de seis. 
Y esto en los restantes.

La creación de heptágonos no negará este orden de generación. Pues se 
consigue con un hexágono situado encima y unos triángulos dispuestos desde uno. 
Pues el heptágono siete nace del hexágono seis y un triángulo de uno, que es un 
triángulo en potencia; un heptágono de 18, a partir de un hexágono de 15 y un 
triángulo de tres, y esto se puede encontrar sin dificultad en todos. Por tanto, ves 
que el triángulo, primero de todos, hace las sumas de todos los demás y se incluye 
en la generación de todos.

Observación pertinente a la descripción
de los números de las figuras.

Capítulo XIX.

Si todos se comparan en extensión, los triángulos con los tetrágonos, los 
tetrágonos con los pentágonos o los pentágonos con los hexágonos o éstos a su vez 
con los heptágonos, sin ninguna duda se superarán con los triángulos. Pue si 
comparas un triángulo de tres con uno de cuatro, y un tetrágono de cuatro con uno 
de cinco, o un pentágono de cinco con un hexágono de seis, o un heptágono de seis 
con uno de siete, se sobrepasan en el valor del primer triángulo, el de la sola 
unidad. Pero si es el seis frente al nueve o éste frente al doce, o éste frente al 15, o 
el 15 frente al 18, para encontrar
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las diferencias compárese, y se superarán en tres, el valor del triángulo que le sigue. 
Pero si enfrentas el de diez con el de dieciséis y el de 16 al de 22, el de 22 al de 28, 
y el de 28 al de 34, se superarán en la cantidad del tercer triángulo, esto es, el de 
seis. Y esto se apreciará regularmente en todos los siguientes respecto a él y en 
todos los triángulos que le preceden. Por eso se ha demostrado perfectamente 
según creo, que el principio de todas las formas y elementos es el triángulo.

De los números sólidos.

Capítulo XX.

De aquí hacia las figuras sólidas el camino es más fácil. Pues como se sabe 
de antemano algo de los números en las figuras planas, el valor mismo de la 
cantidad de manera natural se aplica a los números sólidos, no habrá ninguna duda. 
Según hemos añadido a la longitud otro intervalo de números, esto es, la superficie, 
para que se muestre como anchura, así ahora si alguien añade la que en un aspecto 
se llama altitud, en otro espesor, en otro profundidad, se llenará el cuerpo del 
número sólido.

De la pirámide; que ella es el principio de las figuras sólidas como el 
triángulo de las planas.

Capítulo XXI.

Se ve de qué modo el número triángulo es el primero en todas las figuras 
planas; así también en los sólidos el que se llama pirámide es el principio de la 
profundidad. En efecto, es necesario encontrar las semillas de todas las figuras 
pensadas en los números. Unas veces, la pirámide se levanta en altura desde una 
base triangular, otras, de una base tetragonal, otras de una pentagonal, y según las 
cantidades de los ángulos siguientes se eleva hasta el vértice unitario.

Dibujado un triángulo y expuesto a consideración, si se trazan por los tres 
ángulos otras tantas líneas rectas y éstas tres se inclinan de modo que unan sus 
vértices en un punto medio, se forma una pirámide. La pirámide que surge de una 
base triangular, se cierra por tres triángulos y lados de esta manera. Sea el triángulo 
A.B.C. Si a este triángulo se le elevan líneas que atraviesen los tres ángulos y 
converjan en un punto, que es D, así el punto D no está en el plano, sino que está 
suspendido.
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Estas líneas elevadas hacia el mismo vértice y cima en cierto sentido hacen 
D, y será su base A.B.C, un triángulo, y por lados tres triángulos, esto es, un 
triángulo A.D.B, otro B.D.C y un tercero C.D.A.

(Véase el dibujo en fol. 13 r.)

De estas pirámides que se obtienen a partir de figuras cuadradas, o de 
otras figuras triangulares.

Capítulo XXII.

Lo mismo si se parte de una base tetragonal y se dirigen las líneas de ella 
hacia un vértice. Será la pirámide de cuatro triángulos por lados, teniendo un 
tetrágono en la base, sobre la cual se ha fundado la figura misma. Y si del 
pentágono surgen cinco líneas, la pirámide se definirá a su vez por cinco triángulos 
y si a partir de un hexágono con seis triángulos y cuantos sean los ángulos que 
tuviera la figura sobre la que se asienta, con otros tantos triángulos por lados se 
definirá, como se ve claramente en las descripciones siguientes.

La generación de los números sólidos.

Capítulo XXIII.

Las pirámides de esta clase se llaman de este modo: la primera pirámide de 
triángulo, la segunda, pirámide de tetrágono, la tercera, pirámide de pentágono, la 
cuarta, pirámide de hexágono, la quinta, pirámide de heptágono. Lo mismo ocurre 
con los demás números. Pues según vamos citando los números lineales que 
partiendo del uno corren hasta el infinito, como son

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Después de colocados por orden y sumados entre sí cada uno con una 
distancia se generaban las superficies. Si sumas el uno y el dos, se creará el primer 
triángulo, el tres con éstos sumaremos. El tercero, el triángulo de seis saldrá a su 
vez; y después de éstos los tetrágonos se crean dejando uno entre medias; los 
pentágonos dejando dos; los hexágonos, dejando tres, los heptágonos dejando 
cuatro.

Pero ahora, para la creación de los números sólidos, se dispone de las 
superficies en forma de figuras, y para construir pirámides a partir de un triángulo,

112



Institutio Arithmetica

debemos componer esos mismos triángulos, para generar pirámides a partir de un 
tetrágono, tetrágonos; pentágonos para las que se construyen con un pentágono; y 
aquellas que parten de un hexágono o heptágono no surgen sino de la unión con un 
hexágono o un heptágono.

En primer lugar, la unidad es el triángulo, y por su valor construimos esa 
misma pirámide. El segundo triángulo es de tres al que si uno con el primero, y con 
la unidad, se me acrecienta la profundidad de la pirámide en cuatro. Pero si a eso 
llego a añadir un tercero de seis, se generará una pirámide de altitud diez. A éstas, 
si les llego a sumar diez, la pirámide llaga al número 20, y así en todos los demás, 
se hace la suma de la misma manera:
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En esta concatenación es necesario que siempre el último de los números 
sumados sea en cierto modo la base. Se halla una mayor extensión en todos y es 
necesario que los números que se han sumado antes sean menores y que vayan 
descendiendo hasta la unidad que ocupa el lugar de un punto en cierto modo y del 
vértice. Pues en la pirámide de 10 además de seis se han añadido 3 y la unidad, y 
el seis sobrepasa a la cantidad de tres; pero éstos tres superan al uno en pluralidad, 
y éste uno choca con el extremo último de la progresión. Un fundamento semejante 
se puede observar en los restantes, si quieres examinar al detalle la generación de 
ellos.Aquellas pirámides que salen de un tetrágono, nacen de la misma ampliación 
del tetrágono por encima de sí. En efecto, desarrollada la serie de todos los 
tetrágonos, esto es:

1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

Tendré la pirámide unidad misma en potencia y en valor si tomo la unidad 
primera de esta serie, pues todavía no lo es en realidad y en acto. Pero si a ésta le 
superpongo un tetrágono, esto es, 4, nacerá la pirámide del número cinco que se 
define lateralmente sólo con dos números. Pero si a éste le añado el tetrágono 
siguiente, el nueve, la forma de la pirámide me crecerá en número de 14, que 
lateralmente se cierra con tres unidades. Y si superpongo a éste el siguiente 
tetrágono, 16, me resulta una pirámide de treinta. También en todas estas medidas 
de una pirámide habrá tantas unidades por los lados cuantas cantidades de números 
le fueran sumadas. Pues la unidad que es la primera pirámide, lleva en el lado uno 
solo, esto es, a ella misma. Cinco, que está formado por uno y cuatro se designa por 
los lados con dos números, y 14, que se forma de tres números, se construye con 
el número tres puesto en el lado. La descripción siguiente muestra esta generación 
de pirámides:

! í
Tetrágonos

1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

Pirámides de base tetragonal

1 5 14 30 55 91 140 204 285 385

Y del mismo modo todas las formas surgidas a partir de los demás triángulos 
van generándose en los espacios de una suma más elevada. Pues todos en una
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forma de ángulos más amplios a partir de la figura de su género, partiendo de la 
unidad y subiendo desde el uno para construir figuras de pirámides en progresión 
infinita. Y de esto es necesario que se vea que las formas triangulares son el 
principio de las demás figuras, que toda pirámide salida de cada base , o de un 
cuadrado o de un pentágono, o de un hexágono o de un heptágono o de otro de los 
semejantes, se definan por triángulos solos hasta el vértice.

De las pirámides truncadas.

Capítulo XXIIII.

Conviene saber cuáles son las pirámides truncadas, o dos veces truncadas o 
tres veces truncadas o cuatro o en adelante, según la suma de números. Esta, 
surgiendo a partir de cualquier base, llega a la primera de las pirámides en potencia 
y en valor, la unidad. Pero si saliendo de cualquier base hasta la unidad no se llega 
a esta altura, se llamará truncada. Y se designa correctamente una pirámide de tal 
clase con esa denominación, si no llega hasta la extremidad y al punto.

Si alguien superpone al tetrágono 16, 9, y a  éste 4 y se contenga de añadir 
una última unidad, ciertamente es una figura de pirámide, pero como no se ha 
desarrollado hasta la cumbre del vértice, se llamará truncada y tendrá una cumbre 
pero no ya un punto que es la unidad, sino una superficie, que es un número 
prolongado según los ángulos de aquella base y el último que se ha sumado. Pues 
si la base es tetragonal, siempre asciende por una disminución en cuadrados, y si 
una base pentagonal, de manera semejante, si hexagonal, aquella superficie última 
será también un hexágono. Luego en una pirámide truncada, la superficie de los 
ángulos será tal como sea la base.

Pero si aquella pirámide no sólo no llega hasta la unidad y extremidad, sino 
que tampoco al primer ángulo en realidad y en acto del mismo género que fuera la 
base, se llamará dos veces truncada. Si partiendo del tetrágono de 16 se sitúa el 
término en nueve y no decrece hasta 4 y falta también lo propio del tetrágono, 
diremos que es otras tantas veces truncada.

Si está menguada en la unidad, el primer cuadrado, será la truncada que los 
griegos llaman colouros. Si está menguada en dos tetrágonos, se llamará dos veces 
truncada, que los griegos llaman dicolouros; si en tres tetrágonos, se llama tres 
veces truncada que los griegos llaman tricolouros y tantas veces como mengüe, 
proponemos que otras tantas sea truncada. Esto no sólo se puede observar a partir 
del tetrágono de la pirámide, sino en todos los que se construyen con todos los 
multiángulos.
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De los cubos, de las vigas, de los ortoedros, 
de las esferas y los números paralelepípedos.
Capítulo XXV.

Acerca de los sólidos que reciben la forma de una pirámide creciendo por 
igual en todas sus partes y surgiendo como de su propia raíz, la figura poligonal, 
ya se ha hablado. A su vez hay otra composición susceptible de orden, de los 
cuerpos sólidos, de los que se llaman cubos o vigas o ortoedros o cuñas o esferas 
o paralelepípedos, que son tantas como son las superficies con las que se relacionan 
y construidas sobre éstas corren hasta el infinito sin encontrarse nunca. En efecto, 
dispuestos en orden los tetrágonos

1 4 9 16 25

Porque a éstos les ha correspondido una sola anchura y longitud y carecen 
de profundidad; si por los lados reciben una sola multiplicación, se alargan en igual 
profundidad. Pues un tetrágono de cuatro tiene dos en el lado y ha nacido de estos 
dos. Dos por dos hacen cuatro. Luego si multiplicas igualmente éstos dos veces de 
un lado, nacerá la forma del cubo. Si multiplicas dos por dos dos veces, la cantidad 
crece hasta ocho y éste es el primer cubo.

El tetrágono porque tiene tres en el lado y se ha hecho a partir de tres 
multiplicados por sí, pues si se hace la multiplicación del lado, de nuevo otro cubo 
crece en igual formación de los lados. Tres veces el número tres si lo multiplicas 
por tres se produce la figura de un cubo de 27. Y 16 que es a partir de 4, si se 
multiplica por cuatro se engrosará un cubo de 64 con igual longitud de los lados y 
los siguientes tetrágonos se prolongan del mismo modo, hecha la multiplicación. 
Es necesario que el cubo tenga tantas unidades en el lado cuantas tenía el primer 
tetrágono a partir del que se ha construido. Pues un tetrágono de 4 tiene el número 
dos en el lado; el cubo de ocho también tiene dos en el lado, y porque un tetrágono 
de nueve presentaba tres unidades en el lado, con el tres solo se nutre el lado de un 
cubo de veintisiete. Y porque un tetrágono de 16 tenía un lado de cuatro unidades, 
el cubo de 64 llevará otras tantas unidades en el lado. Por eso también la unidad, 
uno, estará en el lado de un cubo en potencia y en valor, pues se forma un 
tetrágono, la superficie de cuatro ángulos y otros tantos lados.
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Todo cubo que crece en profundidad de cuerpo a partir de la superficie de los 
tetrágonos, multiplicado el lado del tetrágono, tendrá 6 superficies, de las cuales 
cada cara es igual al tetrágono del que se parte. Pero tiene 12 lados, cada uno de 
ellos es igual a cada uno de éstos que han sido del tetrágono del que se parte, y 
como hemos demostrado antes, es de otras tantas unidades. Tiene 8 ángulos, cada 
uno de los cuales se define por tres lados que eran los primeros tetrágonos de donde 
se ha generado el cubo. Luego a partir de un número extendido de manera natural 
nacen los tetrágonos que se han descrito de la forma siguiente. Y de estos 
tetrágonos que se han escrito debajo, se prolongan los cubos:

Número natural

1 2 3 4 5 6 7

Tetrágonos

1 4 9 16 25 36 49

Cubos

1 8 27 64 125 216 343

Porque todo cubo, saliendo de cuadrados equiláteros, es igual en todas sus 
partes. Pues es igual la longitud a la anchura y a éstas dos es igual la altura, y según 
seis direcciones, esto es, hacia arriba y hacia abajo, a la derecha y a la izquierda, 
hacia delante y hacia atrás, es necesario que sea igual a sí y deberá ser opuesto y 
contrario a éste, el que no lleve ni la longitud igual a la anchura, ni estas dos a la 
profundidad, sino todo desigual, aunque sea una figura sólida, parece estar muy 
lejos de la igualdad del cubo.

Estos resultan si alguien multiplica dos veces tres y por cuatro, o tres por 
cuatro y por cinco y otros de esta clase que se prolongan por grados desiguales de 
espacios. Esta forma se llama con el nombre griego de escaleno, pero nosotros 
podemos llamarla gradual, porque desde el menor va creciendo por grados; o bien 
algunos griegos llaman a esa misma figura esfenisco, que nosotros podemos llamar 
cuña.

En efecto, a las cuñas para estructurar aquella figura, sin tener una 
proporción de altura, se mengua la altura o se aumenta de profundidad la anchura, 
cuanto sea conveniente. Y por eso, es necesario que éstos se ajusten sobre todo en 
todas las partes siguientes.

Algunos los llaman bomiscos, es decir, altares pequeños, que en la región 
jónica de Grecia, según dice Nicómaco se han construido de manera que la altura
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no es igual a la anchura ni éstas se ajustan a la longitud. Se llama con ciertos otros 
nombres que ahora juzgamos innecesario mencionar.

Por tanto, alargando los espacios iguales del cubo, las formas de éste que 
hemos citado se han dispuesto en gradación; hay medias y no desiguales en todas 
sus medidas, que los griegos llaman paralelepípedos, los latinos no pueden tener 
este nombre tan regularmente compuesto de una sola forma. Como lo mismo se ha 
empleado para nombrar a muchos, con ese nombre se llama la figura que está 
contenida entre superficies colocadas paralelamente.

De los números que tienen una parte más
larga que otra y de la generación de ellos.

Capítulo XXVI.

Podemos llamar a las formas de esta clase que son las que los griegos llaman 
heteromique, figuras que tienen una parte más larga que otra. El número de estas 
figuras también se ha de dirimir de este modo.

Un número que tiene una parte más larga que otra es un número que en su 
representación en el plano tiene 4 lados y cuatro ángulos, pero no todos sus lados 
son iguales, sino que una parte tiene una unidad menos.

Pues ni todos los lados son iguales a todos los lados, ni la longitud a la 
anchura, sino que como se ha dicho, una de las dos partes es mayor, aventaja y 
supera en uno a la menor. Pues si dispones un número natural en orden y 
multiplicas el segundo por el primero, surge ese número que se pretende, o si 
multiplicas el segundo por el tercero, o el tercero por el cuarto, o si el cuarto por el 
quinto, y todos éstos se multiplican añadiendo sólo la unidad, nacerán los números 
que tienen una parte más larga que la otra. Pues dispóngase el número natural

1 2 3 4 5 6 7

Y detengámonos a observarlo un momento. Si alguien multiplica uno por 
dos, obtendrá dos. Y de nuevo dos por tres, hará seis, y tres por cuatro, hará 12, y 
cuatro por cinco, obtendrá 20 y de esta manera según el mismo orden. Por tanto, 
todos los que se han creado así se generarán como números que tienen una parte 
más larga que la otra, según muestra la descripción siguiente, en la cualjl26 se han 
escrito arriba los números de cuya multiplicación nacen los que tienen una parte 
más larga que la otra y debajo los que surgen de ellos:

(véase el cuadro en fol. 14 r.)
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1 2 3 4 5 6
2 6 12 20 30 42

De los números oblongos y de la denominación del número que tiene
una parte más larga que la otra.

Capítulo XXVII.
i

Luego si hay solamente la diferencia de una unidad entre los números 
multiplicados, se obtiene la serie de los números que están escritos arriba. Pero si 
los lados de ellos no se diferencian en una sola unidad, sino en algún número como 
tres por siete o tres por cinco o de algún otro modo, no se dirá que se trata de un 
número que tiene una parte más larga que la otra, sino de un oblongo.

Pues en Pitágoras o en los herederos de su sabiduría, la alteridad no se 
adscribía a otro número que al dos. Decían que el dos era el principio de la 
alteridad. Acordado a esa misma naturaleza y siempre igual a sí mismo, no hay otro 
que la primigenia e ingenerada unidad. Pero el número dos es el primero distinto 
de la unidad, por motivo de que es el primero que se separa de la unidad, y por eso 
ha sido el principio de cierta alteridad, porque es distinta de aquella primera y 
siempre idéntica sustancia sola unidad.

Luego con razón se dirá que estos números tienen una parte más larga que 
otra, porque los lados sólo se aventajan al añadir la cantidad de uno. El 
razonamiento es que se constituye justamente la alteridad en el número dos porque 
no dicen alteridad si no hay dos, los que no descuidan la norma de hablar bien.

Se ha demostrado por extenso que el número impar se construye con una 
sola unidad, pero uno par con la sola dualidad, esto es, con el solo número dos.
Pues todo número que que tiene el uno como media es impar, y el que tiene el dos 
en su media, se separa en dos unidades iguales, porque le ha correspondido la 
característica del par.

Por eso hay que decir que el número impar es partícipe de esa sustancia de 
lo mismo, que se mantiene siempre en su misma naturaleza y es inmutable, por eso 
también se forma a partir de la unidad,
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/ 14v./

pero el par está lleno de la naturaleza de lo otro, porque se completa con la 
dualidad.

Que los cuadrados se generan de los 
números impares, y los números que tienen 
una parte más larga que la otra, de los pares.

Capítulo XXVIII.

Puestos en orden los impares desde la unidad y escritos bajo éstos los pares 
desde el dos, la composición de los impares hace los tetrágonos y la composición 
de los pares hace a los que tienen una parte más larga que la otra. Por eso, porque 
ésta es la naturaleza de los tetrágonos, que se generan de los impares, que son 
partícipes de la unidad, esto es, de la sustancia inmutable de lo mismo y son 
iguales en todas sus partes, porque también lo son los ángulos entre sí y los lados 
entre sí, y la longitud es igual a la anchura, hay que decir que los números de esta 
clase son partícipes de esa naturaleza de lo mismo y de esa sustancia inmutable.

La paridad determina esos números que tienen una parte más larga que la 
otra; diremos que son de la sustancia de la alteridad. Pues de igual manera que uno 
sólo es otro a partir del dos, así los lados de éstos se distinguen de ellos sólo en uno 
y difieren sólo en una unidad.

1 3 5 7 9 11 13
2 4 6 8 10 12 14

Por eso dispónganse en orden todos los impares desde el uno y debajo de 
éstos, todos los pares desde el dos:

Luego el origen de la serie impar es la unidad que se hace a sí misma y en 
cierto modo produce cierta forma de imparidad. Ésta es una tendencia de la 
sustancia inmutable de lo mismo: que cuando se multiplica por sí misma, tanto en 
plano como en profundidad, o si se multiplica otro número cualquiera por ella 
misma, no cambia respecto a la forma de la cantidad anterior.

Pues si multiplicas uno por uno o bien uno una vez o si dos por uno o si tres 
por uno, o si cuatro por uno, o si se multiplica cualquier otro número, ese número al 
que multiplica no lo desplaza, propiedad que no se puede encontrar en ningún otro 
número. En cambio, el número dos es el origen de la serie par. Esta dualidad está en 
la misma serie de los pares y es el principio de toda alteridad. Pues si se multiplica 
por sí misma, por su anchura o también profundidad, o si multiplica a otro número
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por su cantidad, saldrá otro inmediatamente. Si multiplicas dos por dos, o dos por 
dos por dos, o dos por tres, o dos por cuatro, o dos por cinco, o cualquier otro, 
cualquiera que nace de ahí, resulta distinto del que había sido al principio. Nacen de 
la descripción anterior y de la primera serie todos los tetrágonos de este modo. Pues 
si observas uno, el primero en potencia es el tetrágono, pero si sumas uno con tres, 
surge un tetrágono 4. Si añado a éste un cinco, se presenta a su vez el nueve. Si unes 
a éste siete, se produce la forma de un cuadrado de 16. Y si haces lo mismo en los 
restantes, pareces promover adecuadamente la creación de todos los cuadrados. Pero 
de la segunda serie del par, resultan todos los que tienen un lado más largo que otro. 
Pues si me fijo en el dos, me sale al paso un número de esta clase que se forma con 
dos veces uno. Pero cuando sumo los siguientes, el 4 con el dos, volverá a salir uno 
que tiene un lado más largo que otro, el seis, que se forma a partir de dos por tres. 
A éste 6, si le llego a sumar el siguiente, me surgirá una forma de doce que resulta 
de cuatro por tres. Si alguien hace esto sin interrupción, verá que se han creado todos 
los números de esta clase en el orden conveniente. La forma inferior muestra esta 
descripción:

Raíces

1 1.3 1.3.5 1.3.5.7 1.3.5.7.9

Tetrágonos, esto es, cuadrados

1 4 9 16 25

Raíces

2 2.4 2.4.6 2.4.6.8 2.4.6.8.10

Números que tienen una parte más larga que otra

2 6 12 20 30

De la generación de los ortoedros y de la definición de ellos.
Capítulo XXIX.

Estos que antes hemos llamado ortoedros, que son figuras sólidas, se hacen 
de esta manera. Se alargan en espacios iguales la longitud y la anchura, se les aplica 
una altura menor. Son de esta clase 3, por 3 y por dos que son 18, o 4 por 4 y por 
dos, o de otro modo que se quiera, y a ésta longitud y anchura iguales se les pone 
una altura menor. Estos se definen de este modo. Ortoedros son los que resultan de 
un número igual por un número igual, por uno menor. Las vigas son también 
figuras sólidas, pero cuya característica es, que se forman a partir de un número
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igual multiplicado por un número igual y por un número mayor. Pues si la anchura 
es igual a la longitud y la altura se hace mayor, resultan aquellas figuras que 
nosotros llamamos asseres (vigas) y los griegos dokídes. Si alguien de este modo 
hace cuatro por cuatro por nueve, lo que se crea de ahí se ha llamado viga. Pero los 
esfeniscos que he llamado antes cuñas, éstos son los que a partir de un número 
desigual, por un número desigual, por uno desigual. En cambio, los cubos se han 
generado de lados iguales prolongados de manera igual.

De los números circulares o esféricos.

Capítulo XXX.

Prolongados los lados de los cubos, de la longitud que fuesen, todos los 
números multiplicados de tal modo que su extremidad en altura se termine por el 
mismo número en que comenzara su cantidad cúbica, aquel número se llama 
cíclico o esférico. Tales números son las multiplicaciones que parten del cinco o del 
seis. Pues cinco por cinco, que hacen 25, define el avance de cinco en cinco. Y si 
multiplicas esto de nuevo por cinco, el final del resultado llegará a otro 5, pues 
cinco por 25 son 125 y si a éstos los multiplicas de nuevo por cinco, terminará de 
nuevo en cinco. Y esto hasta el infinito siempre ocurre. Conviene considerar esto 
en el seis también. Estos números se llaman esféricos o cíclicos porque como la 
esfera y el círculo se forman siempre con el regreso del primer principio. El círculo 
situado un punto y otro fijado por encima, la ronda de ese punto que se ha fijado 
por encima es equidistante del primer punto, y vuelve al mismo lugar desde el que 
había empezado a moverse. Pero la esfera es un rodeo de un semicírculo 
manteniendo el diámetro y la vuelta el primer lugar desde donde había empezado 
primero a moverse. La unidad misma es también virtualmente y en potencia un 
círculo y una esfera, pues puedes multiplicar un punto por sí y se termina donde 
había empezado. Pues si se multiplica uno por uno se vuelve al uno y si de nuevo 
por uno, es lo mismo. Por tanto, si hay una sola multiplicación, da una sola 
superficie plana y es un círculo, si son dos, se forma una esfera, pues una segunda 
multiplicación siempre determina la profundidad. A partir de 5 o de 6 hemos escrito 
unas pocas formas de esta clase:.

1 5 6
1 25 36
1 125 216
1 625 1296
1 3125 7776
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De la naturaleza de lo mismo y de esa que se llama naturaleza de lo 
otro y qué números están en relación con una y con otra.

Capítulo XXXI.

/15r./

Sea suficiente lo que se ha dicho hasta este lugar sobre las figuras sólidas. 
Los investigadores de la naturaleza de las cosas con razones ajustadas y los 
entendidos en la discusión de matemáticas se han pronunciado sutilísima y muy 
acertadamente sobre las propiedades de todas las cosas distinguiendo todo lo 
existente en dos grupos, y presentando en su enseñanza la división siguiente. Pues 
dicen que todas las sustancias de todas las cosas constan de aquella que está 
siempre en su estado propio y sin experimentar ningún cambio y ni la alteración 
que presenta la sustancia del movimiento y del cambio. Y llaman a aquella 
naturaleza primera e inmutable del uno y de lo mismo. Pero la oponen a la 
sustancia de lo otro porque al apartarse de aquella primera inmóvil, se hace otra.

Sin duda esto es pertinente a la unidad y a la dualidad. El primer número que 
se aparta del uno, se ha hecho otro.Y porque todos los impares se han formado 
según su naturaleza y especie, y los tetrágonos que se hacen a partir de la suma de 
éstos, se dice que participan de la sustancia de lo mismo de manera doble, porque 
los tetrágonos se han formado a partir de la igualdad, se crean por suma de números 
impares. Aquellos son pares porque son formas del número dos y los que se 
construyen a partir de éstos y se recogen en una suma, nacen como números que 
tienen una parte más larga que otra; éstos, según la naturaleza del número dos se 
dice que se han apartado de la sustancia de lo mismo y se considera que son 
partícipes de la naturaleza de lo otro, porque los lados de los tetrágonos se han 
prolongado de igualdad en igualdad, se extiende al ámbito de su propia anchura, 
mientras que éstos, se han alejado de la igualdad de los lados al añadir uno, y por 
eso, se construyen con lados desiguales y en cierta medida distintos de ellos.

Por eso hemos observado que todas las cosas que están en este mundo son 
compuestos de lo mismo y de lo otro. Pues toda cosa deriva bien de esa naturaleza 
propiamente inmutable de lo mismo, (como es Dios, el alma o la inteligencia, o 
cualquier cosa que disfruta de la incorporalidad de su naturaleza propia) o de la 
naturaleza mudable y variable que vemos que les corresponde a sin duda a los 
cuerpos.

Por lo que debemos demostrar ahora que con esta naturaleza doble de los 
números (es decir, de los cuadrados, y de los números que tienen una parte más 
larga que otra), considerando a todas las clases del número y a todas las series, bien 
de cantidad relativa (como los múltiplos, los superparticulares y los demás) o 
considerada en sí misma (así las figuras que hemos descrito en la explicación
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anterior) según se ha probado que como el mundo está constituido a partir de una 
sustancia inmutable y de una mudable, todo número a partir de los tetrágonos, 
surgidos de lo inmutable, y de los números que tienen una parte más larga que la 
otra, que participan de lo cambiante. Y en primer lugar ciertamente hay que 
distinguir los que llaman promecas, esto es, oblongos y los heteromecas, los que 
tienen una parte más larga que la otra.

Pues hay un número que tienen una parte más larga que otra, que crece al 
añadir una unidad al lado, como es el seis, es decir, dos veces tres, o el 12, cuatro 
por tres y otros semejantes. El número oblongo se contiene en dos números de esta 
clase cuyos lados no tienen la diferencia de la unidad, sino de otros números 
cualesquiera, como cinco por tres, o seis por tres, o siete por cuatro. Pues la 
longitud prolongada de manera más numerosa con razón se dice que es más larga 
de una parte que de otra.

Ya se ha dicho antes por qué se llaman así los números que tienen una parte 
mayor que otra. Los cuadrados, porque tienen igual longitud que anchura se dirán 
muy adecuadamente “de su longitud propia” o “de su misma anchura” como dos por 
dos, tres por tres, cuatro por cuatro y los demás. En cambio, los que tienen una parte 
más larga que la otra, porque no se extienden en la misma longitud, se dice que 
tienen otra longitud en cierta medida y “que tienen más larga una parte que otra”.

Que todo se constituye de la naturaleza de lo mismo o de la
naturaleza de lo otro, y que esto se ve primero en los números.
Capítulo XXXII.

Todo lo que en su propia naturaleza y sustancia es inmóvil, está delimitado 
y definido, puesto que no se altera por ninguna variación, nunca deja de ser, nunca 
puede ser lo que no ha sido. Sin embargo, ésta es la unidad sola y lo que se forma 
con la unidad, se dice que es de sustancia comprensible, determinada y de lo 
mismo. Éstas son las que crecen en igualdad, como los cuadrados, o a los que 
forma la unidad misma, esto es, los impares. Pero el dos y todos los números que 
tienen una parte más larga que otra, que se han apartado de la sustancia definida, 
se dice que son de sustancia variable e indefinida.

Luego todo número está formado por éstos que se han distanciado mucho y 
son contrarios, es decir, por los impares y los pares. Pues esta estabilidad en unos, 
es variación inestable en otros, en éstos, vigor de sustancia inmutable, en aquellos, 
cambio mudable, en éstos solidez definida, en aquellos, una acumulación 
indefinida de pluralidad. Como son contrarios, se mezclan en una especie de 
amistad y de parentesco, y por la constitución y régimen de aquella unidad, forman 
un solo cuerpo de número. En consecuencia, los que reflexionaban no de manera 
inútil ni vana sobre este mundo y sobre esta naturaleza común de las cosas, han
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hecho esta división primera de la sustancia del mundo entero. Y Platón ciertamente 
en el Timeo nombra todo lo que hay en el mundo bien de una misma naturaleza, 
bien de otra, y piensa que lo uno permanece en su naturaleza como individuo y en 
soledad, como principio de todas las cosas, y que lo otro es divisible y nunca 
permanece en el estado de su propio orden. Filolao dice que es necesario que todas 
las cosas que existen sean infinitas o finitas, queriendo demostrar que todo lo 
existente se forma de estos dos principios, o de la finitud o de la infinitud, a 
semejanza del número, sin duda. Pues éste se constituye a partir del uno y del dos, 
del impar y del par, que son claros ejemplos de igualdad y de desigualdad, de lo 
mismo y de lo otro, de la sustancia definida y de la indefinida. Evidentemente no 
se ha dicho sin razón que todo se ha formado de los contrarios, se unen y componen 
en cierta armonía.

iii

De la naturaleza del número mismo y de la del número otro; los 
cuadrados y el número que tiene una parte más larga que otra; que 
todos se fundan en una relación de proporciones.
Capítulo XXXIII.

I

ti

h
Dispónganse en orden no ya pares e impares, de los cuales se forman los 

cuadrados y los que tienen una parte más larga que otra, sino éstos mismos que se 
les han añadido y se les han sumado, y dan lugar a los cuadrados y a los que tienen 
una parte más larga. Pues así veremos que hay un acuerdo de ellos y amistad para 
crear otras partes del número, para que la naturaleza del número parezca que no sin 
motivo ha tomado esto en todas las cosas a partir de la especie del número.

Por tanto, sean dos líneas de tetrágonos, a partir de la unidad de todos y a 
partir del número dos de los que tienen una parte más larga que otra:

1 4 9 16 25 36 49
2 6 12 20 30 42 56

Si comparas al primero de éstos con el primero, se advierte una cantidad del 
doble, que es la primera especie del múltiplo; pero si comparas el segundo con el 
segundo, se obtiene una proporción hemiolia; si el tercero con el tercero, la 
proporción sesquitercia; si el cuarto con el cuarto, sesquicuarta; si el quinto con el 
quinto, la sesquiquinta, y avanzando desde ahí encontrarás la serie de los 
superparticulares íntegra y sin tropiezos, en el espacio tan largo como se quiera, de 
modo que en la primera proporción, la del doble, la diferencia sea de una unidad 
sola, pues dos siempre se diferencia de uno en una unidad sola.
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/15v./
i
f

Pero en la proporción sesquiáltera, la diferencia es dos, en la sesquitercia es de tres, 
en la sesquicuarta, de cuatro, y así en adelante, según las formas superparticulares 
de los números, en relación a las diferencias, crece sólo en uno la suma, resultando 
el número natural.

(véase esquema en fol. 15 v.)

En cambio, si comparas el segundo tetrágono al primero de los que tienen 
una parte más larga que otra, y el tercero con el segundo y el cuarto con el tercero 
y el el quinto con el cuarto, advertirás que se forman de nuevo las proporciones que 
hemos descrito en el esquema anterior, pero aquí las diferencias no parten de la 
unidad, sino que avanzan del número dos hasta el infinito por los mismos cálculos, 
y será el segundo doble del primero, el tercero tendrá una proporción sesquiáltera 
con el segundo, el cuarto una proporción sesquitercia con el tercero, según la 
misma sucesión que se ha mostrado anteriormente.

(véase esquema en fol. 15 v.)

A su vez, los cuadrados difieren entre sí por los impares y los que tienen una 
parte más larga que otra, por los pares.

¡:

i
Diferencias impares

Diferencias pares

4 6 8 10 12 14

2 6 12 20 30 42 56

Los que tienen una parte más larga que otra
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Pero si entre el primero y el segundo tetrágono ponemos el primer número 
que tiene una parte más larga que otra, se relaciona con los otros dos en una 
proporción. Pues en las dos proporciones se encuentra la multiplicidad del doble.

Pero si pones entre el segundo y el tercer tetrágono el número segundo que 
tiene una parte más larga que otra, se relaciona con los otros en proporción 
sesquiáltera. Y si colocas entre el tercer y el cuarto tetrágono, el tercero que tiene 
una parte más larga que otra, nace la especie del sesquitercio. Y si haces lo mismo 
en todos, te sorprenderás de encontrar todas las especies superparticulares.

(véase esquema en fol. 15 v.)

Y del mismo modo se debe considerar en los restantes.

A su vez, si se toman dos tetrágonos de los descritos anteriormente, esto es, 
el primero y el segundo, y se suman, y el medio entre ellos que tiene una parte más 
larga que otra se multiplica por dos, resulta un tetrágono. Pues si se suman uno y 
cuatro, resultan cinco. Si el dos medio que tiene una parte más larga que otra se 
multiplica por dos, resultan cuatro, que sumados harán sin ninguna duda nueve, 
que es un número cuadrado. Y del mismo modo en los restantes, dispuestos de esta 
forma los números que hemos escrito antes, está claro que se entiende lo mismo.

Pero si intercalas entre un primero y un segundo que tienen una parte más 
larga que otra también el segundo tetrágono -e l que en el orden es el segundo 
ciertamente, pero que es primero en realidad y en acto-, la suma de los dos que 
tienen una parte más larga que otra, y de multiplicar el tetrágono medio por dos, 
forma a su vez un tetrágono. Pues entre el seis y el número dos, que son el primero 
y el segundo que tienen una parte más larga que otra, si se coloca un cuatro que es 
segundo en su serie -pero que es el primer tetrágono en acto- y se suman el dos y 
el seis, resultan ocho; entonces, si se multiplica por dos el cuatro del medio, 
resultan de nuevo ocho, que sumados con los ocho anteriores forman un tetrágono 
de dieciséis:

(véase esquema en fol. 15 v.)

Tampoco se debe observar con menor admiración que, según las naturalezas 
propias, cuando dos tetrágonos se presentan por separado y se les coloca en medio 
uno que tiene una parte más larga que la otra, el tetrágono que surge siempre se 
genera del impar. Pues de los anteriores uno y cuatro, multiplicado el dos por dos, 
se crea un tetrágono de nueve, es decir, el que se genera del tres, ya que tres por 
tres hacen nueve y el tres es un número impar. Y el siguiente, que se forma a partir
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del cuatro y el nueve, y de la multiplicación de seis por dos, el tetrágono de 
veinticinco, nace del cinco impar, que es el que viene inmediatamente detrás del 
tres; pues el cinco por cinco da veinticinco y el cinco es el número impar detrás del 
tres. Al siguiente también se le aplica lo mismo. Pues el cuadrado de cuarenta y 
nueve, que se crea a partir del nueve y del dieciséis, multiplicado el doce por dos, 
se hace a partir del siete impar-, y va inmediatamente detrás del cinco, ya que siete 
por siete dan cuarenta y nueve.

Pero cuando dos de los que tienen una parte más larga que la otra, por 
separado, encierran en medio un tetrágono, todos los tetrágonos que se han 
formado a partir de éstos, vienen de los pares. Pues el tetrágono de dieciséis, que 
se ha formado a partir de dos y seis, que tienen una parte más larga que la otra, y 
de un cuatro multiplicado por dos, se crea a partir del número cuatro, esto es, par; 
ya que cuatro por cuatro son dieciséis.

Y también en la serie que continúa, cuando a partir de seis y doce, y a su 
suma viene el nueve multiplicado por dos, se hacen treinta y seis, que se forma a 
partir del número par inmediatamente siguiente, el seis; pues seis por seis 
ascienden a treinta y seis. Y no menos le corresponde la misma aplicación al 
tetrágono de 64, formado a partir de 12 y veinte, y dos por dieciséis, pues nace del 
ocho que es el que sigue inmediatamente al seis, ya que ocho por ocho son sesenta 
y cuatro. Y si pruebas también según el mismo procedimiento en los demás, el 
orden de la aplicación no se altera.

í
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Institutio Arithmetica

/16r./

Que el fundamento de las figuras se basa en los cuadrados y en todos 
los que tienen más larga una parte que la otra.
Capítulo XXXIIII.

Hay que advertir con importancia no menor que la serie íntegra de todas las 
figuras surge de estas dos. Pues los triángulos, que producen todas las formas según 
hemos mostrado más arriba, por juxtaposición, una vez reunidos éstos, surgen por 
así decir, de ciertos elementos. Ya que a partir de un tetrágono, el primero, y del 
dos, el primero que tiene más larga una parte que otra, se forma un triángulo de 
tres, y del de dos y del cuatro, esto es, del segundo tetrágono, se crea un triángulo 
de seis. También del cuatro y del seis nace el triángulo de diez y todo el fundamento 
de los triángulos se basará según esa misma norma.

Pues dispónganse unos frente a otros tetrágonos y números que tienen una 
parte más larga que otra, que hemos dispuesto en dos líneas para que se apreciaran 
mejor. Después los hemos mezclado y hemos escrito los triángulos que nacen de ahí:

Tetrágonos

1 4 9 16 25 36 49 64 81

Números que tienen una parte más larga que otra

2 6 12 20 30 42 56 72 90

(véase el esquema de los triángulos combinados con los tetrágonos y con los 
que tienen una parte más larga que otra en fol. 16 r.)

Cómo los cuadrados se hallan a partir de los números que tienen una 
parte más larga que otra y que los números que tienen una parte más 
larga que otra, a partir de los cuadrados.

Capítulo XXXV.

Todo cuadrado, si se le añade o se le resta su propio lado, resulta un número 
que tienen una parte más larga que otra. Pues el tetrágono de cuatro, si se le suma 
dos o se le resta dos, llega a seis si se aumenta y a dos si se reduce. Pero las dos 
figuras contienen un número que tiene una parte más larga que otra. Ésta es la gran 
fuerza de lo otro. En efecto, toda la potencia infinita e indeterminada, separándose 
de la naturaleza de la igualdad, que se contiene a sí misma en sus límites, o se 
desborda en más o se reduce a menos.
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Que la unidad es principalmente indicativa de la sustancia de lo 
mismo, en segundo lugar, los números impares, y en tercero, los 
cuadrados y que principalmente es la dualidad reveladora de la 
sustancia de lo otro, en segundo lugar, los números pares, en tercer 
lugar, los números que tienen una parte más larga que otra.

Capítulo XXXVI.

En primer lugar, se ve claro que la unidad es de la sustancia propia de lo 
inmutable, y de la naturaleza de lo mismo, mientras que la dualidad es la primera 
de la alteración y principio de diferenciación. En segundo lugar, que todos los 
números impares por parentesco con la unidad, participan de la sustancia de lo 
mismo y de lo inmutable, en tanto que los pares, por afinidad con el número dos, 
tienen entremezclada la sustancia de lo otro. Queda patente que los tetrágonos 
también se consideran del mismo modo. Pues porque su composición y formación 
se realiza a partir de los impares, diré que están unidos a la naturaleza inmutable. 
Porque los que tienen una parte más larga que otra se crean por unión entre los 
pares, nunca se separan del carácter variable de la alteridad.

Situados alternativamente los cuadrados y los que tienen una parte 
más larga que otra, cuál es la correspondencia entre ellos en sus 
diferencias y en sus proporciones.

Capítulo XXXVII.

Por tanto, hay que observar con atención que si los tetrágonos y los que tienen 
una paite más larga que otra se colocan de tal forma que se intercalen alternativamente, 
tanta afinidad hay en éstos, que por un lado se relacionan en las mismas proporciones, 
y se distinguen por diferencias, pero por otro lado tienen las mismas diferencias y se 
distancian en proporciones. En efecto, coloqúense en serie aquellos tetrágonos 
anteriores, y los que tienen una parte más larga que otra desde el uno:

1 2 4 6 9 12 16 20 25 30

En el esquema superior hay que fijarse sobre todo en esto: que entre el uno, 
que es un tetrágono, y el dos, hay una proporción del doble; y entre el dos y el 
cuatro, una proporción del doble. Por eso este tetrágono y el número que tiene una 
parte más larga que la otra, así como éste último con el siguiente tetrágono se 
relacionan en la misma proporción, pero no con las mismas diferencias. Pues de 
uno a dos la diferencia es una sola unidad, pero entre el dos y el cuatro se llevan 
dos nada más. Por su parte, si se mira del dos al cuatro, hay una proporción del 
doble, si del cuatro al seis, se reconocerá la proporción habitual sesquiáltera. Luego
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si se diferencian en las proporciones, son iguales en las diferencias. Pues del dos al 
cuatro y del cuatro al seis hay la misma diferencia de dos. También en los 
siguientes de la misma manera se observa una proporción que hubo en los 
primeros. Pues hay la misma proporción, pero no tienen las mismas diferencias. El 
cuatro al seis y del seis al nueve se unen por una proporción sesquiáltera, el seis 
tiene una distancia de dos con el cuatro, el nueve con el seis, de tres. También en 
los siguientes se observará esa misma proporción y tanto hay siempre 
alternativamente las mismas proporciones, mientras que se dan otras diferencias, 
como a la inversa, con las mismas diferencias, otras proporciones y siempre en lo 
que se distinguen, según el orden del número natural los tetrágonos y los que tienen 
una parte más larga que la otra, la progresión se hace sólo con la duplicación de los 
valores del número natural. Esto no debe parecer sorprendente. Pues nosotros 
hemos reduplicado las cantidades de los tetrágonos y de los que tienen una parte 
más larga que la otra en primeras y segundas proporciones:

Proporciones

Doble sesquiáltera sesquitercia sesquicuarta

1 2 4 6 9 12 16 20

1 2 2 3 3 4

Diferencias

También esas mismas diferencias de manera admirable avanzan desde el todo 
a través de las partes siguientes y a través de las mismas unidades con las que han 
crecido antes. Pues entre el uno y el dos sólo se intercala la unidad, ésta es la 
totalidad de la unidad a la cual se iguala, pero la mitad del dos. Y de la misma 
manera, entre dos y cuatro sólo hay dos, que son la totalidad el dos, pero la mitad 
del cuatro. Entre el cuatro y el seis hay los mismos dos, la mitad respecto al cuatro, 
respecto al seis la tercera parte. Pero el tres el siguiente, que es la diferencia entre el 
6 y el 9, es ciertamente la mitad del seis, pero la tercera parte del nueve. Y a su vez 
ese número tres, que es la tercera parte del nueve, es la cuarta del doce, y del mismo 
modo hasta el final del esquema se duplican las cantidades de este modo, según la 
misma cantidad relativa se duplica, observarás una progresión similar de las partes.

Prueba de que los cuadrados pertenecen a la naturaleza de lo mismo.
Capítulo XXXVIII.

La señal clarísima de que los tetrágonos están emparentados con los impares, 
es que en toda disposición desde el uno, sea en los dobles o en los triples se entabla 
una serie de tal naturaleza que nunca se encuentra un tetrágono más que en un lugar 
impar. Coloquemos los números en serie, en primer lugar los dobles, en segundo, 
los triples.
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IMín.I

1 2 4 8 16 32 64 128 256
1 3 9 27 81 243 729 2187 6561

Si observas en las dos líneas los primeros, cada uno de los que encuentras, 
porque son tetrágonos, están colocados en lugar impar, porque son los primeros. 
Pero si miras el lugar tercero, verás el cuatro y el nueve, de los cuales aquél 
proviene del dos y éste del tres y que están en lugar par. Después si miras el quinto 
lugar, verás el 16 y el 81, y mientras que el uno nace del cuatro, el nueve crea al 
otro. Y si vuelves a mirar el noveno lugar, verás los tetrágonos del 256 y del 6561, 
de los cuales el primero se obtiene del dieciséis y el segundo del ochenta y uno. Se 
presenta igual si se quiere hacerlo hasta el infinito sin diferencia.

Que los cubos participan de la sustancia 
de lo mismo, porque nacen de los impares.

Capítulo XXXVIIII.

Los cubos mismos que, aunque se extienden en tres dimensiones, participan 
por una multiplicación similar de la sustancia inmutable, y son socios de la misma 
naturaleza, no se obtienen de otra suma que de la de los impares, y nunca de los 
pares. Pues si se disponen todos los impares comenzando por la unidad, 
desplegarán todas las figuras cúbicas:

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

En estos números, el primero dará un cubo en potencia y en virtualidad, pero 
sumados los dos que le siguen, es decir, el tres y el cinco, configurarán el segundo 
cubo, que es el de ocho.

Sumados los tres que siguen, el siete, el nueve y el once, darán un cubo que 
se contiene en el número veintisiete, que es el tercero. Y los siguientes cuatro darán 
el cuarto, y los cinco que siguen, el quinto y del mismo modo, cual es el lugar de 
un cubo, otros tantos impares se suman para producirlo. Esto muestra con claridad 
la descripción siguiente:

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29
1 8 27 64 125
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De las proporciones.

Capítulo XL.

Se ha explicado este tema suficientemente. Ahora resulta oportuno comentar 
algo acerca de las proporciones que pueden ser de provecho para los estudios de 
música y las sutilidades de la astronomía, o en virtud de la consideración 
geométrica y también para la comprensión de las lecturas de los antiguos, y 
terminar de la manera más adecuada con la introducción aritmética.

La proporcionalidad es una comparación y reunión de dos o de tres o del 
número que sea de proporciones en una sola. Para definirla de manera general, la 
proporcionalidad es una relación semejante de dos o de muchas proporciones, 
aunque no se hayan constituido con las mismas cantidades y diferencias 
(entendiendo por diferencia la cantidad que media entre los números).

La proporción es una relación y por así decir definición de dos términos 
entre sí, cuya reunión en cuanto que se establece, es algo proporcional. Porque es 
la reunión de los números lo que hace la proporción. En tres términos se encuentra 
una proporcionalidad mínima. También se hace en muchos, pero es más extensa. 
Así como del dos al uno, tienen una proporción del doble, porque son dos términos. 
Y si comparas cuatro frente a dos, esto también es una proporción doble. Si 
consideras seguidamente estos tres términos, la proporcionalidad se consigue a 
partir de dos proporciones y es proporción de uno a dos y de dos a cuatro. Pues la 
proporcionalidad es la reunión de proporciones y su reducción a una.

Se hace también en proporciones más amplias. Pues si quieres sumar a estos 
cuatro números el ocho, y a éstos, dieciséis, y a éstos treinta y dos, y así en adelante 
los dobles que siguen, se encuentra en todos la proporcionalidad doble a partir de 
proporciones dobles.

Por tanto, cada vez que uno y el mismo término de tal manera se relaciona 
con dos términos de su entorno, que respecto de uno es antecedente y respecto del 
otro, consecuente, esta proporcionalidad se llama continua, por ejemplo, 
uno,dos,cuatro. Hay también igualdad en estas proporciones y como son cuatro 
respecto a dos, así son dos respecto a uno y a su vez, como son uno respecto a dos, 
así dos en relación con cuatro. Y así según la cantidad del número, también es de 
esa manera.

Pues en la misma cantidad en que el tres supera a dos, en esa misma supera 
dos a la unidad, y en la medida en que uno es menor respecto de dos, en esa el dos 
es superado por el tres. Pero si se relaciona un término con otro, y ese otro con otro 
más, es necesario que se llame relación disjunta, como son los que se relacionan 
según la cualidad de la proporción (uno, dos, cuatro y ocho). Así son el dos con el 
uno, así el ocho con el cuatro y viceversa, según el cuatro con el uno, así el ocho 
con el dos. Según la cantidad del número, como son uno, dos, tres y cuatro.
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Pues en la medida en que uno es superado por el dos, en esa es superado el 
tres por el cuatro, y en tanto sobrepasa el dos al uno, como el cuatro excede del tres. 
También al revés, uno es menor que tres en la medida en que dos es inferior a 
cuatro, o en tanto es mayor tres que uno, como el cuatro excede del dos.

Qué han entendido los antiguos
por proporción y cuáles se le han añadido.

Capítulo XLI.

Entre los antiguos se admitían y conocían todas aquellas de las que tuvieron 
conocimiento Pitágoras, Platón o Aristóteles; éstas son las tres medias: aritmética, 
geométrica y armónica. Después de estas relaciones proporcionales, hay otras tres 
que no se conocen con un nombre determinado, pero que se designan como cuarta, 
quinta y sexta, y son opuestas a las que hemos citado antes.

Pero los que vinieron después, por la perfección del número diez, que era 
el que más le complacía a Pitágoras, añadieron otras cuatro medias, para que 
formaran un corpus en estas proporcionalidades de la decena. Según este número 
las cinco relaciones anteriores y las comparaciones han sido descritas, de modo que 
respecto a las cinco proporciones mayores, que llamamos antecedentes, les 
confrontamos otros términos menores, que llamamos consecuentes.

De ahí también que en la descripción aristotélica de las diez categorías y 
antes en la de Arquitas, se encuentra claramente la decena pitagórica, puesto que 
Platón, muy respetuoso con Pitágoras, hace sus divisiones según este cómputo, y 
el pitagórico Arquitas antes de Aristóteles, aunque sea ambiguo en ciertas 
cuestiones, establece estas diez categorías. También de ahí las diez partes de los 
miembros, de ahí otras muchas influencias que no es necesario detallar una por 
una.

Que hay que hablar en primer lugar 
de la que se llama proporción aritmética.

Capítulo XLII.

Ahora hay que hablar de las proporcionalidades y de las medias, y 
ciertamente en primer lugar trataremos de esa media que
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sin tener en cuenta la igualdad de la proporción, según la igualdad de la cantidad, conserva 
las relaciones de los términos considerados. En estas cantidades tiene vigencia esa media y 
ha de observarse en éstas en las cuales los términos difieren de sí mismos. Se ha definido 
antes qué es la diferencia de los términos. Pero la argumentación misma ha dejado claro que 
ésta es la media aritmética de los números, porque la proporción de ella reside en la 
cantidad del número.

Por tanto, ¿qué razón hay para anteponer la relación de los términos de esta clase, 
esto es, la aritmética, a todas las demás proporcionalidades? En primer lugar, se nos 
presenta la misma naturaleza de los números y el valor de la cantidad natural. Pues 
reconocemos todas las proporciones de esta clase que son pertinentes a las diferencias de 
los términos, como se demostrará un poco más abajo.

En segundo lugar, lo que nos ha aparecido en la explicación del libro anterior: que 
la ciencia aritmética es anterior a la geometría y a la música y que no implica a estas 
ciencias, pero que sin ella, se pierden las otras. Por eso nuestra explicación avanzará por 
orden si se ha de comenzar por esa media que consiste en la diferencia del número, no en 
un análisis de la proporción.

i
ií
i •

De la media aritmética y sus propiedades.
Capítulo XLIII.

Llamamos media aritmética a la media, cada vez que considerados tres términos 
cualesquiera, se halla una misma e igual diferencia entre todos los términos establecidos. En 
ella, descuidando la igualdad de la proporción, se observa la consideración sólo de los 
términos y de sus diferencias, como uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez. 
En esta serie del número natural, si alguien se preocupa de ver seguidamente las diferencias 
de los términos, según la media aritmética, la distancia de los términos entre sí es igual, pues 
iguales son también sus diferencias, pero no es la misma proporción ni relación.

Así, si se trata de tres términos, se llama proporcionalidad continua, pero si uno es 
antecedente y otro consecuente, allí donde los dos son distintos, se llamará media disjunta. 
Por tanto, si examinas según la media continua sólo en tres términos, o cuatro o en 
cualquiera otros en media disjunta, verás siempre esas mismas diferencias de términos, 
alteradas solamente las proporciones.

Si alguien lo comprende en un ejemplo, no se le pasará inadvertida el resto de la 
relación. Sea la media continua uno, dos, tres. Este uno se diferencia del dos y dos del tres 
sólo en una unidad, y son las mismas diferencias, pero distintas proporciones. En efecto, dos 
respecto a uno es el doble, tres respecto a dos es proporción sesquiáltera. Y verás lo mismo 
en los restantes. Pero si eliges, mezclando y dejando a un lado algunos, y analizas éstos, 
puede ocurrir lo mismo. Pues si saltas términos iguales y que se pasan de uno en uno en la 
primera disposición, si introduces algunos, se advertirá la diferencia del dos solo, pero si 
pasas dos, de tres, si pasas tres, de cuatro, si pasas cuatro, de cinco. Y habrá aquella

£
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diferencia de términos que buscamos en uno más de los términos saltados, pasando del 
mismo modo. Pues si en tres términos se salta cada vez un término, la diferencia será 
siempre de dos:

¿Ves que como más arriba los términos se pasan en la serie del número natural, y 
pasando dos y cuatro, uno comparado con tres y tres comparado con cinco, tienen en 
diferencia el dos solo? También es válida esa observación en la disjunta.

1 2 3 4 5 6 7

Diferencias

Con tales indicios ningún error nos puede despistar de esa semejanza. Pues si saltas 
dos, la diferencia contenida será de tres, si tres, de cuatro, si cuatro, de cinco igualmente en 
proporciones continuas y disjuntas. La cualidad de la proporción no será la misma, aunque 
los términos se hayan distribuido en diferencias iguales. Y si inversamente se disponen para 
que la cualidad de la proporción resulte la misma, pero no con las mismas diferencias, tal 
proporcionalidad se llama geométrica, no aritmética.

Sin embargo, lo propio de esta media es que si el estudio se hace en tres términos, 
si se le suman los extremos, el término que se encuentra entre los extremos, será la media 
no por el lugar, sino por la cantidad. Por ejemplo, si se consideran uno, dos y tres, el uno y 
el tres dan cuatro, pero dos que está en medio entre los otros dos números, es la mitad de 
cuatro. Y si son 1,2,3 y 4, uno y cuatro suman cinco, dos y tres están en medio y suman a 
su vez cinco:

(véase esquema en fol. 17 r.)

También está unido por una propiedad sólida el hecho de que, según son todos los 
términos de la disposición de este modo respecto de sí mismos,
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así son las diferencias establecidas respecto de sus diferencias. Efectivamente, todo 
término es igual a sí mismo y las diferencias son iguales a las diferencias. Más sutil 
es lo que muchos entendidos en estas disciplinas salvo Nicómaco no habían visto 
nunca antes: que en toda disposición, continua o disjunta, el producto de los dos 
extremos es menor que el producto de las dos diferencias que se encuentran entre 
los términos en sí. Pues consideremos tres términos de esta manera: tres, cinco, 
siete. Si se multiplican tres por siete, salen veintiuno. Si multiplicas el término 
medio, esto es, el cinco, por sí mismo, cinco por cinco hacen veinticinco. Y este 
número es mayor en cuatro respecto de aquél que resulta del producto de los 
extremos, es decir, cuatro es el número determinado por las diferencias. Pues entre 
tres y cinco, cinco y siete, hay dos; si multiplicas éstos entre sí, dan cuatro. Dos por 
dos son cuatro. Por tanto, se ha dicho bien que en esta disposición de esta manera, 
el producto de los extremos es menor que el número que resulta de las medias en 
tanto en cuanto las diferencias multiplicadas entre sí lo restablecen.

(véase esquema en fol. 17 v.)

La cuarta propiedad de las series de esta clase se observa en relación con lo 
que los antiguos consideraron lo más importante: que en esta proporcionalidad o 
media es necesario que las proporciones sean mayores en los términos menores, y 
menores en los mayores.

En efecto, en esta disposición uno, dos, tres, son términos menores el uno 
y el dos, y mayores el dos y el tres. Y dos respecto a uno es el doble, pero tres en 
relación con dos, tiene una proporción sesquiáltera. Pero es mayor la proporción 
del doble que la sesquiáltera.

Sin embargo, en una media armónica, sucede al contrario, pues en los 
términos menores se mantienen proporciones menores y en los mayores la cantidad 
de la proporción es mayor. Pero de estas medias, esto es, de la aritmética y de la 
armónica, se ha advertido que la proporcionalidad geométrica es la media que 
mantiene la igualdad numérica de las proporciones en los términos mayores como 
en los menores. Pero entre el mayor y el menor la igualdad se pone en el lugar de 
la media. Y ya se ha tratado suficiente la media aritmética.

De la media geométrica y sus propiedades.

Capítulo XLIIII.

Expliquemos ahora la media geométrica, que sigue a ésta, y que es la única 
que se puede llamar proporcionalidad más que ninguna, porque se observa en esas
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mismas proporciones de los términos, tanto en los mayores como en los menores. 
Pues se mantiene siempre una proporción igual, la cantidad del número y su 
magnitud no se tienen en cuenta, al contrario que en la media aritmética. Así como 
son uno, dos, cuatro, ocho, dieciséis, treinta y dos, sesenta y cuatro o en proporción 
del triple, uno, tres, ocho, veintisiete, ochenta y uno, o si cuádruple o quíntuple o 
sea cualquier múltiplo. Pues en éstos tomas términos cualesquiera, cumplirán la 
media geométrica, ya sea el primero frente al siguiente, como el siguiente frente a 
otro y a su vez, si se realiza alternativamente, ocurrirá lo mismo.

Si se ponen tres términos, dos, cuatro y ocho, como son ocho respecto al 
cuatro, así cuatro respecto a dos. Y viceversa, como son dos en relación con cuatro, 
así serán cuatro en relación con ocho.

Doble Doble

2 4 8

O si en cuatro términos, como son dos, cuatro, ocho, dieciséis, en la relación 
en que están el primero con el tercero, esto es, el dos y el ocho, así estarán el 
segundo y el cuarto, esto es, cuatro respecto de dieciséis. Pues las dos proporciones 
son el cuádruple. Y a la inversa, según está el cuarto respecto del segundo, así se 
ve el tercero respecto al primero.

Pero también esto se puede observar separando los términos. Pues según es 
el primero respecto al segundo, esto es, el dos respecto del cuatro, así el tercero 
respecto del cuarto, esto es, el ocho en relación con el dieciséis. Y a la inversa, 
como el segundo en relación con el primero, esto es, el cuatro respecto al dos, así 
el cuarto en relación con el tercero, esto es, dieciséis respecto de ocho. Y 
observarás eso en todos, tras calcular la relación.

Doble Doble

2 4 8 16

cuádruple cuádruple

Sin embargo, la media de esta clase tiene la propiedad de que en toda serie 
dispuesta según esta proporcionalidad de términos, las diferencias entre ellos están 
en la misma proporción en que han estado los términos a los que corresponden esas 
diferencias.

Pues si son términos dobles entre sí, las diferencias serán también dobles, si 
son triples, triples, o según el múltiplo que sea, habrá una misma multiplicidad en 
las diferencias que encontrará una primera observación en los términos, como 
muestra el esquema siguiente:
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Diferencias dobles

1 2 4 8 16 32 64 128

1 2 4 8 16 32 64 128 256

Términos dobles

Nadie puede dudar de que cuando todos los términos son dobles, también las 
diferencias de esos términos parecen ser dobles; la serie superior corresponderá en 
un término menos, por así decir, que en las diferencias casi todos los términos 
colocados debajo, a los que corresponden esas diferencias.

Hay también otra propiedad: que todo término mayor comparado con el 
menor, lo contendrá como diferencia. En efecto, el dos se diferencia de la unidad 
por la unidad misma, y el cuatro con el dos en esos mismos dos, el ocho con el 
cuatro en esos mismos cuatro y en adelante otros mayores se diferencias de los 
mismos menores por esa misma cantidad por la que los superan.

Y esto corresponde ciertamente a la proporción del doble, pero si son 
proporciones triples,
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el término mayor se diferencia del menor en el término menor multiplicado por dos; 
por ejemplo, si son 1, 3, 9. El tres se diferencia del uno en dos, en el cual la unidad, 
esto es, el término menor, está multiplicado por dos; y el nueve con el tres se 
diferencian en seis, que resulta de tres multiplicado por dos. Y en todos los demás 
se encontrará una relación de esta clase. Pero si son cuádruples, multiplicado el 
término menor por tres, dará la distancia del término menor al mayor; y si son 
quíntuples, se multiplica el término menor por cuatro, si son séxtuples, se multiplica 
por cinco, y se multiplica por uno menos de lo que es la proporción de los menores 
a los mayores, en la que el número mayor supera al menor.

Diferencias menores

Diferencias dobles menores

Términos triples 

Diferencias triples menores

Esta proporcionalidad se encuentra en todas las demás, en los 
superparticulares o en los superpartientes conservando en todos una propiedad de 
esta clase: que en la proporción continua, el producto de los extremos, si se dan tres 
términos, resulta de la multiplicación de la media. Pues si hay dos, cuatro, ocho, lo 
que resulta de multiplicar ocho por dos, es lo mismo que de cuatro por cuatro, o si 
es una proporción disjunta en cuatro términos, lo que resulta de los dos extremos, 
se consigue de la multiplicación de las dos medias. Sean por ejemplo dos, cuatro, 
ocho, dieciséis; lo que resulta de dieciséis por dos es lo que da ocho por cuatro.

El ejemplo más notable y cierto para nosotros es aquel donde decimos que 
desde la igualdad se confunden todas las especies de desigualdad. Pues allí en todos 
los múltiplos, en los superparticulares y en todos los afines, se mantiene la 
proporcionalidad geométrica, que contiene todas estas propriedades que hemos 
citado antes.
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Hay una cuarta propiedad de esta media que siempre hay la misma 
proporción en los términos mayores y en los menores. En efecto, si se disponen 
dos, cuatro, ocho, dieciséis, treinta y dos, sesenta y cuatro, la proporción entre 
todos estos es del doble. Aparece también esta proporcionalidad en dos 
proporciones, en los números que tienen una parte más larga que la otra desde la 
unidad, y en los cuadrados dispuestos desde la primera relación de múltiplo, esto 
es, desde el doble, pasando por todas las relaciones y proporciones del 
superparticular, como se ha descrito en el esquema siguiente:

Tetrágono 1

Número con una parte más 
larga que otra

2 Doble

Tetrágono 4 Doble

Número con una parte más 
larga que otra

6 Sesquiáltera

Tetrágono 9 Sesquiáltera

Número con una parte más 
larga que otra

12 Sesquitercia

Tetrágono 16 Sesquitercia

Número con una parte más 
larga que otra

20 Sesquicuarta

Tetrágono 25 Sesquicuarta

Número con una parte más 
larga que otra

30 Sesquiquinta

Tetrágono 36 Sesquiquinta

Número con una parte más 
larga que otra

42 Sesquisexta

Tetrágono 49 Sesquisexta

Estas medias con qué formas 
de organización política se comparan.

Capítulo XLV.

Y por eso se compara la aritmética al estado que es regido por una 
oligarquía, porque en los términos menores la proporción es mayor. Dicen que la 
media música es el estado de los aristócratas porque en los términos mayores se 
encuentra mayor proporción. La media geométrica es imagen en cierto modo del
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estado democrático en el que todos los ciudadanos son iguales. Pues está 
constituida por una proporcionalidad igual en los mayores que en los menores y 
hay una cierta igualdad de la media entre todos que preserva el derecho igualitario 
en las relaciones.

Que las superficies se relacionan por una sola media proporcional, 
mientras que entre los números sólidos hay dos, colocadas en medio.
Capítulo XLVI.

Después de esto, es tiempo ya de que expliquemos ahora cierta noción muy 
útil en cierto estudio de Platón que trata en la cosmogonía del Timeo con un sistema 
nada fácil o accesible para cualquiera. Pues todas las figuras planas que no crecen 
en altitud, se relacionan sólo por una media geométrica; no se puede encontrar otra 
que los relacione. Por eso, en éstos se han constituido dos intervalos solamente, a 
saber, del primero al medio y del medio al tercero. Si hay cubos, tendrán sólo dos 
medias proporcionales, puesto que no se puede encontrar una tercera según la 
proporción geométrica. De ahí que se dice que las formas sólidas tienen tres 
intervalos. Pues hay un intervalo del primero al segundo y del segundo al tercero, 
y del tercero al cuarto, que es evidentemente la última distancia.

En consecuencia, se dice que las figuras planas se definen por dos intervalos 
y las sólidas por tres. Pues sean dos tetrágonos, cuatro y nueve. De éstos, uno sólo 
puede establecerse como medio en la misma proporción. Pues el seis en relación al 
cuatro está en la proporción sesquiáltera, y el nueve respecto al seis de la misma 
manera en la sesquiáltera. Por eso sucede que los lados de los tetrágonos dan la 
media de seis. Pues el lado del tetrágono de cuatro es dos y el lado del de nueve, 
tres. Luego multiplicados dan un seis. Y siempre que, dados dos tetrágonos, 
queremos hallar la media de ellos, hay que multiplicar sus lados y el número que 
resulta es la media.

Si son cubos, como el ocho y el veintisiete, se pueden establecer solamente 
dos medias entre éstos de la misma proporción, doce y dieciocho. Pues doce 
respecto a ocho y dieciocho respecto a doce, y veintisiete respecto a dieciocho se 
relacionan en la proporción sesquiáltera. En éstos también hay la misma relación 
entre los lados. En efecto, una media une dos lados de uno de los cubos, el que está 
más próximo a ella, y un lado del que está situado al otro lado. En la otra media 
también sucede lo mismo. Pues dispónganse dos cubos, y en medio de ellos, las dos 
medias que hemos citado antes, ocho, doce, dieciocho, veintisiete. El lado del de 
ocho es dos, pues dos, por dos, por dos da ocho; el del de veintisiete es tres, porque 
tres, por tres, por tres llegan a veintisiete. Por tanto, la media que está junto al ocho, 
esto es, el doce, recibe dos lados del de ocho, cercano a él y otro un lado del cubo 
situado al otro lado,
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el de veintisiete. Pues dos por dos por tres dan doce. Y dieciocho por la misma 
razón reúne dos lados del cercano a él, el cubo de veintisiete y uno del cubo situado 
al otro lado, el de ocho. Ya que tres por tres por dos dan dieciocho. Esto ha de ser 
observado en todos los casos.

Si un tetrágono se multiplica por otro, sale un tetrágono sin duda; pero si un 
número de una parte más larga que otra se multiplica por un tetrágono o un 
tetrágono por un número que tiene una parte más larga que otra, nunca resulta un 
tetrágono, siempre se aumenta el número que tiene una parte más larga que otra. A 
su vez, si un cubo se multiplica por un cubo, se determina la forma de un cubo.

Pero si un número que tiene una parte más larga que otra se multiplica por 
un cubo o un cubo por un número que tiene una parte más larga que otra, nunca se 
creará un cubo.

Esto sucede por la semejanza del par y del impar. Pues si se multiplica un 
par por un par, siempre resulta un par, pero si multiplicas un impar por un impar 
resulta siempre un impar. Si un impar se multiplica por un impar o un impar por un 
par, siempre resulta un par. Esto se deduce fácilmente de la lectura de Platón en los 
libros De república en el pasaje que se llama nupcial, que el filósofo introduce por 
medio de la máscara de las Musas. Pero ahora hay que volver a la tercera media.

De la media armónica y de sus propiedades.

Capítulo XLVII.

La media armónica es la que no se establece ni con las mismas diferencias 
ni con proporciones iguales, sino aquella en la que según un término mayor se 
opone al menor, así se relaciona la diferencia del mayor y del medio frente a la 
diferencia del medio y del menor.

Si son por ejemplo tres, cuatro, seis, o dos, tres, seis. Pues el seis supera al 
cuatro en su tercera parte, esto es, en dos, el cuatro al tres en su cuarta parte esto 
es, en uno, y el seis al tres en su mitad, que es tres, mientras que el tres sobrepasa 
al dos en su tercera parte, esto es, en la unidad. Por eso en éstos ni hay la misma 
proporción de los términos, ni las mismas diferencias.

Sin embargo, según se relacionan el término mayor y el menor, así la 
diferencia del mayor y del medio respecto de la diferencia del medio al último. En 
efecto, en esta proporción que es tres, cuatro, seis, el término mayor, esto es, el seis, 
en relación con el menor, el tres, es el doble, y la diferencia del mayor y del medio, 
esto es, el seis y el cuatro, es decir, dos, respecto a la diferencia del medio y del
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último, esto es, del cuatro y del tres, que es la unidad, se ve que es el doble. Pero 
esto también se muestra en el esquema siguiente:

Diferencias dobles

1 2

3 4 6

Términos dobles 

Diferencias triples

1 3

2 3 6

Términos triples

Sin embargo, tiene una propiedad, según se ha dicho, contraria a la media 
aritmética. Pues en ella la proporción era mayor en los términos menores, y menor 
en los mayores. Pero en esta media, en los términos mayores es mayor la 
proporción y menor en los menores. Efectivamente, en la serie 3, 4, 6, comparados 
el tres con el cuatro dan una relación sesquitercia, pero la de seis con cuatro es 
sesquiáltera. La proporción sesquiáltera es mayor respecto de la sesquitercia, en la 
medida en que la mitad es superior a la tercera parte.

En consecuencia con razón una media geométrica se considera que es 
propiamente una proporción, a saber, porque es intermedia entre aquélla donde 
entre los términos mayores hay una proporción menor y en los menores, mayor, y 
aquélla otra en que en los mayores es mayor y en los menores, menor. Pues es 
vardederamente proporcionalidad la que teniendo en cierto modo el lugar de una 
media se define por una relación igual de proporciones tanto en los términos 
mayores como en los menores.

Esto es también el signo de que la media es en cierto modo la proporción 
geométrica. En la proporción aritmética, el término medio supera al menor y es 
superado por el mayor en la misma parte de sí, pero en una parte del menor y en 
otra distinta del mayor. Pues sea la serie aritmética dos,tres,cuatro. El número tres 
supera al dos en la tercera parte de sí, esto es, en uno, y es superado por el cuatro 
en la tercera parte de sí, esto es, en uno. Pero el tres supera al menor en una parte 
de sí que no es la misma que aquella en la que es superado por el mayor, pues 
supera al menor, esto es, el dos, en uno, es decir, la mitad del dos mismo, y el cuatro 
lo deja atrás en uno, y ésta es la cuarta parte del cuatro.
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Por tanto, se dice con razón que el término medio en la media de este género 
supera al menor y es superado por el mayor en la misma parte de sí mismo, pero 
que sobrepasa al menor y es superado por el mayor en una parte del menor que no 
es la misma que la del mayor.

Por contrario, la media armónica tiene proporciones opuestas. En efecto, en 
esta proporción el término medio no supera al menor o es superado por el mayor 
en la misma parte de él, sino que supera al menor en la misma parte del menor que 
la parte del mayor en que éste le supera. En esta serie armónica que es 2,3,6, el tres 
es mayor que el dos en la tercera parte de sí y el tres es superado por el seis en toda 
la cantidad de sí mismo, esto es, en tres, y los mismo el tres supera al menor en la 
mitad del menor, es decir, en uno, y es superado por el término mayor en la mitad 
del mayor, esto es, en tres.

Sin embargo, la media armónica tienen otra propiedad: que cuando la 
media se multiplica por la suma de los dos extremos, reúne una cantidad doble a la 
que resulta si se multiplican los extremos. Pues sean estos términos tres, cuatro, 
seis. Si sumas el tres y el seis, conseguirás nueve, que multiplicado por cuatro, hace 
treinta y seis; si se multiplican los extremos mismos, tres por seis, hacen dieciocho, 
que es la mitad de la suma anterior.

(véase esquema en fol. 18 v.)
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Por qué se ha llamado a la que hemos deducido, media armónica.
Capítulo XLVIII.

Quizá parezca que hay que considerar por qué llamamos armónica a esta 
media. El motivo de ello es que la serie aritmética divide las cantidades solamente 
por diferencias iguales, mientras que la geométrica relaciona términos en una 
proporción equivalente. En tanto que la armónica, de manera relativa por así decir, 
analiza la proporción no sólo en los términos ni sólo en las diferencias, sino en los 
dos a la vez. Pues busca tal como los términos extremos son en sí, del mismo modo, 
la diferencia del mayor al mediano frente a la diferencia del mediano al último.

Hemos demostrado propiamente en la división general del primer libro que 
la perspectiva armónica es relativa. También encontrarás frecuentemente en esta 
media y casi en ella sola las proporciones de las consonancias musicales que 
llaman sinfonías. Pues el acorde de cuarta, que es el principal y en cierto modo 
adquiere el valor de principio elemental -se establece en proporción epitrita, como 
es la de cuatro respecto de tres- se encuentra en las medias armónicas de esta clase. 
Pues sean términos de este género de media armónica, cuyos extremos son dobles, 
y por otra parte, otra serie cuyos extremos son triples.

El seis es el doble respecto de tres, y lo mismo en la otra serie el seis respecto 
del dos es el triple. Si hallamos las diferencias y las comparamos unas con otras, 
resulta una proporción epitrita, en la que resuena un acorde de cuarta. Porque entre 
el tres y el seis está el tres y entre el dos y el seis, el cuatro, que comparados entre 
sí dan una proporción sesquitercia.

(véase esquema en fol. 19 r.)

También en esa media se establece un acorde de quinta, que restaura la serie 
de proporción sesquiáltera. Pues en estas dos series que se han colocado debajo, el 
seis está en relación sesquiáltera con el cuatro y en el triple, el tres tienen esa 
relación con el dos. De ello se infiere un acorde de quinta.

(véase esquema en fol. 19 r.)
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Después de la quinta, la octava, que resulta del doble, que se muestra en el 
esquema siguiente:

Doble, octava

En la serie del triple, también se establecen al mismo tiempo un acorde de 
quinta y otro de octava, guardándose las proporciones sesquiáltera y del doble:

Triple, quinta y octava

Y porque el triple contiene dos acordes, a saber, la de quinta y la de octava, 
en la serie de este triple, en las diferencias, encontraremos de nuevo el mismo 
triple, según el esquema siguiente:

Triple

diferencias

1 3

2 3 6

Quinta octava

Pero en la serie del doble, el término mayor es el triple respecto de la 
diferencia del término medio respecto de él, y a su vez, el término menor es el triple 
respecto de la diferencia del medio comparado con el término menor:
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(véase esquema en fol. 19 v.)

En cuanto al acorde mayor, que se conoce como de octava doble o dos veces 
doble, porque el acorde de octava resulta de una proporción doble, estará en 
posición medial respecto a esta relación de media armónica. Pues en la proporción 
doble, el término medio se encuentra en relación del cuádruple respecto de la 
diferencia entre el menor y él:

(véase esquema en fol. 19 v.)

En los extremos triples, la diferencia mayor es el cuádruple respecto a la 
diferencia menor y resulta un acorde de octava doble. Pues en la serie 2,4,6, la 
diferencia de los extremos, esto es, del seis y del dos, es el cuatro; pero la diferencia 
menor, esto es, la del tres y el dos, es el uno. La relación de cuatro a uno es del 
cuádruple, que tiene afinidad con el acorde de octava doble.

De la armonía geométrica.

Capítulo XLIX.

Algunos llaman armónica a esta clase de media porque siempre esta 
proporcionalidad es afín a una armonía geométrica. Dicen que la armonía 
geométrica es el cubo. Pues se extiende en longitud y anchura, y crece por aumento 
en altura, progresando en distancias iguales, llegando a medidas iguales, ha crecido 
a partes iguales y la totalidad de la figura muestra una correspondencia de igualdad. 
Esta media se observa en todos los cubos, que es la armonía geométrica. Pues todo 
cubo tiene doce lados, ocho ángulos y seis caras. Este orden y disposición es 
armónico.

Pues dispónganse 6,8,12. Aquí según la relación del término mayor al más 
pequeño, así es la diferencia del mayor y del medio respecto de la del medio y el 
menor. Pues se ve que doce respecto de seis es el doble, mientras que la diferencia 
del doce con el ocho es cuatro, y la del ocho con el seis es de dos. Cuatro 
comparado con dos está en relación del doble. A su vez, el ocho, que es la media, 
aventaja al menor en una parte de sí, en tanto que es superado por el mayor en otra 
parte de sí. Pero supera al menor en la misma parte del menor aquella del mayor 
en que le supera el mayor. A su vez, si se suman los extremos y se multiplican por
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el término medio 8, resultará el doble del número que sale de la multiplicación de 
los extremos entre sí.

Encontramos en esta serie todos los acordes musicales. El de cuarta, entre 
ocho y seis, es de proporción sesquitercia; el de quinta, entre doce y ocho, tiene 
la relación llamada sesquiáltera. En cambio, la octava, que nace del doble, resulta 
en la comparación del doce y el seis. El de octava y el de quinta, que tienen una 
relación del triple, resulta de la diferencia de los extremos respecto de la 
diferencia menor. En efecto, hay una diferencia del doce con el seis, pero la 
diferencia menor es la del ocho con el seis, esto es, el dos; el seis respecto del dos 
es el triple, y hacen resonar el acorde de octava al mismo tiempo que el de quinta. 
Pero la mayor consonancia, que es la del acorde de octava doble, que resulta del 
cuádruple, se observa en la comparación del término medio, esto es, el ocho y de 
la diferencia que se encuentra entre el ocho y el seis.

Por eso se da el nombre de media armónica a esta clase de proporción que 
le es propia y adecuada.

Cómo situados dos términos uno frente al otro, se
intercalan las medias aritmética, geométrica y armónica.
La generación de estas medias.

Capítulo L.

Debemos mostrar seguidamente cómo en una flauta en la que los agujeros de 
los extremos permanecen abiertos, cuando los músicos abren distintos agujeros 
medios y tapan otros con los dedos, emite distintos sonidos; o cómo tensando dos 
cuerdas a los lados con otra en medio, el músico modera el sonido de la medial en 
sentido ascendente o descendente; del mismo modo, dados dos números, vamos a 
probar a insertar una media aritmética, una media geométrica y una media armónica, 
que recibe correcta y propiamente el nombre de media, porque parece desplazarse y 
cambiar, manteniendo los extremos. Podemos cambiar esta media en dos términos 
situados uno frente a otro, sean pares o impares, de modo que cuando ponemos una 
media artimética, se conserve la proporción y la igualdad de las diferencias 
solamente, cuando aplicamos la geométrica, mantiene una relación entre las 
proporciones, mientras que si se aplica la armónica, no se quiebre la comparación de 
las diferencias respecto de la proporción de los términos.

Y sean en primer lugar dos extremos pares, entre los que se deben intercalar 
todas estas medias: 10 y 40. Se aplica antes la media aritmética. Luego, si coloco 
veinticinco entre estos números, la proporción aritmética será mantenida 
inmutablemente, en la serie de esta clase 10,25,40. Ves que los números se superan 
en la cantidad de quince, y que todas las propiedades que hemos indicado más

164



Institutio Arithmetica

arriba que coincidían en la media aritmética no las encontrarás anuladas en esta 
serie. Pues las diferencias, que son iguales a sí mismas, según cada uno de los 
términos es a sí mismo, porque es igual a sí mismo; y en la medida en que el 
término mayor supera al medio, en esa el medio supera al menor; la suma de los 
extremos es el doble de la media y la proporción de los términos menores es mayor 
que aquella relación que se mantiene
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entre los términos mayores; y tanto menor es el número que resulta de la 
multiplicación de los extremos respecto de aquél que resulta de la multiplicación 
del medio en la medida en que las diferencias de ellos multiplicadas lo igualan; 
también en la misma parte de sí en que la media supera al menor, y es superado 
por el mayor, la media sobrepasa al menor, pero no supera al menor en esa misma 
parte del menor, o en aquella del mayor en que éste le aventaja. Todas estas 
propiedades no son características de otro género de media que no sea la aritmética, 
que si el lector recuerda lo dicho anteriormente, comprenderá sin duda que es así.

A su vez, si entre 10 y 40 se interpone el 20, inmediatamente surge la media 
geométrica con todas sus propiedades, desapareciendo la media aritmética. En esta 
serie, 10,20,40, según el mayor respecto al medio, así el medio respecto al extremo, 
y lo que resulta de la multiplicación de los extremos es igual a aquél que sale de la 
multiplicación de la media. También las diferencias de los términos están en la 
misma proporción en que están los términos. El incremento o disminución de las 
proporciones según los términos es nulo, pero la proporción de los términos 
mayores no es distinto de la proporción de los términos menores.

Si quiero aplicar la media armónica, debo poner el número 16 entre los 
extremos, para que quede de esta manera: 10,16,40. Ahora, se puede reconocer 
todas las propiedades armónicas en la serie de esta clase. Pues en cuanto que se 
relaciona el término mayor con el menor, en esa misma proporción las diferencias 
se relacionan entre sí. Y en las partes del mayor en que el medio es superado por el 
mayor, en esas mismas partes del menor supera al menor; pero no es superado por 
el mayor ni supera al menor en partes de la media; y en los términos mayores hay 
una proporción mayor, en los menores, menor; y si se suman los extremos y se les 
suma la cantidad de la media, el número que resulta es el doble respecto de aquél 
que sale de la multiplicación de los extremos entre sí.

Y esto ciertamente se ha probado en los términos pares. Pero si se proponen 
impares, como son el 5 y el 45, y se le sitúa el 25 en medio, se establece la media 
aritmética. Pues si son el 5, el 25 y el 45, los términos se superan en la misma 
cantidad. Y se mantienen en estos términos todas las propiedades de la media 
aritmética señaladas más arriba. Si colocado el número quince en medio, para que 
sean 5,15,45, los términos caen en la media geométrica, manteniendo la igualdad 
de las proporciones de los términos entre sí. Pero si pongo el nueve entre los dos 
términos, para que sean 5,9 y 45, resulta la media armónica, de modo que en la 
suma el número mayor precede al menor, en esa diferencia el mayor supera a la 
diferencia menor.

Debemos exponer con qué método podemos encontrar medias de esta clase. 
Dados dos términos, si se debe establecer una media aritmética, hay que unir los
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dos extremos y hay que dividir el resultado de la suma, y el número que sale de la 
división, colocado entre los extremos, dará la media aritmética. Si sumo diez y 
cuarenta, hacen cincuenta, que si lo divido, da veinticinco. Éste será el término 
medio según la proporción aritmética. Si divides al número en que el mayor supera 
al menor y lo comparas con el menor y lo que de ahí exceda lo colocas como 
medio, se forma la media aritmética. Pues el 40 supera al 10 en 30, que si lo 
divides, resulta 15. Si sumas éste con el menor, esto es, el 10, sale el veinticinco, 
que si lo colocas en medio, se forma la serie de la media aritmética.

Pero si se busca la proporción geométrica, mira el lado al cuadrado de ese 
número que es el producto de los dos extremos y sitúalo a éste en el medio. Pues 
el cuarenta y el diez tienen como producto el 400; si se multiplica diez por 
cuarenta, resulta este número. Busca el lado cuadrado de estos cuatrocientos; es 20, 
porque 20 por 20 son cuatrocientos. El lado cuadrado que has encontrado lo 
colocas en el medio. Divide esa proporción que mantienen entre sí los términos 
dados y lo que resta lo colocas en el término medio. Cuarenta es el cuádruple de 
diez. Si divides el cuádruple, resulta el doble, que es veinte. Pues veinte es el doble 
de diez. Si lo colocas en medio, dará la media geométrica.

Encontrarás la media armónica de este modo. Multiplica la diferencia de los 
términos por el término menor y suma después los téminos; a continuación, divide 
por el número obtenido el producto de las diferencias por el término menor, y cuando 
se halla el cociente, sumárselo al término menor. Lo que resulta, se establece como 
término medio. Diez y cuarenta hacen cincuenta. La diferencia entre diez y cuarenta 
son treinta, que si multiplicas por diez, esto es, por el menor; diez por treinta son 
trescientos. Ahora hay que dividir trescientos por el número que resulta de la adición 
de los dos términos, esto es, por cincuenta. En efecto, dividido por cincuenta da seis 
y se obtiene un cociente de seis. Si sumas éste al término menor, se llega a dieciséis, 
y éste, colocado como término medio entre diez y cuarenta servirá a la proporción o 
media armónica.

De las tres medias que son contrarias
a la media armónica y a la geométrica.

Capítulo LI.

Estas son las medias descubiertas y reconocidas por los antiguos, que por eso 
hemos explicado más larga y detalladamente, porque sobre todo éstas se 
encontraban al leer a los antiguos y son útiles para casi toda clase de estudio de 
estos autores. Pasamos rápido, dejando las demás medias en un segundo plano, 
porque no nos son de gran provecho en nuestra lectura, sino sólo para completar la 
cantidad del número diez. Pero para que no queden sin mención y para que no haya 
quien no las conozca, vamos a explicarlas.
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Parece que éstas son contrarias a las medias citadas arriba, de las que toman 
su origen. Pues también ellas se han establecido a partir de las anteriores. Hay una 
cuarta media que parece opuesta a la media armónica. En ella, propuestos tres 
términos, según la diferencia del mayor con el menor, así la diferencia de los 
términos menores con respecto a los mayores, como son el tres, el cinco y el seis. 
El seis respecto al tres es el doble y los términos menores son el cinco y el tres, 
mientras que los mayores son el cinco y el seis. La diferencia de los menores, es 
decir, del cinco y del tres, son dos, mientras que la de los mayores, el cinco y el 
seis, es uno. El dos comparado con el uno es el doble. Luego tal como es la 
diferencia entre el término mayor y el menor, así es la diferencia de los términos 
menores respecto a la diferencia de los mayores.

Está claro que esta media es opuesta y en cierto modo contraria a la media 
armónica porque en ella según es la diferencia entre el término mayor y el menor, 
así es la diferencia de los términos mayores respecto de la difrencia de los menores, 
mientras que en la otra es al contrario.

Es propiedad de esta media que el producto del témino mayor respecto del 
medio es el doble que aquél que resulta del menor por el medio. En efecto, seis por 
cinco son treinta, y tres por cinco son quince.

Las otras medias, esto es, la quinta y la sexta, son contrarias a la media 
geométrica
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y parecen opuestas a ella. La quinta media se reconoce cuando dados tres términos, 
según la diferencia del término medio con el menor, así es la diferencia de ellos 
respecto de la diferencia del medio con el mayor. Pues en esta disposición 2,4,5, el 
cuatro es el doble en relación con el dos. Pero entre el cuatro y el dos hay dos, 
mientras que entre el cuatro y el término mayor, esto es, el cinco, hay uno. Y el dos 
respecto del uno es el doble. Es contrario a la media geométrica en esta proporción 
el hecho de que en ella, según es el término mayor respecto del menor, así es la 
diferencia de los términos mayores en relación con los menores; mientras que la 
otra, de manera contraria, según son los términos menores entre ellos, así es la 
diferencia de los términos menores en relación con la diferencia de los términos 
mayores.

Es una propiedad de esta proporción que el producto del término mayor y la 
media es el doble del producto de los dos extremos. Efectivamente, cinco por 
cuatro son veinte, y cinco por dos son diez, el veinte es el doble del diez.

La sexta media se reconoce cuando dados tres términos, según es la relación 
entre el término mayor y el medio, así es la diferencia de los términos menores con 
la diferencia de los mayores. En esta serie que es 1,4,6, el término mayor respecto 
del medio es sesquiáltero, mientras que la diferencia de los menores, esto es, del 
uno y del cuatro, es el tres, en tanto que la de los menores, es decir, el cuatro y el 
seis, es dos. El tres en relación con el dos hará la proporción sesquiáltera. Del 
mismo modo, esta media es contraria a la geométrica, como también la quinta, por 
la inversión de la proporción de las diferencias entre los términos menores y los 
mayores.

De las cuatro medias añadidas por los autores posteriores para 
completar el número de diez.
Capítulo LII.

Estas son las seis medias, de las cuales tres se mantuvieron en la tradición 
desde Pitágoras a Platón y Aristóteles. Los que vinieron después, añadieron a sus 
comentarios las que hemos explicado antes. Pero en un época posterior, según 
hemos dicho, se añadieron otras cuatro para completar el número de diez, que no 
se encuentran en los libros de los antiguos. Expliquémoslas lo más brevemente 
posible.

La primera de ellas es en el orden la séptima media. Se establece de este 
modo: dados tres términos, según la relación entre el término mayor y el último, la 
diferencia del término mayor y el menor respecto de la diferencia de los términos 
menores, como en esta serie: 6,8,9. El nueve respecto al seis tienen una proporción 
sesquiáltera y su diferencia es tres, en tanto que la diferencia entre los términos 
menores, esto es, el ocho y el seis es dos; esto comparado con el tres anterior da 
una proporción sesquiáltera.
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La segunda proporcionalidad de las cuatro, la octava en el orden general, se 
reconoce cuando dados tres términos, la diferencia de los extremos es a la 
diferencia de los términos mayores como son los extremos comparados entre sí. 
De este modo se relacionan 6,7,9. La proporción entre el nueve y el seis es 
sesquiáltera. La diferencia entre ellos es de tres, que comparado con la diferencia 
de los mayores, esto es, del siete y del nueve, que es dos, da una proporción 
sesquiáltera.

La tercera entre estas cuatro, la novena proporción en el orden general, se 
produce cuando dados tres términos, la proporción que mantiene el término medio 
con el menor es la misma que tienen la diferencia de los extremos con respecto a 
la diferencia de los menores. Así es la serie 4,6,7. En efecto, seis respecto de cuatro 
es una proporción sesquiáltera, y su diferencia es dos. La diferencia entre el siete y 
el cuatro es tres, que comparada con el dos anterior forma una proporción 
sesquiáltera.

La cuarta, que es la décima en el orden general, se considera en tres 
términos, cuando en la serie el término medio se compara con el menor en la 
proporción de la diferencia de los extremos respecto de la diferencia de los 
términos mayores. Así se cumple en la serie 3,5,8. El cinco es el término medio, 
que es superbipartiente del tres. La diferencia de los extremos, esto es, del ocho y 
del tres, es el cinco, que comparado con la diferencia de los términos mayores, esto 
es, el cinco y el ocho, que es tres, también resulta un superbipartiente.

Cuadro representativo de las diez medias.

Capítulo LUI.

Dispongamos de todas las media en orden, de manera que se pueda ver 
muy fácilmente de qué clase es cada una.

Aritmética Primera 1,2,3

Geométrica Segunda 1,2,4

Armónica Tercera 3,4,6

Contraria a la armónica Cuarta 3,5,6

Contraria a la geométrica Quinta 2,4,5

Contraria a la geométrica Sexta 1,4,6

Primera de las cuatro Séptima 6,8,9

Segunda de las cuatro Octava 6,7,9

Tercera de las cuatro Novena 4,6,7

Cuarta de las cuatro Décima 3,5,8
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De la armonía máxima y perfecta 
que se extiende en las tres dimensiones.

Capítulo LIIII.

i

t

>

1

i
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i

Nos resta comentar la armonía máxima y perfecta que, extiéndose en tres 
dimensiones, tiene una gran importancia en las combinaciones de la armonía 
musical y en la observación de la naturaleza. No se puede encontrar nada más 
perfecto que la media de esta clase, que extendida en las tres dimensiones, recibe 
la naturaleza y la sustancia del cuerpo más perfecto. De este modo hemos 
demostrado que el cubo, sólido en las tres dimensiones, es la plenitud de la 
armonía.

Se hallará esta armonía si dados dos términos que se extienden en las tres 
dimensiones, longitud, anchura y profundidad, colocados como medios dos 
términos como éstos, que también tengan tres dimensiones, que sean el producto 
de un igual por un igual un número igual de veces, o de un diferente por un 
diferente, o de un diferente por un igual un número igual de veces, etc., 
presentando la proporción armónica, pueden sin embargo, si se encuentran en otra 
proporción, dar la media aritmética y no les puede faltar la media geométrica que 
se encuentra entre esas dos medias.

Dados cuatro términos, si la relación del primero con el tercero, es como la 
del segundo con el cuarto, mantenidas las proporciones, se realiza la media 
geométrica, y el producto de los extremos será igual al que se obtiene de las dos 
medias multiplicadas entre sí. A su vez, si el mayor de los cuatro términos, respecto 
del que está próximo a él, tiene tal diferencia como la que tienen el próximo al 
mayor con el menor, la proporción de este tipo se inscribe en la aritmética, y la 
suma de los extremos será el doble que su propia media. Si el tercer término de los 
cuatro supera al cuarto término en una misma parte del cuarto que aquella parte del 
primero en que es superado por el primero, la proporción armónica de esta clase y 
la media se observan
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Instituto Arithmetica

/21r./

y el producto del medio y de la suma de los extremos es el doble del producto de 
los extremos. Sea un ejemplo de una serie de este tipo así: 6,8,9,12. Sin duda son 
todas cantidades de números sólidos. Pues seis surge del producto de uno por dos 
por tres, doce de dos por dos por tres; el producto de las medias, esto es, de uno por 
dos por cuatro, es ocho, el de uno por tres por tres es nueve. Todos los términos 
están emparentados entre ellos y se han definido en las tres dimensiones. En éstas 
se encuentra la proporcionalidad geométrica, si comparamos 12 respecto de 8 o 
nueve respecto de seis. Pues la relación es una proporción sesquiáltera, y el 
producto de los extremos es igual al producto de los medios. Pues el que resulta de 
doce por seis es igual al de ocho por nueve. Luego la proporción geométrica es de 
esta manera. La aritmética aparece si se compara el doce con el nueve y el nueve 
con el seis. Pues en los dos casos la diferencia es tres y la suma de los extremos es 
el doble de la media. Pues si sumas seis y doce, da dieciocho, que es el doble del 
nueve, el término medio. En éstos hemos observado la media geométrica y 
aritmética.

También se halla la media armónica, si comparamos el doce respecto del 
ocho y de nuevo el ocho con el seis. Pues en la parte del seis en que el ocho supera 
al seis, esto es, en la tercera parte, en esa parte el ocho es superado por el doce, es 
la tercera parte del doce. Y si sumas los extremos, es decir, el seis y el doce y los 
multiplicas por el término medio, el ocho, dan ciento cuarenta y cuatro. Si se 
multiplican los extremos, es decir, el seis con el doce, hacen setenta y dos, número 
del cual es el doble el ciento cuarenta y cuatro.

Encontramos aquí también todos los acordes musicales. En efecto, el ocho 
comparado con el seis y el nueve con el doce, dan una proporción sesquitercia, y 
al mismo tiempo un acorde de cuarta; el seis respecto al nueve o el ocho respecto 
al doce dan una proporción sesquiáltera, y dan un acorde de quinta; el doce 
considerado respecto del seis, dan una proporción doble, pero hacen resonar un 
acorde de octava. Pero el ocho y el nueve, términos medios, comparados entre sí, 
dan una proporción de sesquioctava, que en la armonía musical se llama tono, y es 
la medida común de todos los sonidos en la música. Porque este sonido es el menor 
de todos. Por eso es conocido que el tono es la diferencia entre los acordes de 
cuarta y de quinta, al igual que entre las proporciones sesquitercia y sesquiáltera, 
la diferencia es la sesquioctava.

Ofrecemos un ejemplo de esta descripción seguidamente: (véase esquemas 
en fol. 21 r.)
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Glosario

Epitrita: Nombre específico de la proporción sesquitercia en música.

Epogdon: Nombre griego de la octava musical.

Hemiolia: Relación equivalente a la sesquiáltera, usada sobre todo en textos de 
temática musical.

Heteromique: Número que corresponde a una figura que tiene una parte más larga 
que otra. Tiene cuatro lados y cuatro ángulos, pero no todos sus lados son 
iguales, sino que una parte tiene una unidad menos.

Impar paritariamente: El número impar paritariamente, es un número par que 
admite una partición en partes iguales, pero éstas permanecerán, indivisibles e 
inseparables.

Longuiláteros: Número formado por la multiplicación de los números que superan 
el uno.

Media armónica: La media armónica es la que no se establece ni con las mismas 
diferencias ni con proporciones iguales, sino aquélla en la que según un término 
mayor se opone al menor; así se relaciona la diferencia del mayor y del medio, 
frente a la diferencia del medio y del menor.

Media geométrica: La media geométrica es, según Boecio, la única que se puede 
llamar proporcionalidad más que ninguna, porque se observa en esas mismas 
proporciones de los términos, tanto en los mayores como en los menores.

Múltiplo superparticular: El múltiplo superparticular es un número que 
comparado con otro lo contiene más de una vez y una parte de él, esto es, tiene 
el doble, el triple, el cuádruple o las veces que sea, y alguna parte, bien la mitad, 
o la tercera parte, la cuarta o cualquiera otra multiplicidad de partes.

Múltiplo superpartiente: es un número que comparado con otro, lo contiene en sí 
entero más de una vez, y dos, o tres o cuantas sean las partes de ese número, un 
número de partes según la clase del número superpartiente.

Múltiplo: Número que comparado con otro contiene a ese otro más de una vez.

Número abundante: Número abundante es el que comparado con sus partes, 
resultado de las divisiones exactas posibles, ha recibido mayor suma de las 
partes que su cuerpo en total.
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Número deficiente: Número deficiente es el que presente una suma de sus partes, 
resultado de las divisiones exactas posibles, que es superada por cantidad total.

Número oblongo: Llamado promeca en la terminología griega. Tiene una diferencia 
con el número que tiene una parte más larga que otra, que crece al añadir una 
unidad al lado. El número oblongo se contiene en dos números, correspondientes 
a figuras, cuyos lados no tienen la diferencia de la unidad, sino de otros números 
cualesquiera, como cinco por tres, o seis por tres, o siete por cuatro.

Número perfecto: Número perfecto es aquél cuya cantidad es igual a la suma de 
sus partes, esto es, de los resultados de sus divisiones exactas posibles.

Número primo no compuesto: El número primo y no compuesto es aquél que no 
tiene otra división que la que recibe la denominación de la cantidad del número, 
y esa parte es la unidad; es decir, es divisible por sí mismo y por la unidad.

Número que es secundario y compuesto, pero que respecto a otro es primo: Se
denomina así un número que ciertamente es compuesto y secundario, 
recibiendo la medida de otro número y por eso admitiendo otra parte de distinta 
denominación (esto es, una cantidad fraccionaria que no lleve el nombre de ese 
número). Pero cuando se compara con otro número del mismo género, éste no 
se une con ninguna medida (es decir, un divisor) común con él, y no tendrá 
partes del mismo nombre.

Número que tiene una parte más larga que otra: v. heteromique.

Número secundario compuesto: Se trata, según Boecio, de un número impar, 
pero no conserva en sí ninguna sustancia principal, y está compuesto de otros 
números. Tiene partes que se llaman según su nombre y con otra denominación 
ajena, pero en éstos siempre encontrarás la unidad como la parte sola que se 
llama con un nombre derivado del suyo, en cambio, derivados del nombre de 
otro número, una o cuantas se quiera, según los números que fueran, es decir los 
números con los cuales compuestos se crea aquél.

Número superparticular: El número superparticular es un número que 
comparado con otro, contiene al menor en sí un número de veces y alguna parte 
de él.

Números cíclicos o esféricos: Tales números son las multiplicaciones que parten 
del cinco o del seis. Prolongados los lados de los cubos, de la longitud que 
fuesen, todos los números multiplicados de tal modo que su extremidad en 
altura se termine por el mismo número en que comenzara su cantidad cúbica, 
aquel número se llama cíclico o esférico.

Par imparitariamente: Par imparitariamente es el número que se divide en partes 
iguales, y una parte de él se puede dividir en otras equivalentes; algunas veces 
se dividen las partes de las partes, pero aquella distinción equivalente avanza 
hasta la unidad.
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Par paritariamente: Un número par paritariamente es el que puede dividirse en 
dos pares, y una parte de él en dos pares y una parte de esa parte, en otros dos 
pares. Potencia de dos.

Proporción aritmética: Se trata de una proporción en que el término medio supera 
al menor y es superado por el mayor en la misma parte de sí, pero en una parte 
del menor y en otra distinta del mayor.

Proporción sesquiáltera: Conservamos en castellano el término latino que 
expresa la proporción entre dos términos, de los que uno contiene al otro una 
vez y media.

Proporción sesquicuarta: Proporción de una vez y un cuarto.

Proporción sesquiquinta: Proporción de una vez y un quinto.

Proporción sesquiquinta: Proporción de una vez y un quinto.

Proporción sesquisexta: Proporción de una vez y un sexto.

Proporción sesquitercia: Proporción entre dos términos de los que uno contiene 
al otro una vez y un tercio.

Proporcionalidad: La proporcionalidad es una comparación y reunión de dos o de 
tres o del número que sea de proporciones en una sola.

Quadrivium: las cuatro vías del conocimiento científico durante la Edad Media. 
Designa a la matemática, geometría, astronomía y música, que aquí se presentan 
en dependencia jerárquica.

Submúltiplo: Aquél que, en comparación con otro, numera la suma del mayor por 
medio de su propia cantidad.

Superpartiente: Hay una relación superpartiente cuando un número comparado 
con otro contiene en sí mismo ese número entero, y además, partes de ese 
número, dos, tres, cuatro o todas las que haya en la relación considerada.

Viga: Llaman vigas a figuras sólidas, cuya característica es que se forman a partir 
de un número igual multiplicado por un número igual y por un número mayor. 
Pues si la anchura es igual a la longitud y la altura se hace mayor, resultan las 
figuras conocidas en latín por el nombre de asseres (vigas), que los griegos 
llaman dokídes.
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