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Resumen

El teorema de Abel-Ruffini afirma que no existe una combinacion fi-
nita de sumas, restas, productos, cocientes y radicales que solucionen
la ecuacién algebraica general de grado mayor o igual a 5. Entre 1963
y 1964, V. I. Arnold presentd, en un curso para estudiantes de pre-
paratoria en Mosci, una prueba de este resultado usando métodos
topolégicos. En este articulo panordamico revisamos la prueba de Ar-
nold haciendo énfasis en su relacién con los espacios de configuraciones
y grupos de trenzas. Estudiamos céomo las trenzas inducen permuta-
ciones de las raices de un polinomio y qué informaciéon nos dan sobre
la solubilidad por radicales de una ecuacién polinomial.

Introducciéon

Desde hace mas de 4000 anos los babilonios ya conocian la solucién a
la ecuacion general de grado 2. No fue sino hasta el siglo XvI que del Ferro,
Tartaglia, Cardano y Ferrari[] dieron las soluciones de las ecuaciones generales
de grado 3 y 4. Por muchos anos se busc6 una soluciéon general por radicales
para el polinomio de grado 5. En 1799 Paolo Ruffini presenté una prueba
de la no-existencia de dicha solucién, pero su prueba no fue aceptada por la
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!La historia alrededor de estas férmulas es una llena de intrigas. Recomendamos el
articulo Las ecuaciones polinomiales como el origen de la teoria de Galois [Vill] para
méas detalles sobre la historia sobre la solucién de las ecuacién cubica y el teorema de
Abel-Ruffini.



comunidad matematica de la época. Finalmente en 1824 Niels Henrik Abel
demostr(ﬂ que tales soluciones no existen para las ecuaciones generales de
grado mayor que 4, resultado que ahora se conoce como el teorema de Abel-
Ruffini. Como escribe Vladimir Igorevich Arnold en el prefacio de [A104]:

“El teorema de Abel, que afirma que no existe una combinacion finita de
radicales y funciones racionales que solucionen la ecuacion algebraica
genérica de grado 5 (o mayor que 5), es uno de los primeros y mds
importantes resultados de imposibilidad en matemadticas.”

Las nociones de grupo abeliano y grupo soluble se originaron a partir de
este contexto. Mas tarde, Evariste Galois dio las bases de una nueva teorfa
la cual generalizé el teorema de Abel-Ruffini, dando condiciones necesarias
y suficientes para que un polinomio tuviera una solucién por radicales. Este
enfoque es el que tradicionalmente se sigue en un primer curso de teoria de
Galois, detalles del mismo pueden encontrarse, por ejemplo, en [Va06), 3.66].

Entre 1963 y 1964 Arnold presenté una prueba del teorema de Abel-
Ruffini (para el caso complejo), en un curso para estudiantes de preparatoria
en Mosct, usando métodos topoldgicos. V.B. Alekseev fue uno de los alumnos
que asistié a éste y publicé sus notas del curso en |Al04], una referencia
autocontenida que nos lleva de la mano mediante una serie de problemas y
soluciones.

La idea fundamental de Arnold es el estudio de la monodromia de fun-
ciones algebraicas: entender cémo se comportan las soluciones de ecuaciones
polinomiales cuando circundan una singularidad. En este articulo repasamos
la prueba de Arnold haciendo énfasis en su relacion con espacios de confi-
guraciones y grupos de trenzas. En nuestra exposiciéon aprovechamos para
introducir las nociones de grupo fundamental, espacio cubriente, superficie
de Riemann y grupo de monodromia.

Al considerar el espacio de polinomios de un grado dado, los polinomios
que llamaremos singulares corresponden a aquellos polinomios que tienen
raices repetidas. Para circundar estos puntos singulares tomamos lazos de
polinomios sin raices repetidas basados en un polinomio fijo. Estos lazos
corresponden a elementos del grupo fundamental de un espacio de configu-
raciones, concretamente, a trenzas. Estudiando cémo esas trenzas permutan

2Véase el articulo La demostracion de Abel [Rz16] para un bosquejo de la prueba de
Abel y una descripcién de su contexto histérico.



las raices de un polinomio base, podemos obtener informacién sobre la solu-
bilidad por radicales de una ecuacién polinomial.

Al final de la prueba de Arnold se concluye que la razén por la que no
existe una solucién por radicales para la ecuacion general de grado mayor o
igual a 5, es la misma que se obtiene después de un curso de teoria de Galois:
el grupo simétrico S,, no es soluble cuando n > 5. Es decir, podemos tomar
conmutadores anidados no triviales de longitud arbitrariamente grande. Es-
peramos que el enfoque presentado aqui ilustre el porqué de este resultado y
motive al lector a estudiar con mas profundidad los temas discutidos.

1. Solucién de ecuaciones polinomiales

Nos interesa estudiar la solucién de una ecuacion algebraica general de grado
n con coeficientes complejos

2"+ ap 12" 4. a1z +ag = 0. (1)

Puesto que estamos buscando soluciones de ecuaciones, podemos asumir que
el coeficiente principal de los polinomios es 1, tales polinomios se denominan
monicos.

El teorema fundamental del algebra nos dice que todo polinomio con
coeficientes en C de grado n tiene exdctamente n raices, contando multiplici-
dades. En consecuencia la ecuacion algebraica no define una sola funcion
solucién, sino lo que se llama una funcion multivaluada. Usaremos la notacion
f A - B para denotar una funcién multivaluada f que a cada elemento
del dominio A puede asignar uno o mas elementos del contradominio B.

Una funcion algebraica en n-variables se define como una funcién multi-
valuada z = f(ao, ..., a,_1) con contradominio C, que satisface una ecuacién
polinomial de n + 1 variables

P(z,a9,...,a,-1) =0.

La solucion de la ecuacion algebraica general es un ejemplo de lo que se
conoce como funcion algebraica. En nuestro caso,

P(z,ag,...,04, 1) = 2" +ap 12" '+ .. a1z +ag = 0.
Por ejemplo, para la ecuacion general de grado 2

P(z,a9,01) = 2>+ a1z +ag =0
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la solucién viene dada por la formula general que aprendemos en preparatoria

—ay + /a3 — 4dag @)
5 :

z = f(aOaal) =

En la férmula , V- : C - C es la funcién multivaluada’| que asigna a
cada © = re® # 0 sus dos raices cuadradas r/2e%' y r1/2¢"5" y tal que
vz = 0 cuando z = 0. Notemos que la funcién algebraica z = f(ao, a;) toma
exactamente dos valores cuando el discriminante A(ag, ay) = a? — 4ag # 0.
Los polinomios moénicos de grado 2 sin raices repetidas estan parametrizados

por los coeficientes (ag,a;) en C?\ V(A), donde
V(A) = {(ag,a;) € C* | Aag,a;) =0}.

Los polinomios parametrizados por V' (A) son los polinomios que tienen raices
repetidas.

Para un grado n fijo, la solucién z = f(ag,as,...,a,—1) de la ecuacién
general toma exactamente n valores distintos cuando el polinomio

p(2) = 2"+ an_12" . Farz +ag

no tiene raices repetidas.

El discriminante de un polinomio p(z) es un polinomio A(ag, ai, ..., G,_1)
no constante en los coeficientes de p(z), que es igual a cero si y sélo si el po-
linomio tiene raices multiples en el plano complejo. Asi pues, los polinomios
moénicos de grado n con raices repetidas estan parametrizados por los coefi-
cientes (ag, ..., a,_1) en

V(A) ={(aop,...,a,-1) € C" | Alag, ... ,a,—1) =0}

y la solucién general z = f(aop, as, ..., a,_1) es una funcién multivaluada que
en C"\ V(A) toma exactamente n valores. Escribimos

FiCM\V(A) » C.

Observemos que en grado 2, la solucién z = f(ag,a1) se expresa con
una férmula, en términos de los coeficientes del polinomio, con un ntmero
finito de operaciones algebraicas como la suma, resta, multiplicacién, division

3 Observe que y = /7 es la funcién algebraica en una variable que satisface la ecuacién
algebraica P(y,z) = y* —x = 0.



y radicales. Las férmulas de Ferrari, Tartaglia y Cardano para grado 3 y 4
también son de esta formaﬂ. Se dice que la ecuacion (1)) es soluble por radicales
para n < 4. Por muchos anos se buscé una solucion por radicales para el
polinomio general de grado n > 5. El teorema de Abel-Ruffini dice que una
solucion por radicales no puede existir cuando n > 5:

Teorema 1.1 (Abel-Ruffini). La ecuacion general de grado n > 5 no
es soluble por radicales. Fs decir, no existe una formula para expresar las
raices de dicha ecuacion, en términos de los coeficientes, por medio de la
combinacion finita de sumas, restas, multiplicaciones, divisiones y radicales.

2. Entra la topologia: espacios cubrientes

A una funcién algebraica le podemos asociar lo que se llama un espacio
cubriente. Esto nos permite estudiar, como lo hizo Arnold, la solubilidad de
ecuaciones algebraicas desde una perspectiva topologica. Primero veamos qué
sucede en el caso de funciones algebraicas en una variable.

Consideremos una funcién algebraica z = f(w) en una variable definida
por una ecuacion polinomial

P(z,w) = 2" + a,_1(w)z""' - + ap(w) = 0, (3)

donde los coeficientes a;(w) son polinomios en w con coeficientes complejos.
Veamos cémo asociarle a esta funcion algebraica un espacio topolégico X.

Empezamos por remover los puntos w € C tales que el polinomio P(z,w)
en z tiene raices repetidas, es decir, quitamos los puntos w tales que el dis-
criminante A(w) = A(ag(w), ai(w),...a,—1(w)) = 0. Para ser consistentes
con la notacién anterior consideramos el conjunto finito V(A) = {w € C |
A(w) = 0}. Asi, un punto a en el conjunto abierto

X :=C\V(A)

corresponde a un polinomio P(z,a) en z que tiene exactamente n raices dis-
tintas {21, ..., 2, }. Para estas raices tenemos que P(zx,a) = 0y P,(zx,a) # 0,
y por el teorema de la funcién implicita, la ecuacién P(z,w) = 0 determina
no solo una funcién solucion, sino n funciones f, 1(w), fo2(w), ... fon(w) de-
finidas en un disco abierto U, centrado en a: las ramas locales de la funcion

f-

4Las cuales se pueden encontrar, por ejemplo, en [Va06, p. 139].



A la funcién algebraica f definida por la ecuacién le asociamos el
subespacio topolégicoﬁ de C? definido como sigue:

X ={(z,w) € C?*: P(z,w) =0,w € X}.
El espacio X tiene asociadas dos proyecciones continuas:
f: X — C, dada por (z,w) — z,

7: X = X dada por (z,w) — w.

La proyeccion 7 : X = X es sobreyectiva. Mas atun, como vimos antes,
para cada a € X la pre-imagen 7 (a), llamada la fibra de 7 sobre a, consiste
de n puntos distintos

{(z1,0a),(22,a),...,(zn,a)},

donde {2y, 2o, ..., 2,} son las n raices distintas de P(z,a) = 0. La funcién f
manda a cada punto (z;,a) € 77 '(a) en z, donde 2 es el valor de la rama
local f, 1 de la funcién f evaluada en a. Podemos pensar en X como un nuevo
dominio “més grande” para el que la funcién f sea univaluada. La relacién
entre las funciones estd dada por el diagrama:

. f

X—C (4)

/

)L;/ '

Para cada a € X, podemos escoger un disco abierto U, C X dominio comun
de las ramas locales f,1,..., fon de f y definir

Usr = {(z,w) € C*: 2 = for(w),w € U,} para k=1,2,... n.

Cada (ZM es homeomorfo al disco U, bajo 7 y es posible escoger U, de manera
que Uy NUyp = D si k # h ((por qué?). De este modo, tenemos que

7 (Ua) = | | Uas.
k=1

5 Se considera C2 como R* con la topologia que induce la métrica Euclidiana.



Intutivamente, podemos pensar en los conjuntos abiertos ﬁmk como n “reba-
nadas” disjuntas, homeomorfas a U,, que la funcién 7w proyecta en el conjunto
abierto U,. B B

A un espacio topolégico X junto con una funcién continua 7 : X — X
que cumple las propiedades antes descritas se le llama un espacio cubriente
de X. En nuestro caso |7~ !(a)| = n es finito y decimos que 7 : X — X es una
funcion cubriente de n-hojas. [Ha02] y [Mun00] son referencias estandares
para el estudio de espacios cubrientes y sus propiedades, asi como las no-
ciones de grupo fundamental y monodromia a tratar en la siguiente seccion.
Resulta que la construccién anterior es valida para funciones algebraicas de
n variables y podemos asociar a la funcién algebraica definida por un
espacio cubriente de n-hojas

m: X = C"\V(A).

En este caso, la fibra sobre a = (ag, a1, ..., a,-1) € C*\ V(A) corresponde a
las n raices distintas del polinomio P(z,a) = 2" + a,_ 12" ' + ... + aq.

El espacio topoldgico X asociado a una una funcién algebraica f en una
variable definida por una ecuacién polinomial P(z,w) = 0 es localmente ho-
meomorfo al plano. Cuando el polinomio P(z,w) es irreducible, X es conexo
y una compactacion apropiada nos da lo que se conoce como la superficie de
Riemann asociada a la funcién algebraica f. Para una introduccion a super-
ficies de Riemann, recomendamos al lector el articulo panoramico [Muc85].
Para ver los detalles de esta construccién y los prerrequisitos ver [Po83| y
[Za95]. Terminamos esta seccién con el siguiente ejemplo:

El espacio cubriente asociado a la raiz n-ésima. Consideremos el ca-
so de la funcién algebraica en una variable z = f(w) determinada por la
ecuacién polinomial P(z,w) = 2" —w = 0.

El tinico punto a € C para el cual P(z,a) = 2" — a tiene raices repetidas
es a = 0, por lo que X = C\ V(A) = C\ {0}. La funcién algebraica f es
una funcion multivaluada, la raiz n-ésima

Y- C\ {0} »C

que a cada a € C\ {0} le asigna sus n raices n-ésimas distintas:

Arg(a)+2(k—1)7 .

2 = |a\1/"e( n i) para k=1,2,... ,nH

5Donde Arg: C\ {0} — (—m, 7] es la rama principal del argumento.
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Como antes, sea X = {(z,w) € C?: 2" —w = 0,w € X} con las proyecciones
f v m. El espacio cubriente 7 : X — X tiene n hojas, pues la fibra de =
sobre a € X es 77 (a) = {(a, 21), ..., (a, 2,)}, que corresponde precisamente
al conjunto de raices n-ésimas de a # 0.

X _c\{o (5)

P

C\ {0}

Resulta que la funcién f es un homeomorfismo en su imagen C \ {0}, cuya
funcién inversa i : C\{0} — X esta dada por z — (z, 2"). Asf pues, podemos
pensar en C\ {0} como el espacio cubriente X asociado a la rafz n-ésima con
funcién cubriente la composicion 7’ := moh : C\ {0} — C\ {0} que esta
dada por z — 2™ y que “enrolla” n veces el plano complejo sin el origen (ver

figura (T])).

L d OO N

L T,
B .C C\{0}
Uass 2 I

) ® a=1
?4 ./
ﬁa,zl
Uay,5

Figura 1: El espacio cubriente asociada a la raiz quintica. La fibra sobre a = 1
es el conjunto 771(a) = {21, 22, 23, 24, 25 } de raices quinticas de la unidad. La
imagen inversa bajo m del abierto U, = C\ {z € C : Re(z) < 0,Im(z) = 0}
es la unién disjunta de las “rebanadas” (~]a71, ﬁag, ﬁa73, (7&,4 y ﬁa75.



3. Monodromia: circundando singularidades

La idea fundamental de Arnold en su prueba del teorema de Abel-Ruffini
es el estudio de la monodromia de funciones algebraicas: entender cémo se
comportan las soluciones de ecuaciones polinomiales cuando circundan una
singularidad.

Para rodear singularidades de los espacios topologicos de interés tomare-
mos caminos que inician y terminan en el mismo punto. Un lazo en un espacio
topolégico X basado en xg € X es un camino en X que inicia y termina en
el punto xgq.

Figura 2: En (a) los caminos C; y Cy son homotépicos. En (b), el camino C}
no se puede deformar continuamente en el camino Cs. Fuente: Imagen elaborada
por Raymundo Ivdn Gonzélez Ballesteros (basada en [Ku93l p.39]).

Dos lazos se consideran equivalentes si se pueden deformar continuamente
el uno en el otro sin mover el punto base, es decir si existe lo que se llama una
homotopia de caminos entre ellos. Mas atin, dos lazos basados 7 y u se pueden
multiplicar para obtener un nuevo lazo basado 7% u via concatenacion: se re-
corre el primer lazo y luego el segundo, duplicando la velocidad de recorrido.
Puede demostrarse que este producto esta bien definido en clases de equiva-
lencia, es asociativo, toda clase de equivalencia tiene un inverso (jcuél?) y
existe un elemento neutro que corresponde a la clase de equivalencia del lazo
constante e(t) = x¢ para todo ¢ € [0, 1].

Al conjunto de clases de equivalencia de lazos basados con el producto
anterior se le llama el grupo fundamental de X basado en xq¢ y se denota
por m1(X,Xg). Este grupo determina si dos lazos basados pueden o no de-
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formarse uno en otro y proporciona informacion basica sobre la forma del
espacio topoldgico X. Es un invariante topolégico: dos espacios topoldgicos
homeomorfos tienen el mismo grupo fundamental.

Sea xg = 1 € C. No es dificil ver que 71(C,xq) es el grupo trivial, pues
todos los lazos en C pueden deformarse continuamente al lazo trivial. Menos
evidente es el hecho de que m(C \ {0},x¢) = Z y estd generado por el lazo
que da una vuelta al origen v : [0,1] — C\ {0} dado por ~(t) = €™,
t € [0,1] (ver figura (3] ). En estos ejemplos, el grupo fundamental refleja que
el espacio C no tiene “agujeros”, mientras que C\ {0} tiene un “agujero” que
corresponde a la singularidad {0}.

Consideremos ahora un espacio cubriente 7 : X — X de n-hojas, con X
un espacio conexo por trayectorias, v xo € X. La fibra de 7 sobre xq es el
conjunto F' = 7T_1(X0) que consiste de n puntos en X que proyectan a Xgp
bajo 7. Existe una accién del grupo m(X,Xg) en la fibra F' sobre x¢ que a
continuacion describimos.

Sea v : I — X un lazo basado en x¢ y tomemos ¢ € F. Una de las pro-
piedades fundamentales de los espacios cubrientes es que “levantan” caminos
a X de manera tnica salvo por el punto inicial, es decir, existe un inico ca-
mino 7, : [0,1] — X con punto inicial 4,(0) = ¢ tal que el siguiente diagrama
conmuta:

X
Fe ]
0,1] =X

Puesto que m(7.(1)) = v(1), el punto final del camino 4. no es necesariamente
¢, pero debe pertenecer a la fibra F' de xqg. Es decir, cada lazo v induce una
permutacion de los elementos de la fibra F' dada por o, : ¢ — 7.(1). Resulta
que este punto final sélo depende de la clase de v en 7 (X, Xo) y se obtiene
una accién derecha [y] - ¢ = 4.(1) bien definida de (X, xg) en la fibra F.

Al homomorfismo ¢, : m(X,x9) — Aut(F) correspondiente a esta ac-
cion se le llama la monodromia del espacio cubriente y la imagen de este
homomorfismo es grupo de monodromia de m. Observemos que como la fi-
bra F' tiene n elementos, el grupo de monodromia es un subgrupo del grupo
simétrico S, = Aut(F).

En el caso del espacio cubriente asociado a una funcién algebraica de
una variable, el levantamiento de un camino corresponde a lo que se llama
la continuacion analitica de la funcién a largo del camino. Para profundizar
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sobre el tema se recomienda [Po83] y [Zo06].

Monodromia de la raiz n-ésima. En la secciéon anterior vimos que la
funcién multivaluada /- : C\ {0} - C tiene asociado un espacio cubriente
de n-hojas 7’ : C\ {0} — C\ {0} dado por z — 2". Los puntos en la fibra
F de 7’ sobre xg = 1 son a las n-raices de la unidad {z1,22...,,2,}, donde
2, = 2D/ para k= 1,2, ..., n. Identificando a la fibra F con {1,...,n}
via z +— k, es claro que el grupo de automorfismos de la fibra Aut(F) es
isomorfo a S,,.

7 . \ {O} niz—7° = \ {O}
23 /Wl N //\y
73 21 Xo=1

Figura 3: Levantamientos 71, 2,3, 74 y 5 del lazo v basado en xg = 1 en el
espacio cubriente 7’ : X — X asociado a la raiz quintica.

Para obtener el grupo de monodromia de este espacio cubriente conside-
remos el lazo v basado en x¢ = 1 dado por y(t) = ¢*™ con t € [0,1]. Este
lazo le da una vuelta a la singularidad V(A) = {0}. Para k = 1,2,...,n,
el levantamiento de v que inicia en z, estd dado por Jx(t) = zy(%), con
t € [0,1] (ver figura ) Observemos que 'y(%) = z1 Yy que Zpz1 = Zpil,
asi que Jx(1) = zx2z1 = 2x41. Luego, el lazo v induce la permutacién en las
n-raices de la unidad dada por: z; — 29 — ... — 2z, — z. Es decir, la
monodromia ¢, : 7 (C\ {0}, x0) — S5, manda la clase del lazo v en el n-ciclo
(12 ... n)eS,. Puesto que la clase de v genera a m;(C \ {0}, X¢), el grupo
de monodromia de la raiz n-ésima es im(¢.) = (1 2 ... n)) = Z,.

Notemos que en este ejemplo para que un lazo induzca permutaciones no
triviales de las raices es necesario, mas no suficiente, que el nimero total de
vueltas alrededor de una singularidad sea distinto de cero. Si el niimero total
de vueltas es cero, entonces el lazo es homotépico al lazo trivial (;por qué?)
y por ende induce la permutacion trivial de los elementos de la fibra.
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4. Configuraciones, trenzas y polinomios

Regresemos a la ecuacién algebraica general de grado n. Queremos mo-
vernos en el espacio de polinomios circundando los polinomios singulares,
aquéllos con raices repetidas parametrizados por sus coeficientes en V(A), y
entender como se permutan las soluciones.

En concreto, nos interesa entender el grupo de monodromia del espacio de
recubrimiento 7 : X — C"\ V(A) de n hojas asociado a la funcién algebraica
definida por . Como lo hicimos en la secciéon anterior, nos interesa primero
obtener el grupo fundamental del espacio

C*"\ V(A) = {p(z) € C: p(z) es monico de grado n sin raices repetidas},

pues los lazos de polinomios en este espacio circundan los polinomios singu-
lares de V(A). Resulta que es més fécil entender y visualizar estos lazos si
pensamos en el espacio C" \ V/(A) como un espacio de configuraciones.

El espacio de configuraciones no ordenadas de n puntos en el plano es

Conf,(C) = {{z1,22,. .., 20} 1 i € C, 2 # Zj}

Aligual que C™"\V(A), el espacio Conf,, (C) parametriza polinomios méni-
cos de grado n sin raices repetidas via

{2122, ... 20} o p(2) = (Z_Zl)'(2_22)""'(2_2n)ﬁ
Una configuracién base xo = {z1,29,...,2,} € Conf,(C) corresponde al
polinomio base po(z) = (z —21) - (2 —22) - ...- (2 — z) ¥

™ ((Cn \ V(A), po(Z)) = T (COIlfn(C), Xo) .

Consideremos un lazo de configuraciones 7 : [0,1] — Conf,(C) basado en
xo (ver figura ({])). Si pensamos a ¢ € [0,1] como una variable de tiempo,
el lazo v puede pensarse como las trayectorias 7; : [ — C de n particulas

7 El espacio de configuraciones ordenadas de n puntos en el plano
PConf,(C) = {(zl,zg,...,zn) 12, €Cz # zj}

es un subespacio de C" y el grupo simétrico S,, actia libremente en PConf,, (C) permu-
tando estas coordenadas. El espacio Conf,(C) es PConf,(C)/S,, con la topologia cociente.

8 De hecho, los polinomios simétricos elementales nos permiten recuperar los coeficien-
tes del polinomio p(z) en términos de sus raices {z1, 22,...,2n }-
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mz)\ tati=c

B rul1)=2,

73(1)=2,

Figura 4: Un lazo de polinomios 7 basado en xo = (21, 22, 23, 24, 25) COrres-
ponde a una trenza.

que no colisionan moviéndose en el plano C, empezando y terminando en la
configuracion base:

() = {n(t),2(t), ..., m(t)},

donde {71(0),...,7%(0)} = {z1,..., 2}, 7i(t) # v;(t) sii # j y es un lazo
si {fyl(l),...,fyn(l)} = {z1,..., 2}, es decir, las particulas regresan a la
configuracion base xq, pero posiblemente permutadas. Asi podemos visualizar
al lazo de configuraciones 7 : [0, 1] — Conf,,(C) como una trenza de n hebras
de C que empiezan en los puntos {z1,29,...,2,} en la “tapa superior” de
C x I y terminan en el mismo conjunto de puntos en la “tapa inferior”, con
los puntos posiblemente permutados. ;A qué lazo de polinomios corresponde
el lazo v?

El grupo fundamental my (Confn((C),xo) es el grupo de trenzas de Artin
y usualmente se denota por B,. Este grupo fue definido por E. Artin a
principios del siglo pasado y se aplica en varias areas de matematicas. Para
una introduccién al fascinante tema de las trenzas y las diversas maneras en
que pueden estudiarse, recomendamos al lector Tutorial on the braid groups
por Dale Rolfsen incluido en el volumen [Bel0] asi como las referencias que
dicho articulo cita. Para mas informacion sobre espacios de configuraciones
y grupos de trenzas sugerimos el articulo [CP99].
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Como observamos anteriormente, cada trenza v define una permutacion
de los puntos en la configuracién base xq, un elemento bien definido del grupo
simétrico S,

oy {71, 22, .., 2} = {#1, 22, ..., 2} dada por ,(0) — v (1).

y se tiene un homomorfismo natural ¢ : B,, — S,, que a cada trenza el asigna
la permutacién de los n puntos {z1, 22, ..., 2, }. Por ejemplo, la trenza de la
figura (4)) induce la permutacién (123 4 5) € Ss.

Resulta que este homomorfismo de grupos es sobreyectivo ({por qué?)
y su nucleo es un subgrupo normal que corresponde a las trenzas que no
permutan los puntos en {z1, 29, ..., 2, }: el grupo de trenzas puras Pn.ﬂ

Maés aun, el homomorfismo

¢: B, =m(C"\V(A),po(z)) - S,

es la monodromia del espacio cubriente 7 : X — C"\ V(A) de n hojas.
En efecto, para el espacio cubriente 7 : X — C"\ V(A), la fibra sobre el
polinomio base pg(z) corresponde a las n raices distintas {z1, zo,..., 2,} de
po(z) = 0. Para un punto z; en la fibra, el levantamiento de un lazo basado ~
de polinomios en C™\ V' (A), con punto inicial en zj, corresponde precisamente
a la hebra de la trenza asociada a v que empieza en el punto z;. Por ende, el
grupo de monodromia de la solucién general de la ecuacién algebraica es
el grupo simétrico .S,,.

5. Conmutadores y la formula general

Para entender mejor la idea la prueba de Arnold veremos primero qué
pasa para polinomios de grados 2 y 3, y posteriormente el caso general. Es-
peramos, con estos argumentos, mostrar al lector qué propiedades del grupo
de monodromia dan la obstruccién para la existencia de una férmula general
cuando n > 5.

Ecuaciones polinomiales de grado 2. Consideremos nuevamente la ecua-
cién general de grado 2

P(z,a9,a1) = 2* 4+ a1z + ag = 0. (6)

9El grupo de trenzas puras P, es el grupo fundamental del espacio de configuraciones
ordenadas PConf,, (C).
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Olvidemos por un momento la férmula general que aprendemos en prepa-
ratoria y supongamos que la solucién z = f(ag, a;) es una funcién racionalm
Consideremos un polinomio base po(z) = (2 — z1)(z — 22) en el espacio de
polinomios C? \ V(A) sin raices repetidas y tomemos un lazo de polinomios
7 en este espacio. La funcién racional z = f(ag, a;) empezard y terminard en
el mismo punto z; después de recorrer el lazo de polinomios 7y (jpor qué?).
En otras palabras, una funcién racional z = f(ao, a;) siempre tendré grupo
de monodromia trivial.

Sin embargo, como vimos en la seccién anterior, siempre podemos tomar
lazos de polinomios 7 que intercambien las raices {21, 22} del polinomio base
Po(z). Por ejemplo, podemos tomar el lazo que corresponde al generador del
grupo de trenzas By = Z. La monodromia ¢ : m ((C2 \ V(4A), po(z)) — Sy de
la funcién algebraica definida por @ manda la clase de v en la transposicion
(12) € S5. Por ende una expresién racional no puede ser la solucién de la
ecuacion general de grado 2.

La formula general que conocemos

—ay + /a3 — 4dag
5 .

no presenta una contradiccién de este tipo. El grupo de monodromia de
esta funcion algebraica coincide con S; y en particular el lazo v induce la
permutacion (12) (;por qué?).

z = f(aOval) =

Ecuaciones polinomiales de grado 3 y 4. Consideremos ahora la ecuacion
general de grado 3

P(z,a9,a1,a9) = 2° + ap2* + a1z + ag = 0. (7)

Supongamos que una expresion de la forma

z = \k/ T(am ai, 02)7

con r(ag,a,as) una funcién racional, es una solucién de la ecuacién ([7)).
Como antes, consideremos un polinomio base po(z) = (2 —21)(2 — 22) (2 — 23)
en el espacio de polinomios C* \ V(A) sin raices repetidas y tomemos un
lazo de polinomios « en este espacio que induzca la permutacién (123) como
sigue. Notemos primero que en el grupo S3

(123) = (12)(13)(12)(13) = (12)(13)(12)"*(13)~! = [(12), (13)].

0Es decir, una expresién en términos de los coeficientes del polinomio, que involucra
sumas, restas, productos y divisiones de los mismos (pero no radicales).
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Decimos que el 3-ciclo (123) es un conmutador de elementos de Ss. En general,
para un grupo G y elementos g, h € G, el elemento [g, h] := ghg~'h~! se llama
el conmutador de g y h.

Puesto que la monodromia de la funcién algebraica es un homomor-
fismo ¢ : m (C3 \ V(A), po(z)) —» S3 sobreyectivo, podemos considerar lazos
de polinomios 7y p en C*\ V(A) basados en pg(z) tales que ¢([7]) = (12)
y &([]) = (13) (;puedes pensar en lazos explicitos?). Entonces el lazo de
polinomios v := 7% p* 7' % = = [, y] induce la permutacién no trivial
(123) de las raices de po(z).

Por otro lado, notemos que la variacién del argumento de la expresion
r(ag,ay,ay) al recorrer v = T % p* 7 ' % u~ ' es cero. Cualquier variacién
del argumento que se tenga al recorrer el lazo 7 se cancela con la variacién
obtenida al recorrer 77! y lo mismo para p y p~t. En consecuencia, al reco-
rrer v, la expresion z = {/r(ag, a1, az) no permuta las raices {z, 29, z3} del
polinomio po(z), contradiciendo nuestro péarrafo anterior. Lo que estas ideas
muestran es que una funcién algebraica z = f(ag, a1, az) sin radicales anida-
dos tiene monodromia que manda conmutadores de lazos en la permutaciéon
trivial, y en consecuencia no puede ser la solucién de la ecuaciéon general de
grado 3.

Notemos que en nuestra discusién anterior fue crucial el hecho de que S5
tiene elementos no triviales que son conmutadores. El lazo v puede tomarse
porque (12)(13) # (13)(12), es decir de que el grupo S3 es no conmutativo.
Puede probarse que el grupo de monodromia de una funcién algebraica que
puede expresarse como funcién racional con radicales simples (sin anidar) de-
be ser un grupo conmutativo. Los grupos S3 y 54 no son conmutativos, por
lo cual las formulas generales, si son solubles por radicales, deben tener radi-
cales anidados. Si observamos las férmulas de del Ferro, Tartaglia, Cardano
y Ferrari vemos que efectivamente son expresiones con radicales anidados.

., Qué mas nos dice este tipo de argumento con respecto a la forma que
debe tener la solucién de la ecuacion de grado 47

Ecuaciones polinomiales de grado mayor o igual a 5. A continuacion
esbozamos las ideas de la prueba de Arnold para mostrar la imposibilidad
de una férmula soluble por radicales para ecuaciones polinomiales de grado
mayor o igual a 5.

Diremos que una funcién algebraica z = f(ag,a1,...,a,_1) tiene nivel
0 de anidamiento de radicales si es una funcién racional, nivel 1 si tiene
radicales no anidadas y nivel d de anidamiento si el nimero maximo de
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radicales anidados es d. Procediendo como antes podemos ver la ecuacion

polinomial general de grado n > 5 no puede tener por soluciéon una funcién

con nivel d de anidamiento de radicales, es decir, no es soluble por radicales.
Consideremos la ecuacion general de grado n

P(z,ag,a1,...,00_1) = ap2" 4+ ap_12" ' 4 ...+ a1z +ag = 0. (8)
Supongamos que una expresion de la forma

2= /r(ag,a1,...,an_1), (9)

con r(ag, aj, . .., a,_1) una funcién con nivel d—1 de anidamiento de radicales,
es una solucion de la ecuacion . Si d = 0 suponemos que la funcién @ es
racional. Nuevamente tomemos un polinomio base po(z) = (2—21)-...-(2—25)
sin raices repetidas. Como antes, podemos producir un lazo v basado de
polinomios en C™\ V(A) que induzca una permutacién no trivial de las raices
{z1,29,...,2,} del polinomio pg(z) (digamos por ejemplo la permutacién
(123)), pero tal que, al recorrer v, la expresién z = {/r(ag, ay,...,a,_1) no
permute las raices {z1, ..., 2,}. En consecuencia, una funcién algebraica de
la forma @ no puede ser solucién de la ecuacién (§]).

., Cémo podemos producir un lazo v con tales caracteristicas? El primer
paso es escribir el elemento (123) de S,, como un conmutador de conmuta-
dores de conmutadores... anidando los conmutadores d veces. Si d > 3 esto
puede hacerse para n > 5, pero no para n = 4 (;por qué?, ;puedes escri-
birlo para n = 57). Por otro lado tenemos que la monodromia de la funcién
algebraica es un homomorfismo ¢ : m; (C” \ V(A),po(z)) —» S, sobre-
yectivo, entonces podemos escoger un lazo de polinomios 7 que induzca la
permutacién (123) y que se escriba como conmutadores anidados d veces, de
lazos de polinomios. Resulta que al recorrer este lazo v, la expresion @ no
se permutan las raices del polinomio base.

Para ilustrar esto supongamos que la ecuacién tiene por solucién una
expresion con nivel de anidamiento d = 2, por ejemplo

z = '{/{/f(ao,al,...,an_l), (10)

donde f es una funcién racional. Consideremos un lazo de polinomios v que
induzca la permutacién (123) y que se escriba como 7 := [[11, p1], [T, po]]-
Como vimos antes, al recorrer los lazos v1 = [, 1] v 72 = [7, 2], la
expresion z = \/ f(ag,aq,...,a,_1) no permuta las raices del polinomio base.
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Maés atn, la variacion del argumento de la expresion z = \S/ flag,ay,...,a,_1)
al recorrer el lazo v := [y1,71] es cero. En consecuencia, al recorrer v, la
expresion no permuta la raices del polinomio base. Es decir, para una
funcion algebraica con nivel de anidamiento d = 2, la monodromia manda
a un conmutador de conmutadores de lazos en la permutacién trivial y, por
ende, no puede ser soluciéon general de la ecuacion .

En general, la obstruccion a la existencia de una féormula con nivel d de
anidamiento de radicales corresponde a la posibilidad de anidar conmutadores
en S, hasta d veces y seguir obteniendo permutaciones no triviales (ver Tabla

5.

Tabla 1: ;Qué tanto podemos anidar conmutadores en S,,?

Conmutadores | “Conm. de “Conm. de .
n | Syl =n!{ [(Sp)M|=n!/2 | de conm.” | conm. de conm.” | |(S,)"|
1(Sn) @] [(Sn) @
2 2 1 1 1 1
3 6 3 1 1 1
4 24 12 4 1 1
5 120 60 60 60 60
n n! n!/2 n!/2 nl/2 nl/2

Dado un grupo G, el subgrupo de G generado por conmutadores se llama
el subgrupo conmutadory se denota con frecuencia por [G, G], G’ 0 GV, Esta
tiltima notacién resulta 1til si queremos iterar el proceso. Denotamos por G2
al subgrupo [GM, GM], el subgrupo conmutador de G, y en general por
G@ al subgrupo [G@~1, G=D]. Resulta que

LAGD @i g <acW g =g,
lo que se conoce como serie normal descendente. Los subgrupos G no tri-
viales dan una “medida” de qué tanto podemos anidar conmutadores sin
obtener elementos triviales del grupo. Si todos los conmutadores son trivia-
les, es decir G = {1}, entonces el grupo G es abeliano.

El subgrupo conmutador del grupo simétrico .S, coincide con el grupo
alternante A, el subgrupo de S,, de permutaciones de orden par y es generado
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por 3-ciclos de la forma (i i+1 i42). El argumento de Arnold muestra que los
subgrupos (Sn)(d) no triviales nos dan una obstruccion para la existencia de
una féormula con nivel d de radicales anidados. Asi, vimos que en grado 2 no
puede haber una férmula general racional y en grado 3 no existe una férmula
general sin radicales anidados pues (S3)") # {1}. Puesto que (S;)® # {1}
se tiene una obstruccion para la existencia de una féormula general con nivel
2 de radicales anidados para grado 4 (;por qué?).

Para n > 5 se demuestra en un primer curso de teoria de grupos que
(S5)@ # {1} para todo d (ver por ejemplo [DF04]). Es decir, se pueden
tener conmutadores anidados no triviales arbitrariamente largos. Entonces,
no puede existir una férmula general z = f(ag,aq,...,a,_1) con nivel d de
radicales anidados y esto es cierto para todo d. Concluimos que no puede

haber una férmula general soluble por radicales, lo que demuestra el teorema
de Abel-Ruffini.

A los grupos G tales que G = {1} para algiin d se les llama solubles.
Los grupos Sa, S3 v Sy son solubles. La prueba de Arnold consiste en probar
que:

(a) La solucién de la ecuacién algebraica general de grado n tiene grupo
de monodromia S,,.

(b) Si una funcién algebraica es soluble por radicales, entonces su grupo
de monodromia es soluble.

El teorema de Abel-Ruffini se sigue entonces del hecho que S, es no
soluble para n > 5.

Finalmente queremos mencionar varias de las referencias existentes sobre
el tema. Ademas del libro de problemas y soluciones de Alekseev [Al04] antes
mencionado, una prueba rigurosa siguiendo las ideas de Arnold es presentada
por Henryk Zoladek en [Z000] y [Z006]. Basado en estas ideas Boaz Katz
publicé el video “Short proof of Abel’s theorem that 5th degree polynomial
equations cannot be solved” ([Kal3|) y Fred Akalin escribié la entrada de
blog “Why is the Quintic Unsolvable?” (JAk16]). En estas presentaciones
se da una explicacién elemental de esta prueba con fundamentos de teoria
de grupos y variable compleja, ademas de ilustrar las ideas principales con
animaciones interactivas. Esta prueba topoldgica también se expone en el
articulo panoramico [SC16], en el que se enfatiza la importancia de la nocién
de monodromia.
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