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Presentacion

La realidad de la educacion en el Pert es hoy algo preocupante. Los distintos
esfuerzos provenientes del Gobierno no se ven reflejados en avances significa-
tivos en esle aspecto. Las politicas educativas nos muestran resultados negativos
desde hace ya muchos afos, y es poco lo que los estudios y las propuestas han
logrado mejorar en las condiciones del sistema educativo; peor aun, permiten las
desigualdades a nivel socioeconémico en las zonas rurales mas alejadas del pais;
es decir, los estudiantes reciben una educacién de baja calidad y en condiciones
precarias.

En este contexto, los esfuerzos por aportar al desarrollo de la cultura y la
educacién en el pais seran siempre valorados. Es asi que, conscientes de esta
realidad, la Asociacién Fondo de Investigadores y Editores (Afined), a traves
de su sello Lumbreras Editores, tiene como uno de sus objetivos contribuir al
desarrollo de la educacion; ello se cristaliza a través del aporte de los profe-
cores del Instituto de Ciencias y Humanidades, quienes han sistematizado los
materiales de manera didactica gracias a su amplia experiencia docente gue
garantizan un contenido de calidad y, sobre todo, siempre accesible a los sectores
populares, sumado a la presencia de nuestro sello editorial en distintos puntos del
territorio nacional.

En esta ocasién presentamos el libro Geometria y Trigonometria, perteneciente a
la Coleccian Compendios Académicos, publicacion dirigida al estudiante preuniver-
sitario, que constituye una herramienta util para reforzar sus conocimientos gracias
al trabajo tedrico-practico asi como los problemas resueltos y propuestos mostrados
por niveles, que permiten una mejor comprension del tema. Este libro se constituye
en material de consulta no solo para alumnos sina tambien para docentes, tantc de
los Gltimos afios del nivel escolar como preuniversitario.

Finalmente, nuestra institucion reafirma su compromiso con la educacion y la
cultura del pals, contribuyendo en la glaboracion de libros de calidad, ademas de
promover €l trabajo de investigacién, que nos permite acceder a una educacion
cientifica y humanista; todo ello siempre al servicio de los sectores mas amplios de
nuestra sociedad.






GEOMETRIA

I_u—is Reyes Perez / William_ﬂeyes Per;;.




=~ Segmentos y angulos

Capitulo |

OBJETIVOS
» Conocer la definicién y los elementos de los segmentos v angulos.

« Utilizar las caracleristicas de los diferentes tipos de angulos en el calculo de las medi-
das angulares.

*  Aplicar las teorias de proporciones de magnitudes en el calculo de las longitudes de
los segmentos, asi como también en el calculo de las medidas angulares.

® Geometria

Es una rama de la matemalica cuyo objetivo es el estudio de las figuras geomélricas. La geomelria ha
sido utilizada empiricamente en lodas las culturas antiguas, pero fueron los griegos los que la sisle-
matizaron. Actualmenle se sabe que en nuestro pais, en la ciudad sagrada de Caral, se tenian ciertos
conocimientos de la geomelria.

ETimoLoagia
La palabra geometria, que liene origen en dos vocablos griegos (geo, que significa 'tierra’, y metron,
que significa ‘medida’), se entiende como “medida de la tierra”.

FIGURA GEOMETRICA
Es un conjunto de puntos que adoptan una caracleristica (forma determinada).

Algunas figuras geomeétricas notables son

Triangulo Circunferencia Pirdmide

PARTES DE LA GEOMETRIA
La geometria para un mejor estudio se divide en lres parles: las dos primeras estan relacionadas con
la geometria clasica y la tercera liene su origen en la matematica moderna.

1
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Goomaoltrin plana (planimetria)
el B Hgoras geomiétricas cuyos puntos oue

L conlorman perleneeen a un misimo plane,

Adgunos ejernplos de Hguras planas son:

~r
-

Agiiilis Tragpiscita

Goomelria del espaclo (estereometria)
Fstudia las Hgoras geométricas cuyos punlos fue
las conlorman perlenceen a planos distintos,

Algunos clemplos de liguras espaciales son:

<

e

- /
~
h&'-

Prleiinis {'ani

Geomelria analitica
Se le [larna asi porque relaciona el algebra con la
geomelrfa de tal manera que las figuras geomné-
Iricas se representan a través de ecuaciones li-
neales o cuadralicas,
Algunas represenlaciones analilicas de figuras

notables son:

Lis recta
epresentaclon analfthca:

Avifiy+Cel)

12

Lz crrcimilerencia
Fritesartarils araliice

Iy

".’—h]j"r} "'.5."_} =I".:

ELEMENTOS FUNDAMENTALES DE LA GEOMETRIE
Para poder construir y estudiar las lizuras geomé.
tricas dehbernos conocer las caracteristicas v pro-
piedades de los elementos que las constitnen

Estas elernentos no tienen definicion, solamen-

le lenermos una idea. Dichos elementos son e

punto, la recta y el plano.

Punto Recta

A 7

e

Notacion: 7
Se lee “recta .

MNotacion: . A
Se lee “punto A™

Plano

Notacion: &8 H
Se lee “plano H".

Rayo
Es aquella parte de una recla determinada al
ubicar un punto en ella y que es el origen.

Grigen

= a S f—

0]

A



® Segmento

Es una parte de la recta limitada por dos puntos,
denominados extremos.

Donde A y B son los extremos del segmento AB.
Notacién: AB

Se lee "segmento de extremos A y B”.

Notacion: AB

Se lee “longitud del segmento AB",

En el grafico, AB=d

PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO
Es aquel punto de un segmento que determina
dos segmentos de igual longitud.

A M B
f ¢ t f {

En el grafico anterior, M es punto medio de AB
porque AM=MB. '

OPERACIONES CON LAS LONGITUDES DE LOS
SEGMENTOS

Adicidén
A

—a
AC=AB+BC
AC=a+b

+
-~

Sustraccion
D E F

—— € —

-4

I d

DF=DE +EF
d=DE+c
DE=d-c

Capitulo I: Segmentos y angulos

® Angulo
Es la figura geométrica formada por dos rayos

que lienen el mismo origen y no son colineales.

B

e _
© A

Donde OB y OA son lados del 4ngulo y O es el
vértice.

Notacion: < AOB se lee "angulo AOB".

Notacién: m<AOB se lee “medida del dngulo
AOB".

En el grafico, m«AOB=q.

CLASIFICACION
Los angulos se agruparan segun su medida an-
gular, la posicion de sus lados y la suma de sus

medidas.

Segun su medida angular

a. Angulo agudo

Es aquel angulo cuya medida se encuentra -
entre 0°y 90°,

s

b. Angulo recto

Es aquel angulo que mide 90°,
AJ

13
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c'i'

Angulo obtuso

Es aquel dngulo cuya medida se encuentra
enlre 909 y 180°,

L

[9(]*’{[31:130“}

Seglin la posicién de sus lados

a.

14

Angulos adyacentes

Son dos dangulos coplanares que tienen un
mismo vértice y un lado en comun, tal que
uno estd a continuacion de otro.

A a
B
(v
0<106
c

Los angulos AOB y BOC son adyacentes.
Se cumple: [ m<AOC=0+0 ﬁ

Angulos consecutivos

Son tres o mas angulos que tienen un mis-

mo vértice y que al ser tomados de dos en
dos son angulos adyacentes.

A B
T
LB
o8
D

Los angulos AOB, BOC y COD son consecu-
tivos.

Se cumple: [ m<AOD=c+p+6 ]

Angulos opuestos por el vértice
Tienen el mismo vérlice y los lados de ung
son las prolongaciones del otro.

Los angulos COD y AOB son opuestos por el
veértice.

Se cumple:

Segun la suma de sus medidas

a.

Angulos complementarios

Son dos angulos cuya suma de sus medi-
das es 90°,

Notacion: C,,

Se lee “complemento del angulo cuya me-
dida es a”.

Se cump!e:[ Co=90°-c }

Angulos suplementarios

Son dos angulos cuya suma de sus medidas
es 180°.

Notacion: S,

Se lee “suplemento del angulo cuya medida
esa’.

Se cumpie:[ S,=180°—¢, ]

, "2 Nota \
Par lineal
B
- E q
A 0 C
k‘ : _B+-&:.=]3D“
' . ___‘J




@ Angulos determinados por dos rectas
paralelas y una recta secante

RECTAS SECANTES
Son aquellas reclas que tienen un punto en
comun. Graflicamente

Donde [ es el punto de interseccién entre
Ly 2y

RECTAS PARALELAS
Son aquellas rectas que se ubican en un mismo
plano y que no presentan ningln punto en co-

mun. Graficamente "

-

el

Donde E, ff?

Se lee "la recla Z1es paralela a la recta [

ANGULOS ALTERNOS
Internos Externos

po Ll

— Py

& - +
7 il <
Si #, // #,, se cumple:

[_u=ﬂ y 3"1’]

ANGULOS CONJUGADOS
Internos

Externos

A% e

=]
\?:
S

- 'E?E

/ : S0P

Capitulo I: Segmentos Y angulos

Si 7, /| 7, se cumple:

[ B+a=180° y ~.f+|3=1suq

ANGULOS CORRESPONDIENTES

Si Z, /| #,, se cumple:

TEOREMA
1. Angulo ubicado entre dos rectas paralelas.
™ Z
1 o
X
B Z

) 7

Si Z, // Z,, se cumple:

2. Linea quebrada entre dos rectas paralelas.

Si E, HEZ. se cumple:

o+P+0+y=x+y+z ]

Se interpreta que la suma de dngulos ubica-
dos a la izquierda es igual a la suma de los
angulos ubicados a la derecha.

15




PROBLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 1 Resolucion

En una linea se consideran los punlos consecu-

— . -7
tivos 4, By C. Si P y R son puntos medios de AB '
y AC, respeclivamente, calcule PR sabiendo que
BC=12.

UNMSM 2000
Resolucion
A P B R c -,
—t——t—
= 12 ' Nos piden x.
: n : n i
Dalos:
m<ABC=3m< BAC, AN=NB
Nos piden PR=x. g
CM es bisectriz del < BCN
Del grafico: AP+PR=AR
(+x=n Por angulos alternos inlernos
—  x=n-{ m<BAC=m<ACT
—  m<BAC=25°
Ademas AB+BC=AC .
924419=2n Por teorema en reclas paralelas
— n-t=6 x=(9+25°)+f )]
x=6

Del segundo dato, AN=NB

p=25° (1
Problema N.” 2

En el grafico %, y 7, son reclas paralelas,

m<ABC=3m<BAC, AN=BN y CM es bisectriz
del <« BCN. Halle el valor de x.

Del primer dalo
m<ABC=3m«BAC

m<ABC=3(25°)
m<ABC=75°

Por teorernas en rectas paralelas (< conjugados)
m<ABC+m« TCB=180°
759425°+2¢p=180°

- p=40° )

(I y (1) en (1
x=(40°+25%)+25°
UNMSM 2002 s x=90°

16




Problema N.° 3

SiM, N, P, Qy R son puntos consecutivos de una

recta, de modo que NQ+MP+PR=50 y .{I"E =E
MR

3
entonces NQ es

UNMSM 2005-|
Resolucion
M N P Q R
R —— . E—
} 3k i

Nos piden NQ=x.

NQ 2 .
Dato: —=— NQ= =
R =3 Si NQ=2k, MR=3k

NQ+MP+PR=50

Como MP+PR=MR

— NQ+MP+PR=50 — NQ+MR=50
2k+3k=50 — k=10
x=20

Problema N.” 4
En el grafico, las rectas E, y ?.f; son paralelas.
Si a+p=>5x, calcule el valor de x.

L]

Capitulo I: Segmentos y angulos

Resolucion

Nos piden x.
Dato: a+p=>5x

En el punto P, por angulos opuestos por el

vertice,

m<BPA=x y m«<PBA=«

Enel AAPB

x+x+a=]180° (I

Por propiedad de las paralelas en el punto R.

m<LARF=x+x
180°-f=2x
2x+p=180° (1

(N+{D

4x + a+p=360°
aX

9x=360°

x=40°

17



PRrRoOBLEMAS PROPUESTOS

18

NIVEL BASICO

En una recla se ubican los puntos consecu-
AB cD
livos 4, B, C y D, tal que ?+BC+-§-—= 12,

luego se ubican los puntos medios M y N de

AB y CD, respectivamente. Calcule MN.

A) 6 B) 8 C) 10
D) 12 E) 14

En una recta se ubican los punlos consecu-
livos 4, B, C y D, tal que 4(AB)=2(BC)=CD
y AC < 14. Calcule el maximo valor entero
de BC.

A) 8 B) 9 C) 10
D) 1l E) 12

En una recta se ubican los puntos consecu-
tivos A, B, C v D, tal que 3(AC)=2(BD)=24.
Calcule CD si BC toma su maximo valor
entero.

A) 2
B) 3
Q) 4
D)5
E) 6

En una recta se ubican los puntos consecu-

tivos A, B,C, D, E y F, tal que
AB BC CD DE
L hal ik i aaion

(BC)DE) = 5(DC), y x toma su minimo valor
entero. Calcule BC.

A) 5 B) 6 C) 7
D) 8 E) 4

Sean los puntos colineales y consecutivog
P, Q, Ry T, de modo que 2(RT)=7(PR) y
2(QT)-7(PQ)=270. Calcule QR.

A) 30 B) 45 C) 36
D) 90 E) 27

En el ML y en su prolongacion se ubican
los puntos N y T, respectivamente, tal que
ML+NT=40, Si 7(NL)=3(MT), calcule MT.

A) 28 B) 24 C) 20
D) 12 E) 32

En la prolongacién de AB se ubica el punto

AC+BC AB AB

(& = ed)
, lal que 5 3 Cal uleBC

5 4
A) = B) — C) 8
) 5 ) 3 )

5 P
D) — E) 3
)5 B)

Se lienen los puntos colineales y conseculi-
vos P, Q, R y T. Si M es punto medio de PT,
PR=RM, QR+MT=24y PQ=6, calcule PM.

A) 30 B) 18 0 12
D) 20 E) 15

En una recla se ubican los puntos consecu-
tivos P, Q y R, ademas M es punlto medio

PQ+3(FM+OM]F
PM + PR

de QR. Calcule

A) 2
B) 3
(94 i
D) 4
E) 16




[ §

.

12

13.

En AD se ubica e punto C v en AC el punto
(1 31

Lk L & X

tal 'uue — e = — |.

AB AD 4AC

Ly

ABNCD)=3(AD)(BC). Calcule x.

A) 15
D) 25

B) 10 C) 12

E) 5

En una recta se ubican los puntos colineales

, AC
4. Bv(C, de modo que — =38
K q B_BC 2. Calcule
AB
AC-BC
a 3 B 2 Q3
J i 7
9
2 3
D)y = =
T & 7

En una recta se consideran los puntos-con-
secutivos 4, B, C, D, E v F, tal que AB=EF,
BC=DE y CD=3(EF). Si CE=2(AB+DE) y
AF=14, calcule BD.

C) 8
~E) 10

A) 4
D) 9

B) 6

En una recta se ubican los puntos consecu-
tivos A, B, C,D, EyF, tal que

BC CD DE EF
A= =335

(AB)(BC)=(CF-AD). Calcule AB+DF.

C) 30
E) 40

A) 20
D) 35

B) 60

Capitulo I: S2gmentos y angulos

14. Enunarecta se ubican los puntos consecuti-

15.

16.

17.

vos 4, B,C, D, E, lal que 6(AC)=3(BD)=2(CE),

DE=3(AB). Calcule AD ;
CD

4 5

A) 2 B) - C) -
) ) 3 ) >

3 5
En una recla se ubican los puntos consecu-
tivos A, B,C,D,E, Fy G, tal que
ac=B8B_CE _DF sirry-ocD) y

2 3 ¢4
BF=48 cm. Calcule DA.
A) 16em - B) 12em C) 18em
D) 14em E) 15¢cm
/

Se lienen los &ngulos adyacentes AOB

y BOC, 1al que 3(m<AOB)=2(m<BOC).
Luego se traza la bisectriz OM del «AOB y

- m<MOC > m«eAOC-20°. Calcule el méxi-

mo valor entero de la m< AOB.

A) 38° B) 39° C) 40°
D) 41° E) 42°
Del gréfico,

m<AOC=m<BOD, m«COD > m«BOC.

Calcule el maximo valor entero de la
m< BOC.

B C
A 0 D
A) 61° B) 60° C) 59°
D) 58° E) 46°

19
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18.

19.

20.

21.

20

NIVEL INTERMEDIO

Se lienen los angulos adyacentes Ld_(?ﬂ y
BOC. Luego se lraza la bisectriz OL del
«AOC, lal que 5(m<B0OA)=3(m«COB) y
(m<«AOB) - (m<«BOC)=30(m<«LOB).
Calcule la m<«AOL.

Q) 4
E) 8

A): ¢
D) 6°

B) 3°

Se tienen los angulos consecutivos AOB,
BOC, COD y DOE, lal que
m<BOC m<COD _m<«DOE

3 5 7,
Luego se lrazan las bisectrices OL y OS de
los angulos BOC y COD, respectivamente,
tal que < LOS es agudo y la m<AOB toma
su maximo valor entero. Calcule m<DOE.

m<AOB =

A) 147°
D) 157°

B) 151° C) 154°

E) 160°

Se tienen los angulos adyacentes POQ y
QOR, tal que la diferencia entre sus medi-
das angulares es 48°, Se lraza OM, el cual es
bisectriz del « POR. Calcule m<«MOQ.

A) 24°
D) 21°

B) 42° C) 16°

E) " 12°

En un angulo se cumple que la mitad del su-
plemento de su medida menos su comple-
mento es igual al complemento del doble
de su medida. Calcule dicha medida.

C) 36°
E) 25°

A) 60°
D) 15°

B) 30°

22.

23.

24,

25.

Se lienen los angulos conseculivos AQg |
BOC y COD, tal que la suma de sus meg;. |
das es equivalente a dos angulos recigs,
Las bisectrices de los angulos AOB y Cop
determinan un angulo cuya medida es 1407,
Calcule m<« BOC.

B) 100° C) 50°
E) 20° ]

A) 40°
D) 70°

Se lienen los angulos consecutivos AOB,
BOC y COD, tal que AOD es recto. Sila suma
del complemento de la medida del <A40B
y el suplemento de la medida del <COD es
240°, calcule m<BOC.

A) 30°
D) 15°

B) 60° C) 45°

E) 90°

Se lienen los angulos consecutivos AOB,
BOC, COD, DOE, tal que A, O y D son coli-
neales y los dngulos BOD y DOE son suple-
menlarios. Si el <« COD es recto y

m< COE=10m<AOB, calcule m<AOE.

A) 170°

B) 150°

C) 110°

D) 130°

E) 120°

En un angulo se cumple que la diferencid
entre el suplemento y el complemenio
de su medida es igual al quintuplo de sV
medida. Calcule dicha medida.

A) 10°
D) 14°

) 20°
E) 18°

B) 12¢




26. Del grafico, a+f=150° y m«<AOD=110°.

Calcule m<BOC.

A

A) 45°
B) 40°
C) 50°
D) 55°

E) 60°

27. Se tienen los angulos consecutivos AOB,
BOC y COD, tal que A, O y C son colineales
y el < BOD es recto. Se trazan OM y ON, las
cuales son bisectrices de los angulos AOB
y COD, respectivamente. Calcule m<MON.

A) 115° B) 120°
D) 125°

28. Se lienen los angulos consecutivos AOB,

BOC y COD, tal que
m<BOC _ m<COD

m<AOB = > 3

Ademas m<AOD=m<AOB+m<« COD+50°.

Calcule m<AOD.

A) 140° B) 150°
D) 135°

29.” En el grafico mostrado
OF es bisectriz del < EOG

OC es bisectriz del < AOF

0D es bisectriz del « BOG
Calcule m< COD.

C) 135°

E) 110°

C) 130°

E) 120°

Capitulo I: Segmentos y angulos

hh

30.

0 G
A) 37° B) 60° ) 257
D) 45° E) 30°
Del gréfico, E,ﬁ @y, a+p+0 < 48°. Calcule

el miximo valor entero de x.

AEU" _"ﬁl

A) 10° B) 11° C) 12°
D) 13° E) 14°

31. Del grafico, Z,// %. Si ML=10, calcule LE.

121‘.]2/ @
!

A) 6 B) 8 C) 5

21



Lumbreras Editores

32. Del gréfico, 0.+0=48°, m«<MON > m<LO,S

y m<AOB=60° Calcule el minimo valor
enlero de 0.

A) 15 B) 16° 20 g
D) 18° E) 19°

33. 5ila suma del doble del suplemento del do-

ble de un angulo y el complemento del mis-
mo angulo es igual a la suma del suplemen-
to del doble de ese angulo y el doble del
complemento de la mitad de dicho @ngulo,
calcule el complemento de dicho angulo,

A) 60° B) 45° C) 53°
D) 30° E) 90°

34. Del grafico, el «A0B es reclo, 8> y 0

22

toma su minimo valor entero. Calcule el
complemento de 6.

35.

A) B64° B) 66° C) 67°
D) 68° ' E) 70°

Del grafico, EI fl Eg. x > y. Indigue la rels-
cion correcta.

Ry
5‘/
S

N/

A) 6=a
B) >80
C) 8>u
D) a=6
E) 820
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- Triangulos

Capitulo Il

OBJETIVOS

*  Definir al triangulo rectilineo y conocer sus propiedades.
* Definir la congruencia de triangulos.

* Establecer las condiciones para que dos triangulos sean congruentes.

®: Definicion
Es la figura que se forma al unir tres lineas coplanares mediante tres puntos no colineales.

A continuacién se muestran algunos ejemplos.

/H\ Q Q s )
A C PL/\R Fj\_,ﬁ LOE Lgﬁ'

— g

Triangulo

rectilineo Triangulos mixlilineos Tridngulos curvilineos

TRIANGULO RECTILINEO
Es aquel que se forma al unir tres puntos no colineales mediante segmentos de recta.
B Elementos
*  Veértices:A,ByC
* Lados: E, BC }FE

‘¥ NoT1A
A C “Por cuestiones didécticas, cuando
‘nos referimos a un tridngulo recti-
Notacion: AABC lineo, simplemente diremos trién-

Se lee “tridngulo ABC". S

23
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Elementos asociados : Donde 2p4 4nc significa perimetro de la regién
»  Angulos internos: <ABC, <« BCA y <« CAB triangular ABC (convenci6n)
» Angulos externos: < PAB, < QBC y <RCA

@ Teoremas fundamentales

@ Reqi i ianqulo
?" Regiones determinadas por el triang 1. Suma de las medidas de los angulos inte-

G, riores

Se cumple
region exterior regidn exterior Rl s ;
relativa a AB relativa a BC ' [ ﬂ+ﬂ+ﬂ=] 80° ]
~ / regién 4 -z
interior . Ty
v &
A x-.n!gifm exterior ¢
- relativaa AC . ) 3
L m— 2. Suma de las medidas de los angulos exte-
riores
Como podemos notar, las cuatro regiones mos-
tradas tienen un nombre especifico. y
Se cumple r
REGION TRIANGULAR (R. T. : ]
R [ x+y+2=360°
X
Z\ !

|
3. Céalculo de la medida de un angulo exteriof

Se cumple
R.T.=AABC+R.I. ‘

Donde R.1.: regién interior del AABC, a £

24



4. Relacion de lado-angulo

5. Relacién de la existencia -

Siazbzec,
€ a se cumple
/ \, [a-c<b<axc]
Ay b iC

& Teoremas adicionales

Del grafico adjunto

se cumple

Del grafico adjunto
se cumple
L

e e

Capitulo li: Triangulos

3.
B Del gréfico adjunto
g se cumnple
a @

4. L 4 -
Del grafico adjunto
se cumple

& Clasificacion

Los triangulos se clasifican teniendo en cuenta
sus lados y sus angulos.

SEGUN SUS LADOS

Tﬁﬁﬁgulu escaleno
Es aquel que tiene los lados de diferentes lon-
gitudes.
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Tridngulo isosceles

s aquel que tiene solamente dos lados de igual
longitud

a=c,azb

De lo anlerior se
concluye

Base: AC

Lados laterales: AB y BC

Triangulo equilatero

Es aquel que liene los lados de igual longitud.

Vi

a=b=c

De lo anterior se

. concluye
=A=0=/0°
A [u p=a Eﬂj
C -

SEGUN SUS ANGULOS INTERNOS

Triangulo rectangulo

Es aquel que tiene un angulo interior que mide
90°.

Se cumple

a-+B=90°

i

a*+c?=b*

|

Caletos: AB y BC
Hipotenusa: AC '

26

Triangulo oblicuangulo

Es aquel que no liene angulo interior que mide 6o
Triangulo acutangulo

B
&

A C
Se cumple

{uﬂgﬂ“,ﬁfsﬂ“.ﬂ-ﬂﬂ{]“]

Triangulo obtusangulo
B

@
A C

Se cumple

[_Eﬂ"' < w < 180° ]

© Naturaleza del triangulo

Cuando lenemos las longiludes de dos lados, v
la medida del angulo comprendido es menor o

mayor que 90° entonces debemos lener pre-
sente lo siguiente;

/ ‘\ Si o< ﬂnn‘
€ X se cumple
N

—b——

\‘C\Z se cumple

—b—H

Siy > 90°,
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® Lineas notables asociadas al triangulo ~ BISECTRIZ INTERIOR 0 EXTERIOR

- | : 3 Es la ceviana que biseca a un angulo interior o
Son cinko uneas conocidas que se asocian al

exterior.
rIANEWO.
Ceviana
Es un segmento de recta que tiene por extremos
yn vertce v un punto cualquiera del lado
opuesto o de su prolongacion.
8 En el AABC, BL es bisectriz interior relativa a
AC.

A M C
En el AABC, BM es ceviana interior relativa a A
A_C- —
En el AABC, BS es bisectriz exterior relativa a
AC.
ALTURA
3 Es la ceviana perpendicular al lado al cual es
P R i I relativa.
B
En el APQR, OL es ceviana exterior relativa a
PR. i
MEDIANA il
A P C
Es la ceviana que biseca el lado al cual es re-
lativa. En el AABC, BP es altura relativa a AC.

Q

P R

En el AABC BN es mediana relativa a AC. En el APQR, a es altura relativa a PR.

27
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MEDIATRIZ

Es la recta que biseca perpendicularmente a un
lado, '

B

L 7
': Enel AABC:
7 es mediatriz
: relativa a AC.
h
A4—3 g —iC
¥
Enel APQR:

# es mediatriz
“relativa a PR.

Im|
Pr—n——n—R

¥

@: Angulo entre bisectrices de un tridngulo
1.

Enel AABC | y=9po-2
2

28

Enel AABC
BH: altura

BL: bisectriz interior relativa a AC.

Enel AABC
ETI: altura

HL y HS: bisectrices interiores del AAHBY
ABHC



® Congruencia de figuras geométricas

Dos figuras geométricas son congruentes si
tienen la misma forma y el mismo tamano. En
otras palabras es como si cambiaramos una
figura de una posicion a otra.

f, f,
] ]
1 A
—b—-1 p—b—
f| Erg

= se lee "es congruente”,

CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Dos triangulos son congruentes si tienen sus an-
gulos interiores, respectivamente, de igual me-
dida y sus lados homélogos correspondientes

de igual longitud.

Lados homoélogos. Son dos lados que se opo-
nen a los angulos de la misma medida en dos

triangulos.

Notacién: AABC = AAB'C

Se lee “AABC es congruente al AAB'C"™.

CRITERIOS PARA IDENTIFICAR DOS TRIANGULOS

CONGRUENTES
Para que dos tridngulos sean congruenies, se
deben cumplir ciertas condiciones, las cuales

50N

Criterio 1. Lado-angulo-lado (L-A-L)

Un triangulo es congruente a otro si ambos tie-
nen un angulo de igual medida y, ademas, los

Capitulo ll: Tnangulos

lados que determinan dicho angulo son de igual

longitud, respectivamente.
B
AN

A C R

Sia=n y c=m
- [ZMCEQMHJ

Criterio 2. Angulo-lado-angulo (A-L-A)
Un triangulo es congruente a olro si ambos

tienen un lado de igual longitud y, ademas, los
angulos adyacentes a dicho lado son de igual

medida, respeclivamente.

DA

£ B

Si b=t
4 ['MBCE&P@R ]

Criterio 3. Lado-lado-lado (L-L-L)
Un tridngulo es congruente a otro si ambos tie-
nen sus lados de igual longitud, respectivamente.

c/ﬂ‘\a 0
=

Siﬂ=ﬂ‘, b=m Y c={

~ | asBc=aPoR |

29



Lumbreras Editores

Notd ——— —— e

Dos tridngulos rectingulos son congruentes
sl tienen la hipolenusa de igual longitud,
y un cateto de uno de los tridngulos con
un cateto del otro tidngulo lienen igual

longitud.
/ C /\Hi_

b a m (

Z N Z

A B P Q

Sib=m A a=l — [ &ABCE&PQFL}

L y

APLICACIONES DE LA CONGRUENCIA DE
TRIANGULOS

Teorema de la bisectriz de un angulo
Todo punto de la bisectriz de un angulo equidis-
ta de los lados de este. '

Si OM es biseclriz del <AOB,

se cump]e[ PR=PQ ‘ y [ OR=0Q |

Teorema de la mediatriz de un segmento

Todo punto de la mediatriz de un segmenlo
equidista de los extremos de este.

30

?‘_"n
s Si 7' es mediatrizde AB

se cumple

SA=SB

Teorema de la base media

En todo triangulo, la base media respeclo a up
lado es paralela a dicho lado, y su longitud es |
igual a la-mitad de la longitud de dicho lado.

Base media. Es el segmento de recta cuyos ex-
tremos son los puntos medios de dos lados de
un triangulo.

Si MN es base media
respecto a AC,

se cumple MN//AC

B

M N

Teorema de la mediana relativa a la hipotenusa
En todo tridngulo rectangulo se cumple que a |
longitud de la mediana relativa a la hipolenusa
es igual a la milad de la longitud de dicha hipo-
tenusa. ‘ '

—

T——
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- P —————

5 Nota —
- 1. Enun tridngulo isésceles, al trazar la altura relativa a la base, dicha allura es biséctriz interior, -1
mediana y una parte de la mediatriz.
: B ;
SiAB=BCy BH es altura, entonces

es mediana y bisectriz interior.

& N e

- 2. En un triangulo, si se traza por el punto medio de un lado una recta paralela a otro lado,

entonces interseca al tercer lado en su punto medio.
B

/\ SiBM=MA y Z//AC
&

:/M K-\ 5

A ' ¢

! 3. En un triangulo, si la mediana relativa a un lado es la mitad de dicho lado, entonces es un
g tridngulo rectangulo.

SiAL=LC=BL

— [ m-¢ABC=Bﬁ°J

® Triangulos rectangulos notables

60

b 2b
a HJE A 75/ |k
, 15
= b3 4h
' {5
3k ok ] V5 o m+/10
. 53°%2 370
4k ' 20 3m
7 &9 17 n5v2
q r n m
16 14 &0
24q 4r n
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PROBLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 1

De lodos los triangulos, dos de cuyos lados mi-
den 2 ecm y 4 cm. Halle los que poseen la pro-
piedad de que su lercer lado tenga por longilud
un nimero enlero y sefale usted a qué es igual
la suma de los perimetros de los triangulos ha-
llados.

UNMSM 1831

Resolucion

Nos piden la suma de los perimetros de A: S.

De la figura, aplicando el teorema de la existen-
cia, en el triAngulo ABC,

4-2 <x <442

2<x<6

Como del dato x es entero, entonces x puede
ser3; 4 0.

Cuandox=3 — 2p,=2+4+3=9
Cuando x=4 — 2p,=2+4+4=10 : Sumando

Cuando x=5 — 2p3=2+4+5=11

S=2p\+2p,+2p;

S5=30cm

32

Problema N.° 2

Del gréfico BH es la altura del triangulo ABCy
BD es biseclriz del angulo ABC. Calcule el val
de x.

B
X
Jot .
A H D C
UNMSM 193
Resolucion
B
o\
b f
3{1- a o
A H D C
Nos piden x.
Dato: m« ABD=m« CBD=y
Del INAHB: 30t+y-x=90° ()
Del s CHB: o4+y+x=90° (in

Como podemos notar (I)=(1I)
Boty-x=at+y+x
Jau-a=x+x — 20=2x

X=a

T




Problema N.° 3
PQR es un lriéngutiequilélem_de lado 16. Par
A punto medio de PQ se traza AB perpendicular
a PR: por B se traza BC perpendicular a QR.
(Cuanto mide BC?

Q

UNMSM 2000

Resolucidn

Nos piden BC=x.
Dato: PQ=QR=PR=16

I ABP: notable de 30°y 60°
— PB=4

D BCR: notable de 30° y 60°

2 2x\3
BR = =
— 35 3
Como PR=16=PB+BR=4+ 213‘5
x=63

Capitulo Il: Triangulos

Problema N.” 4
En el grafico PS=2 cm y SR=7 cm. Halle PQ.

Q

P S R

UNMSM 2011-1

Resolucion

Nos piden PQ=x.

Por sugerencia se lraza ﬁ, tal que
m<LOR=m<LRQ=0a

— QL=LR

Del APQL se puede notar que QL=PQ=x.

Ademas
LR=QL=x y P5=5L=2

Ahora se observa de PR
PR=PS+SL+LR
9=2+2+x
x=5cm
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ProBLEMAS PROPUESTOS

NIVEL BASICO

1. En un Wridngulo ABC se ubica el punlo
S en la region exlerior relaliva al lado
AC, 1al que m<«BCA=m<BSC, AB=4 Yy
m< BAC > m< BSC. Calcule el minimo valor
entero de BS.

A) S B) 6 o 7
D) 8 E) 9

2. Enun Iridangulo ABC se ubican los punlos L y
SenAC y en la region exterior relaliva a AC,
lal que LC=2(AL) y AB+BC+CS+5L=15.
Calcule el maximo valor entero de LC,

A) 1 B) 2 C) 3
D) 4 E) 5

3. En un tridngulo ABC, el perimelro de la re-
gion triangular"ABC es 14 cm. Calcule el
maximo valor entero de AB.

A) 5¢cm Ejr 6 cm C) 7em
D) 8cm : E) 9cm

4. Del gréfico, calcule el maximo valor entero

de 0.
20
_ 30
§
A) 26° B) 27 C) 280

34

Del grafico, a > [y P loma su maximo valoy
entero. Calcule x.

A) 44°,
B) 56°30'
C) 47°
D) 49°30'
E) 51°

Del gréfico, a+p+0+y < 240° Calcule g
minimo valor entero de x.

A) 9° B) 10° Q) 11
D) 12° E) 13°

En un tridngulo ABC, m<«BAC=2(m<«BCA),
AB=4x-6 y BC=8. Calcule AB si x loma un
valor entero.

A) 4 B) 5 C) 6
D) 7 E) 8

Del grafico, m«<BSA=26+a y x > y. Calcule
el minimo valor entero de x.

35
A) 59° B) 60° L) 6I°
D) 44° ‘) 46°




a

10.

1.

12

En un ui:inguiu ABC se traza la cevia-
na interior AL luego se traza la ceviana
interior BS en el triangulo ABL, tal que
2L =AC, 13(m< LAC)=4(m< ACB)=312°y

—

m<A85=14° Calcule m< BSL.

B) 48° C) 50°

E) 35%

A} 3

Dy 53°

Del grafico, calcule el minimo valor entero
de x.

A) 20°
B) 31°
) 220
D) 21°
E) 24

En un tridngulo rectiangulo ABC, reclo en
B, se ubica § en la region interior, tal que
m<ACB=37°, AS y BC delerminan un &n-
gulo cuva medida es 60°, m<A§B=30° y
AC=50 em. Calcule la distancia de S a CB.

3,5cm B) 6cm C) 6,5cm
7cm E) 7,5cm
En un triangulo ABC se Lraza la ceviana inle-
rior BK, donde m< ABK=2(m< BAK), AK=4.
Si BK toma un valor entero, indique qué
triangulo es BKC.

A) equilitero
B) rectangulo
C) acuténgulo
D) obtuséangulo

" E) isosceles acutdngulo

Capitulo II: Triangulos

13. Del gréfico, las s regiones lriangulares son

congruentes, BC// KS y BC+CS=15¢cm.
Calcule el maximo valor entero de KC.

A) 16em
B) 15em
C) 4em
D) 13em
E) 12cm

14. En un tridngulo ABC se traza la allura

BH (H € AC), tal que m<ABH > m<CBH y
HC=15 em. Calcule el minimo valm enlero
de AH. il

¥y

: -
C) 18em

A) 14cm B) 19cm
D) 17 cm E] 16cm
NIVEL INTERMEDIO

15. En un tridngulo ABC se lraza la mediatriz de

BC, que inlerseca en S a CA. Luego se lraza
la mediatriz de AL (L es punto medio deBC)
que inlerseca a AB en K. Si AK+SC=15 cm
y A5=5C, calcule el maximo valor entero de

KB+S5L.

C) 13em
E) 1lem

A) 15cm B) 14cm

D) 12cm

16. Del grifico, AC=2(AS), BL=LC y AK=2.
Calcule BK.
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17.

18.

19.

20.

36

Del grafico, AS=2(AB) y la distancia de C a
DA es 3 cm. Calcule BS.
B
A . S D
A) 8cm B) 10cm _ C]jﬁ\rrj cm
D) 9em * E) 642 cm
En un liangulo isosceles ABC | (AB=BC)
se ubica N en BC y M, L en AC, 1al que .
AM=MC=10, NC=LC=6. Calcule el maximo
valor entero de MS si S es punto medio de
LN.
A) 10 B) 9 C) 7T
D) 8 E) 6
Del gréfico, Z, // %». Calcule x.
Ll v
EJI (ﬁz
A) 30° B) 20° C) 400
D) 25° E) 35°
En el grafico adjunto, o.+p+0=2800,

Calcule x+y+z.

21.

23.

}

A) 270°
D) 200°

B) 360°

{':] | Hun
E) 560°

En un triangulo isdsceles ABC, de base
AC, se lraza AR, el cual es una ceviana ey.
lerior relaliva a CB, R esla en la prolonga.
cién de CB, luego en la prolongacién de
RA se ubica el punto M, tal que MR=RC,

Saliil m< RAB
ECUE—__m{MCA-
Ay 1 B) 2 ol
2 3
2
D) 3 ) 2
) ) =

En un tridngulo ABD, recto en B, se lia- |
za la ceviana interior BE, y en el lriangulo
BED se Iraza la ceviana interior EC, tal que
AB=BE=EC=CD. Calcule m«BCE.

A) 90°
D) 45°

B) 60° O 75°

E) 30°

En un tridngulo ABC se traza la ceviana inle
rior BR, lal que m<« BRA=60°,

m<ABR=4(m<ACB)=4x y [
m< BAR=m<RBC=2z. |

Calcule x-z.

) 60°
E) 45°

e e s —

A) 10°
D) o°

B) 30°
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. En un tridngulo, las longitudes de sus lados ~ 28. En un triangulo ABC se ubican D y R en

son numeros pares consecutivos, tal que el AC, y en la prolongacion de AB, respec-
lado intermedio mide x. Calcule el menor tivamente, tal que m<RBC=m<«CBD y
valor entero de x. m<« RDC=m<« BDA. Si BC interseca a RD en
el punto Fy m< BFD-m< BAD=75 calcule
A) 6 , i C) 8 - m<BCD.
D) 12 E) 10
i - o ) 5°
. En un triangulo ABC se trazan AN y CE, al- ;; ;:G B} & E)} 100
tura y bisectriz interior, respectivamente. Si
m<ABC=50"y m<BAC=60°, ca]-::lﬂ_e tam‘ue— _
dida del ngulo determinado por CE y AN, 29. Del grafico adjunto, t+n+¢-+m=490°
Calcule p.
A) 55° B) 45° C) 60°
D) 30° E) 75° n
. Del grafico, calcule x+y. b m
t
B e
o
A) 4592 B) 10°  'C) 35°
D) 30° E) 25°
A) 200° B) 180° ©) EII]': 30. Del gréfico, el tridngulo ABC es equilatero.
D) 220° E) 240 il &
. Del grafico mostrado, calcule el menor valor - B

entero de x si ¢ < 80°.

X
2x
i ]
Ry

A) 41° B) 30° ) 25° A) 10° B) 5° . C) 20°
D) 40° E) 50° . D) 15° E) 12°
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Capitulo 11

OBJETIVOS

Estudiar la definicién, los elementos v la clasificacién de los poligonos.

Relacionar los elementos de los poligonos a través de los teoremas que permiten

conocer la cantidad de diagonales, la suma de medidas angulares internas y externas,
entre otros.

@ Poligono plano % Elementos asociados

Es la figura geométrica que se forma al unir tres
0 mas puntos no colineales con segmentos de
recta, de tal manera que dos segmentos adva-
centes sean no colineales y limiten una sola re-

gion del plano, a la cual se le denomina regién
interior.

Angulos internos

Notacién: poligono ABCDEF LAgAsAG, <A 1404, ...

Elementos

Angulos externos
* Veértices:A,B,C, ...

A <B1A|Aj, < ByAyAg, ...
* Lados: AB, BC, CD, ...

_ Diagonal
Ta Nota Es el segmento que une dos vértices del po
Generalmente al poligono plano se le gono.
conoce simplemente como poligono. NS —
Ahs, AAy, .-

38



Di

Es el segmento que une los puntos medios de

agonal media

' dos lados del poligono.

——— e

. NoTa

'

Hay dos tipos de poligonos, los cuales son:

Poligono convexo. Las medidas de los 4n-
gulos interiores son menores a 180°,

[ ay; Op; Og; 0y; g < 180° ]

Poligono no convexo (poligono céncavo)
La medida de uno o mas angulos interio-

res es mayor a 180°.

Otra manera de reconocer si un poligono
£5 convexn o No convexo es trazando una
recta secante al poligono. Si alguna de es-
las rectas interseca a mas de dos lados, se
trata de un poligono no convexo, caso con-

trario sera convexo.
p e———

BRI e

Capitulo lit: Poligonos

NOMBRE DE ALGUNOS POLIGONOS

M.? de lados Nombre
:_ _ __3._ ;Tri::inguln o
! 4 : Cuadrilatero
.5 |Pentagono
) 6 IHéxégnno I
: S ngmgnn -
_________ s -,.d.%té_ggna )
9 | “nnégnno _
10 |Decagono |
no Endecagono
12 Dodecagono
15 Pentadecagono |
20 |icosigono |

POLIGONO EQUIANGULO

Es aquel poligono cuyos angulos interiores tie-
nen medidas iguales y sus angulos exteriores
también tienen medidas iguales.

Todo poligono equiangulo siempre es convexo.

Sea ABCDEF un poligono equiangulo.

Luego

(ﬂ|=Uz=ua=uq=u5=ua]

Tambieén

| Bi=hi=pebi=ts=ps |

39
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POLIGONO EQUILATERO

Es aquel poligono cuyos lados tienen longitudes 1.

iguales. Un poligono equilatero puede ser con-
vexo 0 concavo.

Ejemplos
1. Poligono equilatero convexo

2. Poligono equilatero concavo 3.

C d D

d

A d F

POLIGONO REGULAR

Es aquel poligono equiangulo y equilatero a la
vez.

Por los vértices de un poligono regular siempre
es posible trazar una circunferencia cuyo centro
es el centro del poligono.

Ejemplo 4.

Hexagono regular

F——b —

Co—— . D
@ o

b
4 \
({ é
-ﬁ\B 0- E‘!

\ /
b b
L1 i
—=5 —_—

O: centro del poligono regular

40

@ Propiedades fundamentales

Suma de medidas de los angulos interigye,

Sm<i
[75111{ i=180%n-2) ]

Donde n es nimero de lados

Suma de medidas de los angulos exteriores
Sm<«e (considerando un angulo exterior
por cada vértice)

[Sm{e=3{:‘-ﬂ° ]

Numero de diagonales

* Trazadas a partir de un vertice: #d

Donde n es numero de lados.

» Trazadas a partir de todos los vértices:

#D
[ #D=g{n-3; ]

Donde n es nimero de lados.

Nimero de diagonales medias

* Trazadas a partir del punto medio de uf
solo lado: d,,

| #dp=n-1 |

Donde n es nimero de lados.

* Trazadas a partir de los puntos medio*
de todos los lados: #Dy,

#D,,,:f—;ln—tll

Donde n es nimero de lados.
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Capitulo llI: Poligonos

NDTﬁ T —— ——— - - T e — e —— N i -"___n.
L]
« Sielpoligono es regular o equiangulo, la b. Trace paralelas a cada lado.
medida de un angulo interior y exterior
se calculara de la siguiente manera:

. 180°(n-2)
gfz ——
n

m"fza—iﬂu— A HT C i

MN // AC: EH // BC: TL /| AB

Donde n es numero de lados.
R = B: = ﬁﬂ" |

B del &ngulo central . |
:::ﬁ;ﬁg;m :;:utar ABCD. c. Elhexdgono E;lfHLTH es equidngulo. 4:
M N {

H T
+ Construccién de un octdgono equidngulo
a.  Seiniciaconunrectanguloo cuadrado

y se ubican dos puntos en cada lado

del rectdngulo o cuadrado. En cada
vértice, los tridngulos rectangulos son

. notables de 45°
£ 459]
A RO
Donde <AOB es 4ngulo central y n es el 45\'33;‘
namero de lados. 16
+ Construccién de un hexdgono equidngulo i:l_s.n
a. Construya un triangulo equiltero. i

B b. Eloctdgono ABCDEFGH es equiangulo.

D E
i
¢ o
B a
@ o
A H

O™
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PRoBLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 1

La figura muestra un hexagono regular y un
dodecagono regular inscritos ambos en una cir-
cunferencia de radio 4. {Cuanto mide el lado del
dodecagono?

UNMSM 2000

Resolucion

. Notable de 15° y 75¢

-

(2+3)k

T —

42

Nos piden x.
En el hexagono regular ABCDEF
AB=BC=CD=DE=EF=FA

— mAB=mBC =mCD =mDE = mEF - m-‘_l:i:ﬁm
En el dodecagono regular APBQCTDMENFs

AP=PB=BQ=QC=CT=TD=DM=ME=EN=NF=f5- ”
-~ mﬁ:m%=m@=m&=...=mﬂzw

Por angulo central
m<«BOC = mBC
— m<BOC=60"

— El ABOC es equilatero

En el Ais6sceles BQC

m<QBC="2" 5 meQBc=2 .15

Trazamos Q_HJ._B_E
— BH=HC=2

En el \QHB: notable de 15° y 75°

(2v2+3 )k
(2+J3)k

x=4 2+43

2+J3

Multiplicamos por la conjugada

. 4J2+3 (2-43)
(2+43) (2-43)

_4y2+3(2-13)

2
22 _(J3)

—1

X

> x=4y2+J3(2-43)




._._- -r--—vv—-"-'r"?_—-‘_:_"_"ﬂ"

Usamos un artificio algebraico

X =4«.|'2+J§1.||{2-v@,|2

x=4ﬂ2+ ﬁHE-Jﬁ”R- \"rr.);]
i

x=4~4'2~J§

Problema N." 2

En el gréfico, se representa parte de un poligono
regular de n lados. {Cuanto vale n? —

Nos piden n.
Donde n es el niimero de lados.
Dato: ABCDEF... es un poligono regular

Capitulo Ill: Poligonios

Por medida del angulo exterior
il

n
_ 360°
e

(D

n

En el £ABCD isosceles
e=p+p
i+e=180"
Pero se sabe que m< BCD=m« CDE
i=p+ p+164°
180°-e=e+164"
Ze=16"
- e=8° (In)

Reemplazamos (I1) en (I)
360°
n=
gﬂ

n=45

Problema N.° 3
Calcule la medida de una de las diagonales de
un pentagono regular cuyo lado es 2 cm.

UNMSM 2004-1

Resolucidn

43




Lumbreras Editores

Nos piden EC=x.

Ubicamos el pentagono regular en una circun-
ferencia para observar sus propiedades.

mAB =mBC = mCD = mDE = mEA = 72°

Observamos que
mEB = 144°

14°

a9

£

— m<ECB= 72

Sabemos que EC=EB=x.
Trazamos BM. tal que BU=BC=2 cm,

Completando medidas angulares
m< EBM=m< CBM=36"

En el £LEBC, por teorema de semejanza
(m<MBC=m< BAC)

(BC)*=(EC)MC)
2V =x(x-2)

4=x*-2x

s x -2x-4=0

De la formula general

~(~2) £ ¥ (27 ~4(1)(~4)
2(1)

-
=

x =125 (Nopuede ser negativo)

X =‘.\-'r§+llﬂ“

Problema N.” 4

Los puntos A, B y C son tres vértices E-ﬂn,-,,,nm_
vos de un poligono regular de 15 lados, Caley,
los 2/3 de la ma ABC.

Resolucion

Nos piden %.t (sea m<ABC=x)
Dato: poligono regular de 15 lados ABC...

Calculo de la medida de un angulo interior en
un poligono regular (i).

;- 180(n-2)

n
Donde n es el nimero de lados

En nuestro caso n=15.

180°(15-2)
(= = |56°
15
2
— Imﬂ
3



NIVEL BASICO'

En un poligono, el nimero total de diago-
nales es igual a la suma de su nimero de
vértices vy el nimero de dngulos internos.
(Qué poligono es?

A) pentagono
B) hexagono
C) heptagono
D) octagono

E) nonagono

En un poligono, el nimero total de diago-
nales es igual al doble del niimero de lados
aumentado en 2. Calcule el ntimero total de
diagonales.

A) 5 B) 9 C) 14
D) 20 E) 54

Se tienen dos poligonos. Si la suma de sus
numeros de lados es 8 y la diferencia de
sus nimeros de diagonales es 5, calcule el
numero total de diagonales de uno de los
poligonos.

A) 2 B) 5 o9
D) 14 E) 20

Se tienen dos poligonos. Si la suma de sus
nimeros de lados es 15 y la razén geométri-
ca entre sus nimeros totales de diagonales
es 3, indique el poligono de mayor nimero
de lados.

A) pentagono
B) hexigono
C) heptagono

PROBLEMAS PROPUESTOS

En un octagono regular
ABCDEFGH, CF ~ DH={T}
Calcule m< TEF,

A) 45° B) 90° C) 60°
D) 135° E) 75°

En un poligono regular ABCDE..., ABCD y
CDEB son trapecios isosceles congruentes
y BD=AE. Calcule su nimero de lados.

A) 12 B) 10 C) 6
D) 8 E) 9

Del gréfico, ABCDEF es un hexagono regular
y BPCQR es un pentagono regular. Calcule x.

A) 14°
B) 17°
C) 18°
D) 19°
E) 15°

Del grafico, a+p=36° y ABCDE... es un po-
ligono equidngulo.: Calcule su nimero de
diagonales.

A) 170 B) 230 C) 189
D) 252 E) 405

45
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9. En un poligono equidngulo, las bisectrices

10.

11.

12.

46

correspondientes a dos angulos internos
adyacentes determinan una medida angular
equivalente a la medida angular interior del
poligono. Calcule el nimero de diagonales
de dicho poligono.

A) 5
D) 4

B) 9 C) 6

E) 2

En un poligono regular ABCD..., la medida
del dngulo determinado por AC y BD es
1359, Calcule su niimero de lados.

A) 6
D) 10

B) 8 C) 4

E) 12

¢En qué poligono se cumple que el nimero
de diagonales excede al nlimero de vértices
en 257

A) dodecégono
B) undecégono
C) decagono
D) octagono
E) icosagono

Se tienen los poligonos convexos ABCDE
y MNPQRS, tal que M y S pertenecen a ED
y los otros vértices del poligono de mayor
numero de lados se ubican en la region in-
terior del otro poligono. Calcule el ndmero
de diagonales trazados desde 4 vértices

consecutivos en el poligono no convexo de-
terminado.

A) 25
D) 37

B) 29 C) 33
E) 40

13.

14.

15.

Del gréfico se muestran dos poligong -
lares. Calcule x, -

€
A) 16° B) 18° ) 20°
D) 22° E) 24°

En el grafico adjunto, ABCDEFGT es un equi.
angulo, DM=ME y RH =2 +1. Calcule CR.

L D

A) V2+242
B) J4+2
Q) 242
D) Vi+2V2
E) V4+2J2

En un dodecégono equidngulo ABCDE--
calcule la medida del anguiq“dzte
por las mediatrices de AB y DE.

c) 120°
£) 90°

A) 45°
D) 6Q©

B) 150°




16.

17.

18.

151

En un poligono se cumple que el numero
de diagl:l'ﬂl'l?"i menos €l numero de angulos
rectos, que equivalen a la suma de las me-
didas angulares interiores, es 103. Calcule e
numero de diagonales.

A) 252 B) 200

D) 135

C) 170
E) 104

En un poligono equiangulo se cumple que
la medida de un angulo interior es numeéri-
camente igual a veinte veces el mimero de
lados. Calcule el nimero de vértices del po-
ligono si s un nuMero par.

A) 12 B) 4

D) 6

C) 10
E) 8

NIVEL INTERMEDIO

En un poligono se cumple que el cuadrado
de su numero de lados, menos nueve es
igual al nimero total de diagonales. Calcule
la suma de sus medidas angulares internas.

C) 540°
E) 900°

A) 180°
D) 720°

B) 360°

En un poligono regular, la medida de un an-
gulo exterior es 45 veces el nimero de diago-
nales de dicho poligono. (Qué poligono es?

A) triangulo equilatero
B) cuadrado

C) heptagono regular
D) hexagono regular
E) pentagono regular

En un octégono equiangulo ABCDEFGH,
ABV2 CDV2 7y EF+GH=2.

_.._,H'__,___

Calcule FG.

21.

23.

24,

Capitulo Il Poligonos

A) 6-J2
D) 7

B) 5-J2 ) 4-02

E) 8- J2

En una recta 7 se ubica el segmento AB,
A cada lado de la recta v en el mismo
plano se construyen los poligonos regulares
ABCDEF y ABPQRSTM. Si AB=4, calcule la
distancia entre DE y SR.

A) 4(V3+v2+2)
B) 5(V6+v3+42)
) 4(V6+v2+43)
D) 4(V3+42+1)
E) 2(V2+J3+2)

En el hexagono equidngulo ABCDEF,
EF=DC=2 y AB=5. Si ED*-BC*=12,
calcule ED+AF.

C) 8

5 B) 6
6 E) 4

A)
D)

En un cuadrilatero regular ABCD se traza BD
y en él se ubica el punto F.

Si CF N AB ={E}, m< AFD=2m<AFE,
calcule m<EFB.

B) 72° C) 54°
E) 60°

A) 45°
D) 36°

Se tiene el hexagurﬂ regular ABCDEF. En
la prolongacion de BA se ubica el punto T
y se construye el rectiangulo TBDR, tal que

AT=FE. Calcule m< TFR.

A) 150°
D) 154°

B) 100° C) 136°

E) 120°

47



Lumbreras Editores

25. En un poligono equiangulo, la razon de las
medidas de un angulo exterior e interior es
de 2 a 7. Calcule el nimero de diagonales
trazados desde un vértice para dicho poli-

gono.
A) 8 B) 7 C) 6
D) 5 E) 4

26. En un cuadrado ABCD de centro O se traza
el poligono regular OPQRST, tal que P, Q, R,
Sy T estan ubicados en la region exterior de
ABCD. Si OT L AD, calcule la medida del 4n-

gulo determinado por PQ y CD.
A) 45° B) 60° C) 53°
D) 72° E) 80°

27. En un decdgono regular se trazan dos dia-
gonales que se intersecan en el centro de
dicho poligono. 5i de los poligonos parciales
determinados ninguno es triangulo, calcule
el nimero de diagonales trazados desde
dos vértices consecutivos en el poligono de
mayor numero de lados.

A) 4 B) 7 C) 9
D) 6 E) 12

28. La razén geométrica de las medidas de los
angulos centrales de dos poligonos regula-
res es de 8 a 9 y la suma de sus nimeros de
lados es 17. Calcule la suma de las medidas
de los dngulos interiores de dichos poligo-

nos.
A) 5400° B) 2320° C) 2230°
D) 2340° E) 2430°

48

29. En el grafico se muestran dos POligona,
gulares. Si O es el centro de ung g, EI]::
calcule x. '

A) 82°30'
© D) 85930

B) 83°30'

C) 84°3¢
E) 86°

30. En un nondgono ABCDEFGHI convexo se
traza EK (K es el punto medio de uno de
los lados), tal que los niimeros de lados
de los poligonos determinados son pares.
Calcule el nimero de triangulos parciales
formados que se determina al trazar las di¢
gonales desde un vértice en el poligono de
mayor namero de lados.

A) 8 B) 7 C) 6
D) 5 E) 4

31. En un decagono convexo se trazan d‘“‘cﬁ"
gonales que se intersecan Y determind
cuatro poligonos, donde su nimero d¢ o
dos son consecutivos. Calcule el numero*”
(al de diagonales medios del poligono
tiene el mayor nimero de lados.
A) 9 B) 15

D) 28
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i Cuadrilateros

OBJETIVOS

Capitulo IV

+ Definir el cuadrilatero rectilineo y conocer sus propiedades.

« Conocer los tipos de cuadrilateros.

® Definicion
Eslafigura que se forma al unir cuatro puntos no
colineales mediante cuatro lineas coplanares.

A continuacion se muestran algunos ejemplos.

& N
DA
A—Dp M Q0 )

Cuadriliteros rectilineos

M Q M 0 M Q

]

Cuadriliteros mixtilineos

5 K

L D

Cuadrildtero
curvilineo

CUADRILATERO RECTILINEO

Es aquel que se forma al unir cuatro puntos no
colineales mediante segmentos de rectas co-
planares.

A este cuadrilatero rectilineo se le denomina,
cominmente, cuadrilitero.

C
B Notacion:

CAABCD se lee “cuadri-

latero convexo ABCD"
A D

Elementos
» Vértices:A,B,CyD
« Lados: E, EE, cD y AD

N
Notacidén:
AMNPQ se lee “cuadrila-
tero no convexo (céncavo)
Q MNPQ",
M P
Elementos

« Vérticess M,N,PyQ
= Lados: M_N. E’ﬁ FTO- y O_M

49
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Trapezoide simeétrico
e O, — == _r_H] Es aquel en que solamente una ge
Por cuestiones didéacticas, cuando nos refe- : los Flkois Baraanidion
rimos a un cuadrilatero rectilineo, diremos g;:f,nna = peipe armente 5,
simplemente cuadrilatero. B
!
On
@ Tipos de cuadrilateros A C

!
CUADRILATERO NO CONVEXO (CONCAVO) 1;::
$i BO=0D y ACLBD
—» [AABCD es un trapezoide simétrico,
AC: eje de simetria

BD: no es eje de simetria

Propiedades: EB=AD, BC=CD - E#ﬁ]

Diagonales: MP y E

Propiedad:| m+n+{+t=360° ] Trapezoide asimétrico
Es aquel que no tiene las propiedades del

trapezoide simétrico.
CUADRILATERO CONVEXO c

B

t: medida angular

A D

AC: no es eje de simetria
— = BD: no es eje de simetria
Diagonales: AC y BD }

Pmpiedad:[ o+B+8+y=360° ] | b. Trapecio
Es aquel cuadrilétero que tiene dos 1ad®

opuestos paralelos y los otros dos no 0"

Clasificacién de los cuadrilateros convexos

. i I .
Se clasifican teniendo en cuenta el paralelismo RSN
de sus lados. B C B ¢
Existen tres tipos de cuadriliteros convexos y
son los siguientes:

A D A D
a. Trapezoide
Es aquel cuadrilatero cuyos lados opuestos BC//AD: BC y AD se denominan bases

no son paralelos, y CD se den”

Se cla AB no es paralelo a CD: AB :
® Clasifica segtn la simetria que presente, minan lados laterales o lados oblicuos:

50
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El trapecio se clasifica teniendo en cuenta

Teoremas
las longitudes de los lados laterales.

/ ™ Trapecio escaleno
M N Es aquel cuyos lados laterales tienen longi-
/ \ tudes diferentes.
4

A D %
$i BC//AD//MN y AM=MB, Yy 6
se cumple o B
A D
AD + BC
MN = ————
’ Si BC//AD y AB = CD,
B c
P Q Trapecio isésceles _
Es aquel cuyos lados laterales tienen longi-
D tudes iguales.

A

si BC//AD//PQ y AP=PC,

se cumple

’ AD - BC
PQ= ___E__J
SiBC//AD y AB=CD,

A N )

E i Nota \
L s Si un lado lateral de un trapecio escaleno es
perpendicular a las bases, entonces al trape-
h. cio se le denomina trapecio rectangulo.
D ¢ B C
Si AB/DC//LS y DC > AB, ’
se cumple o w .
A D
C - AB : -
= gy,
BC//AD,ABLBC,BC = AD
\_ R k. "
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c. Paralelogramo
Es aquel cuadrilate

son paralelos.
B ]C
A D
SiAB//CD y BC//AD
—s [~7ABCD es paralelogramo

ro cuyos lados opuestos

Teoremas
|. Los lados opuestos tienen longitudes

iguales.
B b C
-
A d D -
rﬁ!:c A b=d ]

2. Los &ngulos opuestos tienen medidas
iguales.

B C
B 6
o ¥
A D

[u=B A [3=~,r]

3. Lasdiagonales se intersecan en su pun-
to medio.

B c

A D

| AO=0C » BO=0D '

52

o

F| paralelogramo se clasifica tenieng, -
cuenta los lados y los angulos interiores

Romboide
No es equiangulo ni equilatero,

o ———— -

Rectangulo
Es aquel paralelogramo que solamente es |

equiangulo.

B b c |
ﬂ'#b, D‘,:N"‘ [

A D

Rombo
Es aquel paralelogramo que solamente & |
equilatero.

¢ f

a=b, a#90°

-3 A=

Cuadrado
Es el paralelogramo que es equildter ¥
equiangulo a la vez.

| b !
B C
a:b.[I:gUn
1 e
A D



Problema N.° 1
En la figura, EFGH es un cuadrado. Halle el valor
de x.
N
75% H
E .
F G
UNMSM 1996
Resolucién
T
x
75% R H
ErL < 45°
45°
P
F G
Nos piden x.

Como EFGH es un cuadrado

—  m<EHF=m<« GHF=45°

Observamos de L
m< TLR+m<« TLE=180°

m< TLR+75°=180°
— m<«<TLR=105°

Aplicando >4
x+m< TLR=m<RHF+RPH
x+105°=45°+90°
x=30°

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 2

En la figura, la razén entre el perimetro del rec-
tangulo ABCD y el perimetro del rombo ECFD es

B C
E 30°T, F
A D
UNMSM 1987
Resolucidn
B 23 C
2k B 2k
k3 E ] 0% F
0% 5Jg X 30°
2k 2k
A 4 D
2
Nos piden PABCD
2pgcrp

Del rombo ECFD
m<« CFE=m<DFE=30° y
m< CEF=m<« DEF=30°

Sea CF=2k. (En los Ex notables de 30° y 60°)

2p8cp=2k+2k+2k\3 + 2k/3 = 4k(1+/3)

2PgcFp= 2R+2R+2R+2R=8k

2papcp _ 4R(3 +1)

2Pgcro 8k
2Papcp _ 1+ v3
2Pgcrp 2
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Problema N.° 3

En la figura, ABCD es un trapecio, CB=CD=1m,
BD =3 m y la medida del dngulo BAD es 45°.
Halle la medida del angulo ADB.

D c

X B
UNMSM 2010-11

Resolucion

Nos piden m«ADB=x.
Del ADCB
m< COB=m<CBD=q

Del dato DC//AB
m<ABD=m«<CDB — m<ABD=q

AABD (suma de medidas angulares internas)

X+45°+a=180° m

L DCB is6sceles es notable

DB =3pC
= a=30° (m

Reemplazamos (II) en )
x+45°+30°=180°
x=105°

54

Problema N.° 4

En la figura ABCD es un cuadradp de |&dﬁ
DN=6 m. Halle BM. My

C B
M
D N A
UNMSM 291,
Resolucion
“c'l 9 g
[
of |
il
9
o A = |
D N A
b 6 .

Nos piden BM=x.
Como ABCD es un cuadrado
— AB=BC=CD=DA=9

Completamos las medidas angulares en fi*
cion de a. | *

NCBM =\ BAN (A-L-A)
— BM=AN

x=3m




1.

NIVEL BASICO

Del grafico, n-m < 14° Calcule el mayor
valor entero de x.

B) 13° C) 14°

E) 11°

A) 15°
D) 12°

Del grafico, m+n-(a+b) > 96°. Calcule el
menor valor entero de x+y.

C) 49°
E) 47°

A) 51°
D) 48°

B) 50°

En un cuadriltero convexo ABCD, donde
m<BAD=90°, AB, BC y CD toman valores
consecutivos, AB+BC+CD=6 y BD toma el
minimo valor entero. Calcule el perimetro
de la regién triangular BCD.

!

A S B 0 8
D) 10 E) 11

PROBLEMAS PROPUESTOS

En un trapezoide simétrico ABCD, el peri-
metro de la region triangular equilatera ABD
es 24 ¢cm y BC toma el menor valor entero.
Calcule la m< BCD.

C) 60°
E) 106°

A) 37° B) 53°

D) 90°

En un trapecio ABCD (BC//AD), AC+BD=14
y AD=2(BC). Calcule el mayor valor entero
de AD.

A) 7 B) 8 09

D) 10 E) 6

En un trapecio isésceles ABCD se ubica
el punto medio K de la base menor BC,
la longitud de la base media relativa a DA
del triangulo AKD es igual a BA y AB=5.
Caleule la longitud de la base media del tra-
pecio ABCD si m<ABK=127°.

A) 9 B) 8 /Gf?
D) 6 E) 5

Del gréfico BC//AD, AL, KD y LK toman va-
lores consecutivos y AD=9. Calcule PQ/MN.

B) 3/2 (0]
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10.

1.

56

En un romboide ABCD se ubican los puntos
LyKen BC, tal que BL=LK=KC. Luego se
ubican los puntos medios S y M de LD y KA,
respectivamente. Calcule la longitud de la
base media de BKSM si AD=6 cm.

A) 4,5cm
D) 3em

B) 4cm C) 3,5cm

E) 25cm

En un romboide ABCD se ubican los puntos
KySen BC, tal que KS=2(BK)=2, BS=5C,
m<BAS=m<«DAS. Calcule el mayor valor
entero de KD.

A) 11 B) 10 C)

7
D) 8 E) 9

Del grafico, ABCD es un rectangulo, PM=2,
PL=3 y NQ=4. Calcule Q5.
B £
1"-__M JNIF e
Q/Q
o e
A D
A) 0,5 . B) 1 C) 1,2
D) 1,5 E) 1,8

Del grafico, AL=3, BL=KL y la longitud de
una diagonal del rectdngulo SCDK es 10.
Calcule la m« BCK.

A) 30°
D) 53°

B] 3?“ C} 45':'

E) 6go

12. E_n un cuadrado ABCD, al prolg
AD, se ubican los puntos M y N, ta)
MN=AB=2[IJM]=2'-IE cm; luego se
truye el cuadrado MPNQ. Calcule g| Mieng,
valor de BP.

gy

A) 2J7 em
B) J30 cm
C) 42 em
D) v35cm
E) J34 em

13. En un rectangulo ABCD se ubica E en s
region interior y se construye el rectin
gulo DELK, que es congruente al anterio
m<« CED =m<« ECD, BE=CK, EL=4+2]3y

m<ELC = E; Calcule EC.

A) 3
D) 243

B) 4

0 5
E) 5

14, Del gréfico, CK=2, C5=3 y AM=MK. Calcule
ML si ABCD es un rectangulo.

B K C
!,‘n'?ﬂ'- .r‘l
£ n.‘. u","
L. k74
-*"
_,"" M r-‘ 'lin
S \
.4" D
A) 03 o4 O gg
D) 0,6 E) %



15. Se muestran los cuadrados ABCD y DMNL,

16.

17.

tal que DK=3(MK) y MN=5. Calcule el
menor valor entero del perimetro de la

regién cuadrilatera ABCD.
B C
Hq\M
Ky
\.“ N
A s S
L
A) 16 B) 15 C) 4
D) 13 E) 12

Del gréifico, O es el centro del rectangulo,
AL=2(LB), OS=4 y OD toma el menor en-
tero. Calcule x. -

B L s
s
0
X
A D
A) 5° B) 6° c) 7°
D) 8° E) 9°

Del grafico, O es el centro del romboide
ABCE y CD=2(SE)=4. Calcule la distancia
deTakED.

18.

19.

Capitulo IV: Cuadrilateros

B
A) 3/2 B) 5/2 C) 2
D) 4/3 E) 5/4

Del gréfico, O es el centro del cuadrado y
BL=2(LC)=4 cm. Calcule la longitud de la
base media del trapecio mayor.

B L C
o 143°
A S D E
A) 5 B) 6 Q)7
D) 8 E) 9
NIVEL INTERMEDIO

Sea el cuadrado ABCD. En la prolonga-
cién de AD se ubica el punto Q y se cons-
truye el triangulo equilitero APQ, tal que
BC nAP={T},CePQ y TQ n CD={L).
Calcule m« TLP.

A) 60°
D) 75°

B) 15° C) 45°

E) 30°
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20.

21,

23.

24,

28

™

En un trapecio rectangulo ABCD, recto en A
¥ B, M es punto medio de ﬁ, BM ~ AC=L,
Si m«CBM=m<«BAC+20°=35° y BM=18,
calcule AL,

A) 9
D) 18

B) 32 C) 243

E) 6

Sea ABCD un rectangulo. En la regi6n exte-
rior relativa a AD se ubica el punto P, tal que

AC A BP=M. Si m«BMC=m<« BPD, AM= 4y
PD=10, calcule BD.

A) 7
D) 18

B) 6 C) 5

E) 14

En un paralelogramo ABCD se traza BH | AD
(HeAD) y BH n AC={L}.
Si m« BCD=3m« CAD, calcule LC /CD.

A) B) = < 2

E) 3

wira malea

En un trapecio ABCD, BC//AD,
CD BC AB

—_——— D= !
10711 1g ¥ AP=BCHCD
Calcule m<«BAD.

A) 16°
D) 74°

B) 30° C) 53°

E) 37°

En un trapecio ABCD, las diagonales trise-
can a la base media. Calcule la razén de las
longitudes de las bases,

1 1 C
A.)E B) ; )

D) 3 E)

Colhg b =

25.

27.

28.

En un rombo ABCD se traza EHJLAD H
tal que 2(4AH)=
calcule m<« CFD,

cAD
3(HD). Si ACn BH*{F}

A) 75° B) '—“f_ ) 121
by 137 135°
2 2

EnunromboABCD se ubica el punto Tep f:n

tal que TB ~ AC={F}. Si m{CEFaEm{um
y FT=TD, calcule m<BAD.

A) 30°
D) 45°

B) 15° C) 5392

E) 45%2

En un romboide ABCD se traza BH y BM, los
cuales son perpendiculares a AD y DC, res-
pectivamente (H en AD y M en DC). La bi-
sectriz del angulo ADC interseca al lado BC
en F. 5i BH=8, BM=14, calcule la distancia
de F hacia AB.

A) 6
D) 1

B) 7 C) 8

E) 5

Sea ABCD un paralelogramo, tal que
AM=MD, BL=b, AH=a y CT=d. Indique 2
relacién correcta.

B C
d
b

T

A

H
A) a=b+d B) 2a=b+d C) 2a=b-d
D) 3a=b+d E) b=atd

- 4



Capitulo V

i« Circunferencia
OBJETIVOS

* Estudiar la definicién de la circunferencia y los elementos asociados a ella.

=  Utilizar las diferentes relaciones entre los elementos de una circunferencia para calcu-
lar las medidas angulares de los arcos utilizando los 4ngulos en la circunferencia.

@ Definicion

Es la figura geométrica plana cuyos puntos
equidistan a un punto fijo del mismo plano.

El punto del cual equidistan los puntos de una
circunferencia se denomina centro y a la distan-
cia entre él y un punto de la circunferencia se le

denomina radio.

Elementos asociados

* Centro: 0

*  Radio: OA (OA=R)

*  Cuerda: MN

* Didmetro: Iﬁ. AB=2R
* Recta secante: n

* Recta tangente: m

-

* Recta exterior: (
* Punto de tangencia: T =
*  Arco AM (parte de una circunferencia): AM

@ Angulos asociados a la circunferencia

Son aquellos d4ngulos cuyas medidas guardan
relacién con las medidas de los arcos.

ANGULO CENTRAL

< AOB: angulo central

Se cumple

ANGULO INSCRITO

< AOB: angulo inscrito

Se cumple m
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ANGULO SEMIINSCRITO c.  Formado por dos lados tangentes , "
A cunferencia. Ciy.

T: punto de tangencia

< ATB: angulo semi-
inscrito

Se cumple

Ty P: puntos de tangencia
O: punto exterior

< TOP: angulo exterior

< AOB: angulo interior Se cumple

O: punto interior

Se cumple

Ademas
[ oa+m=180" ]
ANGULO EXTERIOR ey
a. Formado por dos lados secantes a la circun- e = \
ferencia; * En la semicircunferencia (AB)

O: punto exterior

A i
\ <« AOB: angulo .
B exterior '
mﬁ O  Secumple |

B -

Si P es un punto de la semicircunferen-

ciay AB es diametro, entonces

* En el cuadrante (.TB]
A

b. Formado por un lado tangente y el otro se-
cante a la circunferencia.

5 T: punto de tangencia
O: punto exterior

< AOT: angulo exterior

Se cumple
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® Propiedades fundamentales

. Si T es punto de tan-
gencia, se cumple

‘ a=90°

Si ON LAB,
" se cumple

AT=TB

Ademas

Si AB=CD,
se cumple

a=p

g

Ademas

SiAB//CD,
se cumple

Capitulo V: Circunferencia

También
A N\B Si AB// @ y T es
punto de tangencia,
b . se cumple
o=p

Si Ty P son puntos
de tangencia, se
cumple

OT=0FP

r Ademas

- MNoTta ™

/
* Circunferencias tangentes exteriores

Se cumple que
Oy, Ty O, son
colineales.
Ademas

mAT =m7B

* Circunferencias tangentes interiores

Se cumple que
DE! 04 Y T son
colineales.
Ademés

mﬁ. = m'ﬁ'

En ambos casos, T es punto de tangencia.

\_ ‘ s
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ProBLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 1
En la figura, PQ=18 cm y CD=6 cm. Calcule la
longitud del didmetro AD de la semicircunfe-

rencia.

B C
7P QX
( C
A D
UNMSM 2009-1
Resolucion
! 18 cm
B P/H cm H 9cm \Q C
7 % g
i ; r.
... 6emu i 6 cm
al “u:.- - r]
A (8] D
Nos piden AD=x.

Dato: PQ=18 cm
CD=6 cm
Se sabe que el didmetro
x=2r
Trazamos EH.P_Q; por teorema
PH=HQ
— HQ=Y9cm

En el b OHQ, por teorema de Pitagoras,
r*=(6 cm)*+(9 cm)*

- r=2~§@'cm %

x=ABem i)
AN

62 ' il

Problema N.° 2

En la figura, BD=BCy la medida de] areq B .
igual a 5x. Halle el valor de x. 3

D
20°7
A vﬂ C
UNMSM 20104
Resolucion

Nos piden x.

Datos: mAFﬁ =5hx

BD=BC
En la circunferencia, por 4ngulo inscrito
Sx
o=— m
2

En el Aisésceles DBC
a=p+20°
Pero como p=20°
- a=40° (n

Reemplazamos (1) en ()

400= 3%
2

x=16°



Capitulo V: Circunferencia

Problema N.° 3 G i
En la figura, los puntos A, B 'y C son centros de x=AC+BC+AB
las circunferencias tangentes. Si el radio de la
circunferencia mayor es 5 cm, halle el perime-
tro del tridngulo ABC.

x=h cm-a+5 cm-b+a+b

x=10cm
: Problema N.° 4
En la figura, A ¥y C son puntos de tangencia.
.' Calcule la medida del Angulo inscrito ABC en la
’ circunferencia.
F

UNMSM 2010-1

BC

UNMSM 2010-11

Resolucion

Nos piden x.
Donde x es perimetro de la regién AABC. Nos piden x.
Por angulo inscrito

Dato: R=5 ¢m AC
‘ mAC
Considerando que Q, F y T son puntos de tan- s 1))

gencia, sabemos que
Por teoremas, en la circunferencia

mAC +40°= 180°
— ™AC = 140° (i

T, Ay C son colineales
Q, By C son colineales
A, Fy B son colineales

~ AC=TC-AT=5 cm—a Reemplazamos (1) en (I)

140°
BC=QC-QB=5cm-b X = =
AB=a+b s x=70°
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PRoBLEMAS PROPUESTOS

NIVEL BASICO

1. En el grifico, mOB = 40°. Calcule mAM.

A) 40°
B) 20°
C) 50°
D) 60°
E) 30°

2." En el gréfico, mAM=mBC = 40°. Calcule x.

A) 20° B) 50° C) 25°
DJ 45“ E] 30_0

3. Enel grafico, mMN — mAB = 30°. Calcule x.

A) 30° B) go
D) 150 C) 100

E) 4592

Se liene una bcmlc:rcunrerenma de g;
trnAB Se traza la cuerda CE, tal Que CF, E
En CE y AE se ubican los puntos ) VE
pectivamente, tal que CDEF es yp Paraje h
gramo. Si mAC =40°, calcule m<DCF

A) 70° B) 20° C) 500
D) 30° E) 400

En una circunferencia se traza e| didmet,
AB, y las cuerdas TB y AQ, las cuales se ,
tersecan en M. Si m<AMT=60y el radig ¢,
dicha circunferencia es 6, calcule la dista.

cia del centro de la circunferencia hacia
cuerda TQ.

A) 6 B) 3 C) 3.3
D) 23 E) V3

En el grifico, mAB = 3a. Calcule x.

45° 45° 53¢
Ry = C) =
2 Ty 2
> 3
g E)




Capitulo V: Circunferencia

7. Delgrafico, Tes punto de tangencia. Calculex. ~ 10. Del grdfico, AB//SC, AD//SL,

mAB="CL _mSL_ v mAS>60°. Si &

2 3
toma el mayor valor entero, calcule mDC.

A) 52° B

B) 54°

C) 56° 4

D) 58°
. E) 60°

A) 16° B) 17° C) 18°
D) 19° E}) 20°

8. Del gréfico, 2(mAB)=mASE y KL=1. Si KB 11. g:ll glraiﬁ-;:o, mm:zzz(:n,u.j 3; a}ﬁu.
toma un valor entero, calcule mE. cule el mayor valor entero de la maAL.

- A) 59° B) 58° C) 57°
A) 100° B) 110° C) 115° D) 56° E) 55°

D) 120° E) 135°
12. Del grafico, A y T son puntos de tangencia, y

9. Del gréfico, AS=8, AC=CBy AC toma el me- 53°
o=—,
nor valor entero. Calcule m«SKL. 2 Calcule BC.
(K: punto de tangencia)

B
A) 14°
B) 15° C
C) 16°
D) 17°
K

A) 32 B) 42 5
D) 6v2 g ?:g
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radio 16. En el grafico, mMN = 2mRS =2,y T Fyn

13. Del gréfico, S es punto de tangencia, el
son puntos de tangencia. Calcule x,

mayor es 6 cm y el radio menor €s 2cm, ¥
00, =LS. Calcule LK.

A) 37°
A) 2J3cm B) ;g‘“
B) 2J5cm g ol
s E) 90°
D) 247 cm
E) 442 cm

14. Del gréfico, mBL=mLT,AB=BO=10 y

LK
=12, Cal —_
BT=12. Calcule IS

A) 3
B) 4
Q5
D) 6
E) 2

L A) 60° B) 53°2  C) 3°
15. Si BF=FO, 2(0M)=3(MN), mAB=mBCy D) 53° E) 37%2

mDN = mfﬁ', calcule mCE.

B NIVEL INTERMEDIO

A/; _\C 18. Desde un punto P exterior a una circunfe

rencia se trazan los segmentos tangentes /A

Ot.. y PB (A y B son puntos de tangencia). Lueg?
= se traza la secante PST, donde Sy T son 1%
M puntos de interseccién. El punto R s€ ubk
P \-__—/E ca en ST, tal que AP=RP. Si m<«ARB=1 10
N calcule mATB.
Aok o C) 90° A) 330° B) 70° c) 220°
R E) 72° D) 210° E) 320°
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Capitulo V: Circunferencia

19. Exteriormente al cuadrado ABCD se cons- 23. Los puntos Q, T, M y P son de tangencia.
truye una semicircunferencia de didmetro Si r = /3, calcule AM.,
BC. En el arco BC se ubica el punto L. Si
AL=2(BL), calcule m<ALC.

A) 60° B) 5392 C) 3792
D) 120° E) 90°

20. En un cuadrante AB de radios OA y OB se -
ublcaelpuntoNysetrazaﬂMJ_Mw’ Me AN & /
Si MB=5(AM), calcule m< OMB. g

A) 30° B) 37° C) 74° A) 243 B) V3-1 0O 3
D) 16° E) 53° D) 1++3 . E) 2V3-1
21. SimAB=a+71° calcule a. 24, Sean las circunferencias %, y &, tangentes
interiores en el punto S. Desde el centro O
A) 21° de %, se trazan los segmentos tangentes OF
B) 19° y. OP a la otra circunferencia, ademas F y P
C) 15° son los puntos de tangencia. Si la razén de
D) 14° radios es de 3/8, calcule la m< FOP.
E) 13°
A) 60° B) 74° C) 53¢
D) 37° E) 75°

22. Sean F, T y M puntos de tangencia. Si R=4y
r=2, calcule FL. 25. Sean T, FyL puntos de tangencia.

OA=4(AM)=4 y MF=6. Calculer.

A) 3 B) 2 C)
]

A) 3 B) 2 €)1

D) D) 1,5 E) 2.5

FgRI-)
thjoe woloe
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26.

27.

68

Se tienen las circunferencias ¢ ¥ v, tan-
gentes exteriores, CUyos radios miden 3y 4,
respectivamente. Se traza el segmento lan-
gente comun AB (A y B son Entus de tan-
gencia, respectivamente). Si AQ, interseca a

la @, en el punto M, y O, es centro de %,

calcule mAM.

C) 60°
E) 30°

A) 37°
D) 3792

B) 53°

En el grafico, Ty M son puntos de tangencia.
Si TA=6 y AM=4, calcule TL.

A) 5
D) 6

B) 2J6 C) 24

E) 10

Del grafico, los radios de las circunferencias

son de 6 y 2 cm. Calcule la distancia entre
los puntos medios de LO y El.

29. Se tienen dos circunferencias no ¢

30

31.

D) 2 E) 24

nales @ y ‘@, de centros Oy 0,, qu:‘?,;
secantes en A y B, Si la suma de los r
de dichas circunferencias es 7, i“diﬂueh
cantidad de valores enteros que Puede i,

mar 0,0,.

A) 7
D) 4

B) 5 C) 6

E) 3

. Se tienen dos circunferencias ortogonales
congruentes que se intersecan en 4 yB, §
el perimetro de la region triangular 00,
es 2(2++v2) cm (0, y O, son centros de -
cunferencias), calcule la distancia entre los
centros.

A) 2cm
D) 2J3 em

C) V2em
E) 2J2cm

B) 3cm

Del grafico, mLS = 2(mCD).

Si mAB -mKR = 48°, calcule x.

B

A) 56°
D) 64°

B) 60°




Cuadrilatero inscrito
en la circunferencia

Capitulo VI

OBJETIVOS
« Conocer las definiciones del cuadrilatero inscrito e inscriptible.
« Establecer los principales teoremas del cuadrildtero inscrito e inscriptible.

® Definicién 2. En todo cuadrilatero inscrito, la medida de
un angulo interior es igual a la medida del

Es aquel cuadrilatero cuyos vértices pertenecen angulo exterior opuesto.

a una misma circunferencia.

B
H I3 -
SiA,B,C,De @ C [ABCD:inscritoen @

€
— [AABCD esta —

inscrito en %. o

Generalmente al cuadrﬂ&ter_u inscrito en una 3. Entodo cuadrilatero inscrito, las diagonales

circunferencia se le llama cuadrilatero inscrito. determinan angulos de igual medida con
los lados opuestos.

TEOREMAS
l.  Entodo cuadrilitero inscrito, la suma de las

medidas de dos angulos internos opuestos
es 180°,

[AABCD: inscrito en ¢

. | a+p=180° I [A\ABCD: inscrito en ¢
.
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® Cuadrilatero inscriptible

Es aquel cuadrilatero po

cumplir por lo menos uno de los teoremas del cuadrilatero

Si a+p=180°

— [ABCD es inscriptible.

2. X
8.c
B
L
A D
Si =80
— [ABCD es inscriptible.
3.

Si =y

— [ABCDes inscriplii:le.

70

r cuyos vértices puede pasar una misma circunferencia, para ello g, deby

inscrito.

% Las lineas discontinuas representan

una circunferencia imaginaria.

€: Las lineas discontinuas representan
una circunferencia imaginaria.

%. Las lineas discontinuas representan
una circunferencia imaginaria.




Capitulo VI: Cuadrilatero inscrito en la circunferencia

\LBSH es inscriptible y
MALSC es inscriptible.

Del grafico, MN// PQ.

2. B
P
R
A C H
1
A r C
D .

[AARHT es inscriptible.
[ACPHT es inscriptible.
[COABRHP es inscriptible.

[AABCD es inscriptible.

3. € 6. Sio=p,
B AB=BC y AD+DC
' , - c
o
A D i D

[AABCD es inscriptible. — [AABCD es inscriptible,

71



PROBLEMAS RESUELTOS

20

Problema N.° 1 ComomBCD =20 — m<BPD= 50
En la grafico, BH=8 cm y HP=12 cm. Halle BC. APDS es isosceles (SD=PD)
— x+8=12
¢ C
x:‘" cIm
B
A / - D Problema N.° 2
. En el grafico mAPM =70°. Halle x.

F

Resolucion

Nos piden BC=x.
Se prolongan PB y DC hasta S,
m<BAH=m«BSQ Nos piden x.
CAABCD inscrito en @ Se sabe que AF//ED — m<AFC=x.
= m<BAD=6=m<BCQ @ por < inscrito, mMC = 2(40°+10°)=100"
Como podemos ver, m« SBQ=m« QBC=90°-0 €\: por < inscrito, x = e +2] L

— ,HS=BC=I x_ssu
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Capitulo VI: Cuadrilatero INscrito en la circunferencia

problema N.° 3 Problema N.° 4
gn el grafico A, B y D son puntos de tangencia.

S En el gréfico, T es punto de tangencia y
e| valor . PR
Halle mPR =60°. Halle x.

Nos piden x.

En la circunferencia menor, por teorema

mDB + m<« DMB=180° WO pcer.X. &P
' Por < inscrito, m« PWR = — =13(°,

140°4+ m< DMB=180° 2
- m<DMB=40° [APTWR inscrito, se traza TR
Por « semiinscrito, m¢FAN=¥ = m«TRW=m<TPW=q

mAF Como m<TRN=m«<TSN=a
Por« i ito: - —
mecrito: meAEF=—3 . [O\TNSRes inscriptible, por lo cual

= MaFAN=m<«AEF=a m< TNR=m< TSR=50°
AMEA: por teorema del <« exterior en A ANWC: < exterior en N

Xto=a+40° x+30°=50°

x=4(° s x=20°
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PROBLEMAS PROPUESTOS

NIVEL BASICO 4. Setiene el hexagono ABCDEF inscritg &
-~ circunferencia. Si m<ABC+m<AFp-..
1. Del grafico adjunto, la mAB =40y el T ‘

la rniﬁ’ = 50°. Calcule x.

A) 120° B) 110° C) 700
D) 135° E) 1250

/.

5. Enelgrafico, a+mBC =100°, ﬂ+m;ﬂ=lznn

Bg X ‘ y los puntos T'y P son de tangencia. Calcyj, .
“ W
A) 42° B) 45° C) 44°
D) 40° E) 20°

2. Del grafico adjunto, calcule x.

.,r-"L:"—
A) 12° \
B) 18° ~.
C) 15°
D) 9°
E) 140 2y A) 80° B) 70° C) 65°
B D) 75° E) 40°

3. Del grafico adiunm,' calcule x.
6. Enelgréfico, six-y=60°y FT=TL, calculex.

:; Eg: = bl oL~ A) 90° B) 80° c) 70°
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Capitulo VI: Cuadrilatero inscrito en la circunferencia

7. Enelgréfico mAB=Py E‘u—g =300 Calcu-  10. Del gréfico, si a+p+0+y < 80°, mAB=2p ¥

le mFS.

A) 30°
B) 15°
C) 45°
D) 60°
E) 15%2

A) 100° B) 101° C) 102°
D) 105° E) 108°

En una circunferencia se inscribe el rectan- 11. Del grafico adjunto, la mAB =mBC = 70°.

gulg&ﬂ% En BC  se ubica el punto Py se tra- Calcule x.

za PH LAD (H € AD), tal que 3(AH)=2(HD).

Si E!‘,’Bﬂ, calcule m< BCPF. A) 40° C
B) 70°

A) 30° B) 3792  C) 5392 C) 35° P A
D) 60° E) 37° D) 50° e
E) 55° " £
A

En el gréfico, mEG =160°, m<ATM=40°,

AB=BC y CD=DE. Calcule x. (A, My E son : .

puntos de tangencia). 12. Del grafico adjunto, la mMN =50y
; lamAB = 30°. Calcule m«<MFH.

A) 40°
B) 35°
C) 25°
D) 20°
E) 30°

A) 20° B) 10° C) 25°
D) 40° E) 15°

mCD = 28, calcule el menor valor entero de x.
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13. Del grafico adjunto, 0O es el centro del cua-

drado TPQR. Calcule x. .
(Ty M son puntos de tangencia)

A) 135°
B) 120°
C) 115°
D) 150°
E) 100°

14. Del grafico, ABCD es un romboide. Calcule x.

B C
X
(4}
-
A D
A) 2a B) 3a/2 C) 30°+a
D} 90° - E) 60°—q

15. Del grafico adjunto, AD//MN y mAB = 40°.
Calcule mCD,

B) 20° C] 30e

E) 400

A) 258°
D) 50°

16. En la region interior de un tri;{z.__ng,ﬂ ABC 5,
ubica el punto P; en los lados AB, BCy 4¢
ubican los puntos R, S y T, respectivamep,
te. Si los cuadrilateros ARPT, BSPR y spre
son inscriptibles, ademas PT//AR, RP 185,
m<« BAC=70°, calcule m<ACB. :

B) 70° C) 35

E) 100

A) 20°
D) 40°

17. En una circunferencia de centro O, el radio
OM y la cuerda AB se intersecan perpen-
dicularmente en el punto T. Se prolonga
la cuerda AB y en ella se ubica el punto P,
luego se traza el segmento tangente PH, ld
que MH ~ AB={F}. Ademas se traza OP,
OP L MH={D}. Si m«TDO=70° calcule
m<« MPF.

A) 70°
D) 40°

B) 20° C) 35°

E) 5°

NIVEL INTERMEDIO
18. Del grafico, calcule x.

C) 32°
E) 36°

A) 28°
D) 34°

B) 30°




19. Del grafico, o >100°. Calcule el mayor valor

Capitulo VI: Cuadrilatero inscrito en la circunferencia

22. Del grafico, K y § son puntos de tangencia.

entero de x. Calcule x.

A) 45° B) 46° C) 48°
A) 37° B) 38° C) 39° D) 50° E) 52°
D) 40° E) 45°

23. Del grafico, AS=SK, DC=4, BC=3 y DB

20. Del grafico, calcule mABC. toma el mayor valor entero impar. Calcule x.

21.

A) 60°
B) 53°
C) T4°
D) 90°
E) 92°

24. Del grafico, a+0 < 48° y mSAN = 6x.
Calcule el menor entero de x.

A) 120° B) 140° C) 142°
D) 144° E) 146°

En un cuadrildtero inscrito ABCD en la
circunferencia @, la m«BCD > m«CDA y
m< BAD=49°, Calcule el menor valor entero
de la m<ABC,

A) 450 B) 48° C) 49° A) 28° B) 29° Q) 27°
D) 50° E) 51° D) 30° E) 24°
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25. Del grafico, mKS = 2x, Calcule x. 28. En un triangulo ABC se trazan las 4

ﬁN,EE se intersecan en K; Jye 0se
MS LCK (S € KC). Sim< SMC=2(m tragg
MC=10, calcule MS, BM"}F

Urag i

A) 6 B) 8 0) 5
D) 7 E) 5,3

29. Del grafico, AK//BD y la mBLC = 48°
Calcule la m <« BNS.

A) 12° B) 14° C) 16°
D) 18° E) 20°

26. Del grafico, a+p=132°. Calcule mKL + mLS.

L

A) 22° B) 23° C) 24°
| _ D) 25° E) 26°
A) 60° B) 90° C) 920 o - —
D) 94° E) 96° 30. Del grafico, mLK = mNS y mCKE = 84°,
Calcule x.

27. Del grafico, a+8 < 132°. Calcule el mayor K
entero de x.

N— E
B e L
L] (71 A
' X i
X
i N
4 A \_/[}\\\‘_’5
A) 130° B) 131° C) 132° A) 420 B) 43° C) #°
D) 133° E) 134° D) 45° E) 46°
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Puntos notables

asociados a un triangulo

OBJETIVOS

Capitulo VII

* Estudiar las definiciones de los puntos notables, del baricentro, incentro, ortocentro,

circuncentro y excentro.

* Reconocer su ubicacién respecto al triangulo.

* Relacionar los elementos asociados a través de leoremas de cada punto notable,

® Puntos notables

Se les conoce asi a los puntos ubicados ya sea
en el triangulo, en su regién interior o en la re-
gion exterior de un tridngulo determinados por
las lineas notables.

Estas lineas notables asociadas al tridngulo son:

* La mediana, la cual siempre se ubica en la
region triangular.

* Labisectriz interior, que se encuentra en la
region triangular. '

* La bisectriz exterior, la cual se ubica en la
regién exterior del tridngulo, excepto un
extremo.

* La altura como segmento puede ubicarse
en la region triangular o en la region
exterior, excepto un extremo.

En cambio, una parte de la mediatriz, por ser
una recta, esta contenida tanto en la region in-
lerior como en la regién exterior del tridngulo.

BARICENTRO
Es el punto de interseccién de las medianas de
un triangulo.

Graficamente

G: baricentro de la regién triangular ABC

Dicho punto determina en cada mediana dos
segmentos, cuya razon de longitudes esde 2a |.

Se cumple

=

BG=2(GM)
AG=2(GN)
CG=2(CQ)
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ORTOCENTRO
Es el punto de concurrencia de las alturas o de

sus prolongaciones.

Graficamente, su ubicacién depende del tipo de
triangulo.

El AABC es acutangulo.
B

. Se cumple
"’
AN
A R C
H: ortocentro del tridngulo ABC

El AABC es obtusangulo, obtuso en B.

Se cumple

0=y

T: ortocentro del tridngulo ABC

El AABC es rectangulo, recto en B,
A

B sy
B: ortocentro del triangulo ABC

INCENTRO

Es el punto de interseccién de las bisectrices in-

teriores de un tridngulo.

80

triangular. .

I' incentro del AABC

El incentro equidista de los lados del triangyl,,

Se cumple

m<AIC =90° + m<ABC

; NoTta

Como el incentro equidista de los lados de u:li
tridngulo, también es el centro de una circunfe- |
rencia que es tangente a los lados del tridngulo. |

‘€: circunferencia inscrita en el trién;guh-'ur
AABC: circunscrito a @

r: inradio del AABC
k_ e

CIRCUNCENTRO

Es el punto de concurrencia de las mediatric®
de los lados de un triangulo.

Graficamente, su ubicacién respectoal widng
dependera de la naturaleza de dicho trian




Capitule VII: Puntos notables asociados a un triangulo

£l AABC es acutangulo.

O: circuncentro del AABC

0: centro de la circunferencia circunscrita al
AABC

R: circunradio del AABC

Se cumple
m<AOC=2m<ABC
[ AO=0C=08B ] m<AOB=2m< ACB
m<BOC=2m« BAC

El AABC es obtusangulo, obtuso en B.

O: circuncentro del AABC

O: centro de la circunferencia circunscrita al
ANABC

R: circunradio del AABC

Se cumple

==3

" m<«<AOB=2m<«ACB
m< BOC=2m<«BAC

El AABC es rectangulo, recto en B.

O: circuncentro del AABC

O: centro de la circunferencia circunscrita al
SNABC

R: circunradio del AABC

Se cumple

[ AO=0B=0C ]

EXCENTRO

Es el punto de concurrencia de dos bisectrices
exteriores y una bisectriz interior trazada desde
el tercer vértice.

Este punto notable se ubica en la region exterior.
El excentro equidista de los lados de un tridn-

gulo, por eso es el centro de la circunferencia
exinscrita a dicho triangulo.

@ circunferencia exinscrita al AABC, relativa a BC
E_: excentro del AABC, relativo al lado BC
ro: exradio del AABC, relativo al lado BC
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El tridngulo tiene un excentro relativo a cada

lado, es decir, tiene tres excentros.

Se cumple

[ m-tAEuC:lzm{AHC ‘

® Teoremas asociados

CIRCUNFERENCIA INSCRITA EN EL TRIANGULO

Es aquella circunferencia cuyo centro es el in-
centro del tridngulo y es tangente a los lados del

triangulo.

. circunferencia inscrita en el tridngulo ABC
M, Qy T: puntos de tangencia

Se cumple

Donde p es semiperimetro de la region triangu-

lar ABC .-
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CIRCUNFERENCIA EXINSCRITA AL TRIANGyyq
Es aquella circunferencia cuyo centrg gg el gy,
centro del triangulo, y es tangente a yp Ia.:jn},
la prolongacion de dos lados del tridngy|q

A I ¢
| t -

Donde p es semiperimetro de la region triangy.
lar ABC.

TEOREMA DE J. V. PONCELET

En todo triangulo rectangulo, la suma de las lon.
gitudes de los catetos es igual a la longitud de Iz
hipotenusa mas el diametro de la circunferen.
cia inscrita en dicho tridngulo.

"N

En el 5 ABC, r es inradio

Se cumple
\ a+c—b+2r

Teorema pE H. Piror

En todo cuadrilatero circunscrito a una circur
ferencia, la suma de las longitudes de los lad0s
opuestos son iguales.

s

O\ABCD circunscril0
Se cumple

AB+CD=BC+AIJ




Fr.ul]hma Ha-' 1

gn el gréfico, AB=15 cm y BC=36 cm. Halle la
medida del radio de la circunferencia inscrita en
ol triangulo ABC.

A

N

B 52

UNMSM 2005-1

Resolucidn

A

15 em

Nos pidenr.
Por teorema de Poncelet en el INABC

15 cm+36 cm=t+2r . 0]
Por teorema de Pitdgoras en el NABC

(15 cm)®+(36 cm)?=¢?
= (=39 cm an
Reemplazamos (if) en (1)

15 cm+36 cm=39 ecm+2r

r=6 cm

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 2

En el tridngulo ABC, calcule la distancia del
baricentro al vértice C, siendo CD diametro de
la circunferencia, BC = 12J/5 m y OD=30 m,

B

O

UNMSM 2005-11

Resolucion

Nos piden GC=x.
Donde G es baricentro de la regi6n triangular ABC.

Por teorema del baricentro
GC=2(GH) - x=2(GH)

X

GH=—

g 2
Observamos en el N CBD
BC 125 5 1
CO” 60 5 5

AP

2
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Por teorema

L8]
wdu

En el isCHB: notable de 5 sabemos que 5 c
x=90"=- 2
CH BC
185 90°
1 “Irg X= 9[]1') - —2-'
d i
X4+ x..':d'-ls
3 1245
1 J5 i
Problema N.” 4
x=8m En el grafico, halle x.
Problema N.° 3

{Cuénto vale el 4ngulo formado por las bisectri-

ces de los angulos exteriores adyacentes a los

4angulos agudos de un tridngulo rectangulo?
UNMSM 2005-11

Resolucion Resolucion

Nos piden x.
; - Observamos que / es el incentro del AABC-
Nos piden x.
Datos: Por teorema i
»  AE:bisectriz del 4ngulo exterior - x=90°+ mxABC
»  CE: bisectriz del 4ngulo exterior
0, 6"

Observamos que x =90+ 2

E es el excentro del AABC. S x=118°

84




1.

NIVEL BASICO

Del grafico, G es baricentro del triangulo
ABC,AB=BC y m«GAC=45" Calcule x.

C

A) 15°

B) 14°

C) 3792

D) 539%2

E) 16° G

B A

En el grafico adjunto, G es baricentro del
OAABC, AM=MC,AF=2(MG) y m<AFC=110°.

" Calcule m«MGC.
‘B
F
A M c
A) 70° B) 20° C) 55°
D) 35° E) 40°

En un tridngulo ABC se trazan las medianas
AM y BN, las cuales se intersecan en P. Si

AB=2(MB)=2(AN), calcule m< BPM.

C) 3
E) 53°

A) 30° B) 45°

D) 60°

En un tridngulo ABC se ubica el incentro I
tal que m<«<AIC+m<ABC < 180°, Calcule el
mayor entero de m< ABC.

PRoBLEMAS PROPUESTOS

C) 58°
E) 60"

A) 45° B) 46°

D) 59¢

En un triangulo ABC de incentro /
I(m<ABC)=2(m<BCA) y la

m< BIA-m<« CIA > 30°

Calcule el menor valor entero de lam < ABC.

C) 120°
E) 1187

A) 122° B) 121°

D) 119°

Del grafico, M, N y L son puntos de langen-
cia, y AK=KO. Calcule x.

C) 45°
E) 60°

A) 76° B) 44°

D) 48°

Del grafico, R y P son ortocentros de los
triangulos ABM y CMD. Calcule x+y.

A) 35°
D) 140°

B) 40°

C) 20°
E) 70°
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8.

10.

1.

86

Si TC=3(MT) y M es ortocentro del AABC,
calcule x.

B
F
M
i
A R : C
A) 15° B) 30° C) 14°
D) 8° E) 3792

Desde un punto P exterior a una circunfe-
rencia se trazan los segmentos tangentes
PE'y PF (E y F son puntos de tangencia). En
el arco EF se ubica el punto M, el cual es el
ortocentro del A PEF. Calcule m<PME.

A) 137°
D) 45°

B) 60° C) 153°

E) 120°

En un tridangulo ABC se traza la bisectriz in-
terior AM y en ella se ubica el incentro P. Si

m< ABC

PC=MC, calcule m
2 | 3
A) = B) — C) -
) 3 ) 2 ) "
| 1
D) - B =
) 3 2

Sea O incentro de los tridngulos ABC y PQR.
Si m« ABC+m<« PRQ=q, calcule x+y.

12.

13.

14.

A) 904+
B) 2
& H_E
C) 180 5
D) H0Y-w
E) 3w

En un triangulo ABC se ubica e| incentrg |

tal que m BIC = 90°+ DEACB

Si AC=AB, calcule m< ACI.

A) 80°
D) 100°

B) 10° C) 20°

E) 30°

En un triangulo ABC se traza la ceviana inje-
rior BF: en BF se ubica el circuncentro O del
AABC. S5i OF=FC y m<FBC=25° calcule
m<AFB.

A) 80°
D) 100°

B) 50° C) 75°

E) 65°

En el rectangulo ABCD mostrado, 0, y 0
son circuncentros de los triangulos ABK ¥
CDK. §i 3(0,0,)=2(BC(), calcule x.

B C
X
o, N .o,
A D
A) 53° B) 37° C) 60°
D) 45° E) 75




15. Enun triAngulo acutangulo ABC de incentro

16.

17.

Capitulo VII: Puntos notables asociados a un triangulo

| y circuncentro 0, si mxACB=2m<«ABC,

calcule m« A/IB+m<ACO.
A) 45° B) 135° ) 120°
D) 60° E) 180°

Del grafico se muestra el trapecio ABCD
(AB no paralelo a CD), A es el excentro del

ABCD. Calcule x+y.

B c

A D
A) 60° B) 70° C) 90°
D) 50° E) 75°

En el grafico adjunto, E y F son excentros de
los triangulos MCD y ABM, respectivamente.
Si a—p=110°, calcule x+y.

B
C
M
A D
Ef)o
B
F
A) T70° B) 140° Cc) no°
D) 20° E) 55°

. Del grafico, ABCD es un cuadrad

NIVEL INTERMEDIO

18. En un tridngulo ABC se trazan las medianas

AM y BN, que se intersecan en L; luego €n

AL se ubica T, tal que AT=LM y, finalmente,

se lraza la mediana TK del triangulo BTM,

TK ~ BL=1{S). Si L§=14 cm, calcule LN.

A) l4cm B) 18cm C) 21 em
D) 28 cm E) 32cm
o, N es

AB
punto de tangencia, KN = = y NS=18 cm.

Calcule NO.

B C

K
N (0]
v\ S

A ' D
A) 26 cm B) 30 cm C) 32cm
D) 36 cm E) 38 cm

. En un tridngulo is6sceles ABC de base AC

se uhi_ca el punto medio K de E, se traza
E_F'J.AC (P € AC), luego la prolongacién de
PK interseca en L a la prolongacién de CB,
fﬂemfl.s. se ubica el punto medio S de LB y
AS N LK={U}. Si BK=6, calcule el menor
valor entero de AS.
B) 10 C) 9
E) 12

A) 8
D) 11
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21. Del grafico, calcule el inradio del NATB

24,

88

si BM=14 y R=6/2.

B
A) V2
\)
B) 15 h
o) 1 s
D) 2 2
E) 242

Sean N, L, F y M puntos de tangencia,
BC+AD=18 y AB+FD=14. Calcule LC.

A M D
A) 1,5 B) 1 C) 2
D) 2,5 E) 4

En un tridangulo rectangulo ABC recto en B,
AB=a+2, BC=2a+8 y AC=3a+2. Calcule
su inradio.

A) 3 B) 4 C) 2

D) 1 " E)S5

En un tridngulo acutangulo ABC de circun-
centro O se traza OM LAC (M € AC), tal que
la m<ABC=2(m<« OCM). Si OM=4, calcule
el circunradio.

A) 5 B) 6

D) &

C) 7
E) 19

25. En un triangulo acutangulo ABC se Ubicy
circuncentro O. 5i m«BAC > mqpe |
que la relacién correcta. e

A) m<OCB=m<«0CA

B) m«<OCB > m«OCA
C) m«OCB < m«0OCA
D) m«OCBzm<0CA
E) m«OCB<m<«0CA

26. En una circunferencia ¥ de centro 0 ¢
trazan las cuerdas AB y cD que no son para.
lelas. Respecto a lo anterior, indique la aler.
nativa correcta.

A) AC yB_D se intersecan en 0.

B) ADy BC se intersecan en O.

C) Las mediatrices de AB y CD no pasan
por O.

D) Las mediatrices de AB y CD pueden pz
sar por O. L

E) Las mediatrices de AB y CD pasan por(.

27. Del gréfico, calcule ;




Capitulo VII: Puntos notables asociados a un triangulo

28, En un triangulo ABC se ubica el punto K A) 8 B) 7 ) 6
en la regién exterior relativa a BC, tal que D) 5 B 4
m<ABC=2(m<AKC) y

B=2(m<AKB). ;
mACB=2( ). {Qué punto notable 31, pej grafico, el cuadrilatero ATNC es inscrip-

es K del tridngulo ABC? tible y mKBS +2(mAC) = 360°. {Qué punto
notable es E del triangulo ABC?
A) baricentro
B) ortocentro B s
C) incentro
D) circuncentro
E) excentro B
E

29. Del gréfico, AB=3 y AC=5. Calcule el inra-

dio del triangulo KOC (M, L y K son puntos A \/ &

de tangencia).

A A) baricentro
B) ortocentro
C) incentro

D) circuncentro
E) excentro

32. Del grafico, mMB +2(m« ABC)=180° y
mEE’ = mNA. Calcule x.

B
A) 04 m
N u L

B) 04l
C) 042 M
D) 043 ',
E) 044
A C

30. En un tridngulo ABC se ubica el ortocentro
H, que se encuentra en su regién interior,
tal que m<« HAC+m<« HCA=60° y AB=10.
Calcule la longitud de la proyeccion ortogo- A) 76° B) 82° C) 90°
nal de AB sobre BC. D) 100° E) 120°
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. Proporcionalidad de segmentos

OBJETIVOS

Capitulo vy

"« Establecer la definicién de razén de segmentos y segmentos proporcionales.
* Reconocer algunos teoremas en los triangulos relacionando segmentos proporcionales,

®: Raz6n de dos segmentos

Cuando nos referimos a la razon de dos segmen-
tos, debemos considerar la razén geomeétrica de
sus longitudes en la misma unidad de medida.

Ejemplo
A B M N
—2m— —3 m—
AB 9 significa que la razén de los
WN"3 segmentos AB y MN es de 2
ad.
0
MN 3 significa que la razén de los
AB 32 segmentos MN y AB es de 3
a2
SEGMENTOS PROPORCIONALES

Dos segmentos son proporcionales a otros dos

si la raz6n de los dos primeros es i gual alarazén
de los otros dos.

Ejemplo
A B M N
—2m— ——4m—

90

¢ b P 0
I 3m i b—~6m s
AB 2
La razén de AB y CD: D E
La razon de MN y PQ: %:%:%
:I‘-'I.B MN
b PQ

Ahora se puede decir que AB y CD son propor
cionales a MN y PQ.

TEOREMA DE TALES DE MILETO
Tres 0 més rectas paralelas determinan, en d®
rectas secantes cualesquiera, segmentos P

porcionales.
Af \F =

e B O —"‘gi

[\ .

R

4
'-l-.._______r::l_




5i @, /| @y /| @3, se cumple

Corolario del teorema de Tales o Corolario 1

B
L s
& Y
Si LS // AC, se cumple
[‘B_Lzﬁﬂo BL_LA |
LA SC B.S" SC

Corolario del teorema de Tales o Gnm{arin 2

; )
BA
A £
Si KS // AC, se cumple
kB_sB| |kB_BC
BC BA SB ™ BA

Capitulo VIli: Proporcionalidad de segmentos

TEOREMA DE LA BISECTRIZ INTERIOR

En todo tridngulo, una bisectriz interior deter-
mina, en el lado al cual es relativa, segmentos
proporcionales a los lados adyacentes a dicha

bisectriz.
B
g
. a

C

Si BP es bisectriz interior relativa a AC, se cumple

m_¢
n

a

TEOREMA DE LA BISECTRIZ EXTERIOR
En todo tridngulo, una bisectriz exterior deter-
mina, en el lado al cual es relativa, segmentos
proporcionales a los lados adyacentes a dicha

bisectriz.

-8
™
.~

—

Si Eﬁ es bisectriz exterior relativa a E. se
cumple

a1
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TEOREMA DEL INCENTRO
En todo triangulo, la razon de los segmentos
determinados por el incentro en una bisectriz
interna, ubicados a partir del vértice correspon-
diente, es igual a la razon de la suma de las lon-
gitudes de los lados adyacentes a dicha bisectriz
y el tercer lado.

NS

Si / es incentro del AABC, se cumple

TEOREMA DE MENELAO

En todo tridngulo, al trazar una recta secante
que interseca a dos lados y a la prolongacion
del tercer lado, se determinan seis segmentos,
en los cuales se cumple que el producto de las
longitudes de tres segmentos no consecutivos
son iguales.

92

Si 7 es secante al AABC, se cumple

ﬁ-e-&m n-l ]

al

NoTta - —
En el grafico adjunto, \\

jAB_MN
BC NT
A M
B\\ N
C T

entonces Iﬂ, B_N ¥ ﬁ’ Nno son parale.
los necesariamente; es decir, el teore-
ma de Tales no es reciproco.

En el tridngulo adjunto,
&l E = E
TP LR
Q
T, L
! R

entonces TL /4 PR necesariamente.

En el triangulo adjunto,
AT A
BC EC B
orp
A E C

Ty . i
entonces a=f; es decir, BEes bisectr

interior relativa a AC. ”J




problema N.° 1

En el grafico ABCD es un rectangulo dividido
en cuatro recténgulns de igual area. Si AD mide
94 cm y trazamos DJ, icuanto mide MF?

A J B
M /
D F C
UNMSM 1992
Resolucion
A 0 L ¢ N ¢ J (| B
] L] L =
n
24-x
2 /
M
n X
D F

Nos piden MF=x.
Del dato, AL=LN=NJ=JB=L.

Como LJ//DF, aplicamos el corolario 2.

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 2

En el grafico, ADEF es un cuadrado y ABC es un
triangulo rectangulo. El lado del cuadrado es

B _
E D
2
c F A
F 33— -
UNMSM 1995

Resolucion

I 3-x

Nos piden x.
Como AE es bisectriz interior del ABAC, aplica-
mos el teorema de la bisectriz interior.

CE 2

EB 3
Como ﬁ}?E, aplicamos el corolario 1.

x 2k

3-x 3k
3x=2(3-x)
3x=6-2x
Sx=6
x=6/5
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Problema N.° 3
Sabiendo que EF//AC, halle x.

UNMSM 2002

Resolucion

Nos piden x=A0.
Como EF//AC, podemos aplicar el corolario 1.

(L 3
E-E — I:I--'B'

B AEO es notable de 45°
x=92m

Problema N.° 4

En el gréafico, / es incentro y G es baricentro del
tridngulo ABC, AB=5cm, BC=8 cm e IG//AC.
Halle AC.,

94

Resolucion

Xx/2

: x/2
L
)

Nos piden AC=x.
Como G es baricentro de AABC, BG=2(GN).
Del dato, IG// TN
Por el corolario (1)
5l _ 00
IT GN
Bl 2k
e 0!

AABC, por teorema del incentro
BI _AB+BC
IT  AC
Bl 5+8
IT x ¢

Reemplazamos (1) en (1)
9+8 2R

X k

13 _
i
x=6,5cm

2



NIVEL BASICO

Del grafico mostrado, T y § son puntos
de tangencia, CT//BF//AS, mTG=53" y
BC=24. Calcule AB.

C
B
[_
A
A) 4 B) 3 C) 2
D) 5 E) 6

Del grafico adjunto, el trapecio isésce-
les ABCD estad circunscrito a la circun-
ferencia de centro O y T es punto de lan-
gencia. Si OM//TN//CL, BC=4 y AD=12,

calcule %
B C L
T N
M
A D E
A) 173 B) 2/5 C) 2/3
D) 172 E) 1/4

3. Del] gréfico, ﬁlﬂ'ﬁzﬂﬁgﬂﬁm AB=CD,

NM=QH, CQ=5 y CN=8. Calcule x.

PROBLEMAS PROPUESTOS

D M

- = - ?l‘l
r:/ N / .
| /\/ s

_
'{3

+ B -
TN
-+ X P .‘,?-’ 4
A H

A) 53° B) 30° C) 5392
D) 37° E) 3792

Del grafico, se muestran los cuadrados
ABCD, DEFG y SPQR. 5i AD=10, DG=HP=5,
calcule el perimetro de la regién sombreada.

B C
E F
H P Q
A D G
S R
A) 8 B) 12 C) 20
D) 24 E) 16

Del gréfico, T y F son puntos de tangencia,
AL ;
B=6 y OT=3. Calcule —.
T y alcule IF

A) 6/5 ~ B) 2 C) 5/4
D) 772 E) 11/7
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6.

96

En un 1nanguln ABC se ubican M y N en
los lados AB y EC respectivamente, tal
que MN//AC. Si AB=9, BC=6, AC=12 y
MB+BN=10, calcule MN.

A) 7 B) 9 C) 10
D) 8 E) 6

En el trapecio ABCD mostrado (BC//AD),
AP=8 y PC=4. Calcule BQ.

B Q C

A) 2
B) 1
C) 3
D) 2,5
E) 1,5

Se tiene el trapecio is6sceles ABCD
(BC//AD). Sus diagonales se intersecan
en R y AB=RD. En la prolongacién de DC

se ubica el punto M, tal que BM//AR. Si

BM _ 5 BG ~MR = {5}, calcule &
MC

SB’
A) 2 B) 172 C) 1/3
D) 3 E) 2/3

En el grafico mostrado, Ty P son puntos de
tangencia. Calcule 1’[% si AS = SF.

A) 1/2
B) 1/3
C) 14
D) 1/5
E) 1/6

10.

1.

12

Del grafico, AM+BC=9, AB*-MC-“
_ J5. Calcule AB* - BC™,

B
oS o
A
W‘:
P
A) 40 B) 50 C) 36
D) 45 E) 27

Del grafico, ABCD un cuadrado, TC=6,
CH=9 y AR=4. Calcule HR.

H
B C
T
R
A D
A) 6 B) 10 (Wil
D) 12 E) 4

En un cuadrado ABCD se ubica €l P“"m
en la prolongacién de CB. Si (MB]{'-"D}‘
(MD ~ AB={T}), calcule (TB)(MD).

A) 12 B)12v2 O 3“!
D) 2V6 F) 242

4




13.

14,

15.

Capitulo VIll: Proporcionalidad de segmentos

Del grafico mostrado, ABCD es un rombo,

2 3 1
= g C) =
AB=6 y DE=2. Calcule ET. A) 5 B) 5 ) 5
B C 4 A
~d D) - ) %
M #
16. Del grafico, G es el baricentro del triangulo
TB
ABC y FA=2(AN). Calcule c
A D £ T =
A) 3,5 B) 3 C) 45
D) 4 E) 55 T
En el grafico, AM=MC, LM=4 y TL=2.
Calcule TB.
alcule & 4 A c
B
A) 6 '
1
B) 5 A) % B) g ) >
C) 3 ,
o
D) 7 D) 2 B 2
E) 3,5 3
u 17. Del grafico, B y T son puntos de tangencia y
A M ¢ mBC = 74°, Calcule %

Del gréfico, la circunferencia esta inscrita

en el triangulo ABC. Si AB=7, BC=8 y AC=3,

Ml
ca]culeﬁ.
B

2 3 5

A) = B) = 2

3 ) 5 0 3

7 8

. D) L
A M c )3 B 3
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18. Del grafico, 7,// @y /| ¥, BC=2(AB), LS=2x,

19. Del gréfico, Z,// P, /| ¥5// 4, MN+PQ=6

98

NIVEL INTERMEDIO

KS=y+3,y > x.

Calcule el menor valor entero de x.

A/ \L . P
3/ \5 . ¥,

&

A) 2 B) 1 c)3
D) 4 E) 5

2
y CD=2(NP)=2(AB). Calcule {A;?

\ %
A) 5 B) 4 Q) 3
D) 2 E) 1

— — 3
Del gréfico, 7,// 2, /| @y /| @y y & =4,
b

Calcule x.

21.

L
X -

—, _,?2
\a
93
2c \c

] T
A) 6 B) 4 C) 8
D) 9 E) 16
Del grafico, Z,// o | Fn ¥y — =
el gréfico, 7, // gﬁfgyac Nk
Calcule E
A
- z K —;_?1
_ Bh1432 / 9,
S
- _-...?;
C L
3 3 4
A) < B) = Q) -
5 ) 4 13
5 9
3 [ E) -
8- ) 5
En un tridngulo ABC se traza

MN//AC (M € AB, N & BC), 5(AM)=3(MB) )
BN-NC=8. Calcule (BN)- (NC).

A) 220 B) 240 C) 260
D) 280 E) 320




23. Del gréfico, BL(SC -LS)=4. Calcule LS.

B

A) 2 B) 3 C) 4
D) 6 . E) 8

24. En un triangulo ABC se prolongan AB y CB
hasta K y S, respectivamente, tal que KS//AC,
5B=4, BC=7, BK=x+6, BA=y+3 y 2x > ¥.
Calcule el menor valor entero de x.

A) 29 B) 30 C) 31
D) 32 E) 33
= —— BT KT
25. Del gréfico, AB//CD, TS Calcule x.
K
A B
T

A) 21°
D) 24°

C) 23°
E) 25°

B) 22°

Capitulo VIII: Proporcionalidad de segmentos
26. Del grafico, mAC =4(m< LEC), CL=2(LS) y
AT=EC. Calcule AB/BC.

sw B
v

C) 2/5
D) 3/4 L
B 23

)

R
NV
V

27. Del grafico, ABCD es un cuadrado y BL=LC.

. DS SN
Si EE"[]' calcule N
8
B C
L\
N K
127972
A D
A) 20 B) { C) 02
D) 3 E) /4

28. Del gréfico, 5(AB)=3(BC) y AL=LS.

CK
Calcule T
A) 3 A
B) 972 o\ *
C) 13/3
D) 5/3

E) 12/5
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29

31,

100

En un_[_rianguln ABC, donde AB=8, se pro-
longa CB hasta L, tal que m<LBA=m<« CBK
(K € AC), BK=4. Calcule el mayor valor en-
tero de AC.

A) 21 B) 22 C) 23

D) 24 E) 25

Del grafico, DC=2, AC=3, AB=BC y
(AD)(CL)=8. Calcule CL.

A) 05 B) 0,8 1

D) 1,2 E) 14

Del grafico, B y L son puntos de tangencia,
AC=AB+2, CL=BC+1. Halle la relacién en.
tre ABy BC.,

A) AB=BC%4]
B) AB=BC?-)
C) AB=BC*+2
D) AB=BC?+3BC
E) AB=BC%-BC

32.

33.

En un triangulo ABC de incengyq I
la bisectriz interior BS, tal que BS= ;I:

perimetro de la region triangylay ABC .
. Bs

Calcule AC.
Ay T B) 8 C) 4
D) 5 E) g

Del grafico, mBL = mLC, mAS - mSC
2(AB)=3(BQ) y 3(BC)-2(AC)=12. |
Calcule AB.

A) 5
D) 9

B) 6 C) 8

E) 10

Del gréfico, AS=3(5B) y AL=LC.

SK
Calcule —,
cueKT




—_—

: Semejanza de triangulos

oar—— Capitulo IX

OBJETIVOS :
« Definir la semejanza de triangulos y conocer los elementos homologos y su relacion.
« Estudiar los criterios necesarios y suficientes para que dos triangulos sean semejantes.

« Utilizar la informacion de un tridngulo para calcular los lados o las medidas angulares
de otro triAngulo a través de la semejanza.

ici janza o constante
® Definicion Donde & es la razén de semeja

. Tk g de proporcionalidad.
Dos triangulos son semejantes si tienen igual

forma y tamafios diferentes.

. Nota
En dos tridngulos, los lados homologos

B
Q son aquellos lados opuestos a los angulos
P B de igual medida.
a 0 a i}
A C P R

PROPORCIONALIDAD DE ELEMENTOS HOMOLOGOS

[ AABC ~ QPQRJ

~ se lee “es semejante a”,

En el grafico, AB y PQ, BC y QR, AC y PR son
lados homélogos.

Lados homélogos son proporcionales
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II. Dos tridngulos son semejantes g -
lo del primero es de igual medig, qu:Eu.

angulo del segundo y los lados qye o in

terminan son, respectivamente, p’“l}mciu:

nales.

B
Q /
/ ak
a
\//ﬂ/\ /

AB BC _AC_BH AT _HC_AH _a_, P R A :
MN NL ML NF MS FL MF b - b - ——bk—

En el grafico, los triangulos mostrados son
Donde k es la razén de semejanza. semejantes.

[ LAPOR ~ AABC

@ Casos notables de tridngulos

semejantes ” ; ;
lll. Dos triangulos son semejantes si los tres
I.  Dos tridangulos son semejantes cuando tie- lados del primero son proporcionales a los
nen dos pares de angulos interiores, res- tres lados del segundo.

pectivamente, de igual medida.

: /AN
7N

A C
= : b b {
A c
Q /O
ck ak
a B / \
P R P _f'
} bk
En el gréfico, los triangulos mostrad dos
I U son g i ostra
semejantes. En el grafico, los triangulos m

semejantes.

aasc-an 9{] | aaBc- apor |
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Capitulo IX: Semejanza de triangulos

A

@ Teoremas asociados a la semejanza  *
de tridngulos |

En el grafico, sim<BAC=m<« LBC, se cumple

2.

Si M ABCD es inscriptible, se cumple
3.

6 }A} a B
m
==
: X |
n
D b |C

— SiAB// F_Q;’f E? se cumple
Si AB//PQ, se cumple

% an+bm
n+m
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si PO//CD, se cumple

7.
£_m
d
9. AFEm—+—n— B
Si CP yﬁ son alturas, se cumple N
8. B 1
D} x —y— |
Si AB//CD, se cumple
P Q
/+—r7é~d+—|
m.-¥
Cr—m—i ( D
104



PROBLEMAS RESUELTOS

problema N. 1 o {,
gorel grafico P, Q y T son puntos de tangencia,
4 y b son los radios de las semicircunferencias. u

Determine la distancia del punto T a la recta PQ.

A D
UNMSM 2008-1i
Resolucion
B 5cm E X C
UNMSM 2011 B « =
t
B
Resolucién HM
x+5¢cm
At
o B 1
A D
—————x+5cm——

Nos piden EC=x.

Nos piden TH=x. Dato: AM=4(ME)

Trazamos OP y 00Q

: BE=5cm
. g ulo
ks EEPOO e g nipecloeciing ABCD es un cuadrado.
C OPyv0'0Q a de semejanza .
omo TH//OPy O'Q, por teorem Como BE//AD,
TH = (0OP)(TO") +(0'Q)(OT) m<« EBD=m<« MDA (angulos alternos)
TO'+OT m<« BEA=m<MAD (angulos alternos)
TH=3 (b)+bla) Observamos que
b+a ABEM ~ ADAM (A-A-A)
y = 2ab BE EM
a+b AD MA
5cm b
Problema N.* 2 x+5cm 4%
<En el gréfico, ABCD es un cuadrado, AM=4ME y
BE:E CIm. Calcule EC. e :=IE cm
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Problema N.° 3 4
En la figura, AB=5 cm, BC=6cmy

DE//AC y BD=EC, calcule DE.

C=7 cm. Si

UNMSM 2008-1I

Resolucion

Nos piden DE=x.
Datos: AB=5 cm, BC=6 cm, AC=7 cm,

DE//AC y BD=EC=[

Por teorema de semejanza
x BD X (

7em AB  7cm S5cm

(I

7
=w{
5 e (D
Por teorema de Tales en el AABC
BD_BE . 0 _6-I
AD ~ EC -t 0
— f:-s—?-

Reempiazamﬁos (I) en (1)

x:ii.[éﬂ]
311

TN

Problema N.° 4

En el tridngulo ABC del grafico, 4p - 43
Cm,

Halle BC.
B

D

Resolucién

Nos piden BC=x. |

Dato: AD = 4/3

Trazamos DF, tal que m< FDC=20°.

— FC=FD=AD=4\3

En el ADFC is6sceles trazamos FM LDC.
— DM=MC=t

Luego trazamos CH L AB

— IBHC ~INFMD

sy
43t

INDHC es notable de 30°y 60°

U]

Reemplazamos (1I) en ()

mmfﬁ

x=12 cm



PROBLEMAS PROPUESTOS

NIVEL BASICO
T 4. En el grafico adjunto, AC=0F, 3(MF)=2(BC)
1. Sea TH//ABy Z//MP.Si T es punto de tan- y CH=6. Calcule FD.
gencia, AM=6y TP=8, calcule MT.

P
A) 8 B) 6 C) 5
D) 12 E) 4
5. En un trdngulo ABC se traza la cevia-
A) T B) 5 C) 14 na interior BL, luego se traza la ceviana
D) 4V3 E) 10 interior LS en el tridngulo BLC, BL=BS,
m< BAC=2(m« SLC) y AL=2(LC)=4. Calcu-
le AB.

2. En un tridngulo rectangulo ABC se traza la
bisectriz interior BD, en AB y BC se ubican
los puntos F y E, respectivamente, tal que

A) 245 B) 26 C) 27

FE//AC y m«EDC=45°. Si FB=8 y BC=10, D) 42 E) 23
calcule BD.

6. Del grafico, SN=2(NT)=8. Calcule LS.
A) 6 B) 45 C) 9
D) 20 E) 2

3. En un triangulo rectangulo isésceles ABC,
recto en B, se trazan BH y AM, los cuales son

altura y ceviana interior, respectivamente,

y se intersecan en P. Si §£=4 y AP=12,

PH

calcule PM.

A) 5 B) 6 C) 8 A) 43 B) 63 ©) 5-«@
D) 3 E) 9 D) 3V6 E) 4v6
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7.

10

108

Del grafico, AS=2,5L=3, AL=4,AB=6,5C=7
y BC=6(AS). Calcule SK.

A) S5
D) 13/4

B) 14/3

C) 4
E) 11/3

En un tridgngulo ABC se ubica el punto in-
centro I: en AC se ubica el punto M, tal
que BC=9, IC=6 y MC=4. Si m< AMI=T0°,
calcule m<BIC.

A) 125°
D) 140°

B) 130° C) 110°

E) 120°

En un triéngulo ABC, AB=7 y BC=3: ade.
mas en las prolongaciones de CA y BC
se ubican los puntos R Y M, respectiva-
mente. Sj IE(RA}=11{RC}=I?E, RE=14 y
m{AB_E =m<x CRE (E es punto exterior rela-
tivo a AC del AABC), calcule m« ECM.

A) 60°
D) 539%2

B) 30° C) 3792

E) 53¢

En un tridngulo ABC se traza la ceviana in-
terior BM, y en BM se ubica el

Punto L, tal
que BL=5(LM)=5y AL =3, Si MC=2(AM) y
BC=10, calcule m« MBC.

A) 53° B) 37972 C) 5392

D) 37° E) 30°

b i

12,

13.

14,

Del grafico, AC=AT=4(AB)=4, FB=

FC=4 y
m<« FAC=20+f. Calcule < it tma Ay
F
A) 37°
B) 60° o
C) 53° p
D) 90°
E) 45°

Se tiene el rectangulo ABCD. En las prolonga.
ciones de AB y AD se ubican los puntosEyF,
respectivamente, y en DF se ubica el puntoT,

tal que CT//ED. $i 2(AB)=3(BE), calcule —i—;.
Considere que E, Cy F son colineales,

A) 3/7
D) 4/3

B) 2/3 C) 355

E) 3/4

En un cuadrilatero ABCD,
M« BCA=m<ADB=90° BD ~ AC={R} y

AD=DC. Si AR=7(RC) y BR=2, calcule RD.

A) 5
D) 8

B) 14 C) 6

E) 7

Del grafico, CB= 10, OD=4 y OC=5.
Calcule AC,

A) 5
B) 3
C) 2
D) 1
E) 6




16. Del grafico, OCM=MR, G es baricentro del

16.

17.

AABC y HC=1. Calcule FN,

B) 4

En un tridngulo ABC esta inscrito un rectan-
gulo MNLS, donde MS < AC, NL=4, MN=6 y
(AC)h=32 (h es la altura del triangulo NBL
relativa a NL). Calcule h.

C) 25
E) 3,5

Al B) 2

D) 3

Del grafico, mADC = mDCB, QL=NL+LP=5,
NL y PL toman valores consecutivos. Calcule

C) 73
E) 10/3

B) 5/2

Capitulo IX: Somejanza de tnangulos

NIVEL INTERMEDIO

18. Delgrafico, CD-AB=1. Calcule ABsi[S=1.2.

19.

21.

//.-
H v
L/
.";"
.-'( 1
A S D
A) 1 B) 2 C) 3
D) 4 E) 5

En un triangulo isésceles ABC se inscribe el
cuadrado MNPQ (M vy Q en AC), MP =22,
la distancia de B a NP es 5 y AN=PC.
Calcule AC.

C) 24
E) 3

A) 2,6
D) 2,8

B) 2,2

En un tridngulo ABC se traza MN (M € AC,
NeBC), tal que AM=4(MC)=8 y NC=4.
Si BN < 16 y las regiones triangulares ABC v
MNC son semejantes, calcule BN.

B) 1,5 C) 2

E) 3

A) 1
D) 2,5

En un tridngulo ABC se trazan la ceviana in-
terior AN y la mediana BM, que se interse-
canenl, AL=3(LN)=6 y m< BAN=m< LBN.
Calcule NC.

C) 8
E) 10

A) 6 B) 7

D)9
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f Vv 25 DE Ia'i o, ] b N 50N pUI'IlDS d "
e5 pun’tﬂ de lﬂn.gﬂn':ia 3 ’ I g ! : ] , [

22# DEI g[é.ﬁl:ﬂ, }' { { ). r .
} ‘ | i ‘ tros de ]ElS r'Egi.ﬂn.E‘s lﬁangu’arﬁs H! C1 Ti

B
A) 2/5 B) 3/7 C) 57
D) 4/9 E) 27
A) 2 B) /3 C) V4
D) V5 E) V6 26. Del gréfico, 0+a=180°, SN=2 y TC =53
Calcule ﬁ-
23. SiAB=2y CB=3, calcule MN—2. T
C D
A) 22 -
B) 5
C) 10 N 0B
D) 245
9
E) 23 A
M

24. Del gréfico, m<ABM=m«BNM,
AN=3(NM)=3 y AL=2(LC). Calcule MC.

B 27. Enelgrafico adjunto, DC=10,BC=2 yAB=3

Calcule MC,

A) 4
B) 6
C 9
D) 2,17
A % E) 8

L

B) 4 C) 3

ez
N o

10




o8, Del grafico, TB=2(FT) y (MB)(NB)=24,
calcule FH.

D) 2

29. Del gréafico, PR=TL, RT=9 y LF=4, calcule

AT

B

SZ

8840

30. SiBL=6 y LC=4, calcule AH.

SRENS

31.

Capitulo IX: Semejanza de triangulos

A) 210 B) 5 C) 10
D) 6 E) 8

En un tridngulo ABC se traza el MN//AC
(MeAB y NeBC), tal que BM=3(MA) y
MN+AC=35. Calcule AC-MN.

A) 3 B) 4 C) 5
D) 6 E) 7

En un tridngulo ABC se prolongan AB y
CB hasta P y Q, respectivamente, tal que
QP//AC; ademds, BQ, BC y BP toman valo-
res consecutivos. Calcule el valor entero de
AB si es menor que 7.

A) 3 B) 4 C) 5
D) 6 E) 7

Del gréfico, mAL =m<TSL y LN=3(TS).

Calcule % (T y L son puntos de tangencia).

A) 173 B) 273 C) 34
D) 1/5 E) 2/5

m



. Relaciones métricas

OBJETIVOS

Capitulo x

*  Establecer la relacion entre las longitudes de los elementos en una circunferencia, e,
un triangulo rectangulo y en un tridngulo oblicuangulo.

® Relaciones métricas en la
circunferencia

TEOREMA DE LAS CUERDAS

Si en una circunferencia se tienen dos cuerdas
secantes, se cumple que el producto de las lon-
gitudes de los segmentos determinados en una
cuerda es igual al producto de las longitudes de
los segmentos determinados en la otra cuerda.

A
M
N
B
En el grafico se cumple
LAbwB)=veyan |

12

TEOREMA DE LA TANGENTE

Si desde un punto exterior a una circunfereng
se frazan una recta tangente y una recta secanie
a ella, entonces el cuadrado de la longitud del
segmento tangente sera igual al producto de

las longitudes del segmento secante y su parte
externa.

En el grifico se cumple

F{A r}“n{AC]{ABJJ




TEOREMA DE LAS SECANTES
5i desde un punto exterior a una circunferencia

se trazan dos rectas secantes a ella, entonces
los productos de las longitudes de un segmento

secante y su pa.rte externa seran iguales.

En el grafico se cumple

[ eaea=eoxeo |

Capitulo X: Relaciones métricas

* Relaciones métricas en el triangulo
rectangulo

PROYECCION ORTOGONAL
A B

B

—

La proyeccién ortogonal de un punto sobre 4
es el pie de la perpendicular trazada desde
dicho punto a la recta. Asimismo, la proyeccion
ortogonal de un segmento sobre 7 es el seg-
mento cuyos extremos son las proyecciones or-
togonales de los extremos del segmento dado a

dicha recta.

Si AB es no paraleloala # — AB' <AB
SiAB/Z — AB'=AB

Del grafico anterior

P": proyeccion ortogonal de P sobre 7
A'B'; proyeccion ortogonal de AB sobre 7

En el triangulo rectangulo

<

A
—m—tp—
b —b —

—_—

AH: proyeccion ortogonal de AB sobre AC
HC: proyeccion ortogonal de BC sobre AC

13
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Teoremas
|. Entodo triangulo re ctangulo, el ¢

longitudes de la hipotenusa y 1a p

TR
i

uadrado de la longitud de cada cateto es igual aj pm"“ﬁd
royeccion ortogonal de dicho cateto sobre la hipﬂtenusa el
a

\ -

C a*=bn
—m n ~
— b .

9 En todo tridngulo rectangulo, la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos es jg,

al cuadrado de la longitud de la hipotenusa.

3. En todo tridngulo rectangulo, la longitud de la altura relativa a la hipotenusa es igual al product
de las longitudes de las proyecciones ortogonales de los catetos sobre dicha hipotenusa.

B
h
1
A H C
F—m—i n |

) T
4. Entodo tridngulo rectangulo, el producto entre las longitudes de los catetos €s igual al prod
entre las longitudes de la hipotenusa y la altura relativa a la hipotenusa.

/

h a

-
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Del grafico, BH LAP, entonces x*=n (.

Del gréfico si 7, L y S son puntos de
tangencia, entonces x = 2JRr.

D c
b— b ——

Del grafico, si A, L y D son puntos de
tangencia, entonces x’=aq - b.

Capitulo X: Relacicnes metricas

 Relaciones métricas en el triangulo
oblicuangulo

TEOREMA DE LAS PROYECCIONES

En todo tridngulo, al trazar 1a altura relativa a un
lado (el pie de la altura estd en el lado o en la
prolongacion de dicho lado), se determinan dos
segmentos, en los cuales se cumple que la di-
ferencia de los cuadrados de las longitudes de
dichos segmentos es igual a la diferencia de los
cuadrados de las longitudes de los lados adya-
centes a dicha altura,

/!

A—m—p4——n—+C

[az_cz=n1_mz ]
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TeoremA DE EUCLIDES

Primer caso

En todo triangulo, el cuadrado de la longitud del
lado que se opone a un angulo agudo es igual a
la suma de los cuadrados de las longitudes de
los otros dos menos el doble del producto de las
longitudes de uno de ellos con la proyeccion or-
togonal del otro sobre aquel.

En el grafico, para a < 90 se cumple

La2=b2+c2~2bm ]

Segundo caso

En todo tridngulo obtusangulo, el cuadradn
de la longitud del lado que se opone al angulo
obtuso es igual a la suma de cuadrados de las
longitudes de los otros dos mas el doble del pro-
ducto de las longitudes de uno de ellos con la
proyeccion ortogonal del otro sobre aquel.

En el grafico, para ¢ > 90°, se cumple

(orecvam )
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TEOREMA DE STEWART

En todo triangulo, al trazar una cevi

rior, se cumple que el cuadrado de la n]m,a
de la ceviana por la longitud de| lado 3) . Bityg
relativo es igual a la suma del productg
cuadrados de las longitudes de los Jag , .
centes a dicha ceviana con la longiyyg e i
mento parcial opuesto menos el progdyey, de
longitudes de los segmentos t:l‘tﬂztezrnm-ﬁ,dIch
dicha ceviana y la ceviana.

Del grafico, E‘E. que es ceviana interior,

se cumple [jzb=c2n+azm —m-rr*b]

TEOREMA DE LA MEDIANA

En todo tridngulo, la suma de los cuadrados d¢
las longitudes de dos lados de un tridngulo &
igual al doble del cuadrado de la longitud de®
mediana relativa al tercer lado ms la mitad &
cuadrado de la longitud de dicho tercer lado:

A M ¢

b b/2 02—

: b "
e{'ﬂlﬂpk

Del grafico, BM, que es mediana, s

-

2 b-
c+at =2n1¢, +'2"
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mA DE HERON (CALCULO DE LA ALTURA)
En todo triangulo, la longitud de una de sus al-
turas €s igual al producto entre el doble de la
inversa de la longitud del lado al cual es relativo
con la raiz cuadrada del producto del semiperi-
metro y las diferencias de este con las longitu-
des de cada uno de los lados.

A

Del grafico, B_!f, que es altura, se cumple

hﬁ%\:‘n{p-a)(p—b}(p—r)

Donde

abie (semiperimetro)

CALCULO DE LA BISECTRIZ INTERIOR

En todo tridngulo, el cuadrado de la longitud de
una bisectriz interior es igual a la diferencia en-
tre el producto de las longitudes de los ladbs ad-
yacentes a dicha bisectriz con el producto entre
las longitudes de los segmentos determinados
Por dicha bisectriz en el lado al cual es relativo.

Capitulo X: Relaciones metricas

Del grafico, E}, que es bisectriz interior,
se cumple

(

l_.r!=f ‘a-m-*n ]

CALCULO DE LA BISECTRIZ EXTERIOR

En todo triangulo, el cuadrado de la longitud de
una bisectriz exterior es igual a la diferencia en-
tre el producto de las longitudes de los segmen-
tos que dicha bisectriz determina en el lado al
cual es relativo con el producto entre las longi-
tudes de los lados adyacentes a dicha bisectriz.

Del grafico, BE, que es bisectriz exterior,

se cumple

(2=m-n-a-c ]

17



ProsLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 1

Las longitudes de dos circunferencias concen-
tricas son 31,4 my 18,84 m. Si se traza una cuer-
da al circulo mayor que sea tangente al circulo
menor, entonces la longitud de dicha cuerda es

UNMSM 1993

Resolucion

Nos piden AB=x.

Datos
long. €,=31,4=21R — R=5
long. ®,=18,84=2nr — r=3

Por teorema, OTLAB y AT=TB=x/2

Del NATO, por teorema de Pitagoras,

x 2 a2
| =52
(5] -5-s

2
X
T_lﬁ
x=8m

18

Problema N.° 2

Los lados de un tridngulo miden 18 ¢py, I8¢
9 cm. ¢Qué longitud igual se debe Quitar 5 2
lado para obtener un tridangulo rectangyy

m]m

Resolucién

AN

9

/ 8 ]E\j

b 1

Ahora restando x a cada lado

B

A 18-x 5

Nos piden x.

Del NABC, por teorema de Pitagoras
9-22+(16-x)°=(18-x)’
X%~ 18x+814256+x2~32x=324+x°- 36
X2~ 14x+13=0
Ker
x -1
x=13 o0 x=]

x=13 cm: no puede ser porque un 1ad serd
negativo,

x=| em




Ll

T

Capitulo X: Relacionaes meétricas

problema N. 3 Problema N.° 4
gn el gréfico, se muestra un trapecio isosceles En el grafico, tenemos CB=BE=x cm, DC=z cm,
cuyas bases miden a cm y b cm. Halle el radio AB=y cm, ademas, AE=ED=a cm. Halle el valor

de la circunferencia inscrita. de z en funcién de x e .

C

UNMSM 2003

Siln
=

Resolucion A

Resolucion

X

-
A E D
Nos piden r. b a I

Como MPQN es un trapecio isésceles circuns-
crito a la circunferencia &

= ML=LP=a/2 y NS=SQ=b/2 NAEB: T. de Pitagoras x’+a°=y?

; _ =00° restando
Se sabe que 20:+26=180° — a+6=90 I\ CED: T. de Pitagoras (2x)*+a*=2*

Nos piden z en funcion de x e y.

DPOQ: por relaciones métricas

(altura al cuadrado) x-dxt=y?-2*
ab '
rz=E'E - Z%=y*+3x?
'=%«Eﬁcm | . z=y3x%+y’ cm
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ProsLEMAS PROPUESTOS

NIVEL BASICO
1. SiBC=4, BM=3y AM=3(MC), calcule MN.

A) 4
B) 3
C) 6
D) 5
E) 8
N
2. SeanM, N, F y R puntos de tangencia,
mMT =mFL y (FN)(TD+DN)=16.
Calcule (RF)°.
A) 15 B) 14 Q) 16
D) 17 E) 13
3. Si Ty Q son puntos de tangencia, AT=5
TC=12y 8r=5R, calcule QT.
A
‘B
0 .
e
120

A) 6 B) 10

C) 8
D) 9

E) 7

4. SITH=HF=1Yy (SP)(FP)=s5, calcyjq
(T v Q puntos de tangencia) |

370 53° 45°
B soveee B) — e
: ) = 0 3
D) 30° E) 15°

Del gréfico mostrado, EM=3(OE) y

OB
2(A0)=3(0D). Calcule —.
)=3(0D) acueoc

4 3
A) 2 B)E 0 3
5 /8




g En un cuadrilatero ABCD. las diagonales

miden 6 v 8, v la diagonal media que tiene
<us extremos ubicados en dos lados opues-
tos mide 5. Calcule la medida angular deter-

minada por sus diagonales.
A) 37° B) 90°  ©) 53
D) 37°72 E) 53972

Del grafico mostrado, RB=RE y (AS)(AH)=18.
Calcule FC.

B

C) 6
E) 3v2

A) 9
D) 2\?3

B) 3

Sea T punto de tangencia, (OB)(0OC)=24,
TM=MC y AC=8. Calcule la distancia de O
hacia AC.

B) 4

Se tiene el triangulo BTP, donde la
M<BPT=30°, y en la regi6n exterior relativa
a TB se ubica el punto A: luego se construye

Capitulo X: Relaciones metricas

una semicircunferencia de diametro AB
v langente a TP en el punto T. Si BP=16 ¥
AB =14, calcule la distancia de T hacia AB.

Q) 43
E) 243

A) 8
D) 6

B) 7

10. En el cuadrado ABCD se ubica el punto P

1.

en la region interior, tal que APQD es un
romboide m« ABP=45° y (BP)*+(PD)*=12.
Calcule PC.

C) 12
E) 6

A) 1242 B) 62

D) 3.2

Del grafico, BMNT es un rombo, AM=6,
NT=3 y AC=12, Calcule BN.

A) 4 B
B) 3

C)

M| w M‘E
=

D)

E) 5

12. Del grafico adjunto, AB=2(AC)=4.

Calcule BE.

22
en oo
3
L
848
& ©
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13. Sean P, T vy C puntos de tangencia, r=2y

14,

15.

AB=5. Calcule 13(TB)*.

A
A) 320 B) 280 C) 325
D) 292 E) 282

Se tiene el tridngulo ABC vy se traza la cir-
cunferencia que contiene al vértice y es tan-
gente a AC en su punto medio M. Dicha cir-
cunferencia interseca a los lados AB y BC en
los puntos Q y T, respectivamente. Si AQ=4,
QB=5, TC=3 y BHLAC (H en AC), calcule
(HM) - (MC).

62 38 63
A) =< B = i
) ) 3 C) e
26 25
D) 3 E}T;‘

Del grafico mostrado, ABCO es un cuadrado
y OC =/3. Calcule (TL)*+(LB)?.

L
T A B
0 C
A) 10 B) 9 C) 6
D) 4 E) 8

16. Calcule BR si 2(BG)(BE) - (RT)(TE)

17.

18.

=24

A) 26 B) V6

D) 243

En un tridngulo ABC, AB=4, BC=6 y AC=2.
Calcule la altura relativa al lado AC.

nim mVE o ?
D) 22 E) 211
NIVEL INTERMEDIO

Del gréfico, r=2. Calcule TS si T'y O sonpur
tos de tangencia.

A) 243
D) 246

B) 4



Capitulo X: Relaciones métricas

Igré,fitﬂ-’z"w}u‘ﬂ) y KL=2(CD)=4. 22. D?fﬁmnmf es punto de tangencia,
19. g:k;ule IC. mMO =mNO = 60" y AM =2J3.

Calcule MN.
A) V3(J6+1) A
B) v5(v3+1) \
0) 2(v5+1)
D) v2(¥3+1)
E) V3(V5+1)

A 7 B) 6 C) 5

D) 4 E) 3 23, Del grafico, R=3r=6, T 'y O son puntos de

tangencia. Calcule LT.
20. Del gréfico, PL=LQ, DM=2(LN), NC= 2(ML)

B -QB.
y (LN)2=(LM)*=PQ. Calcule AP-Q A) B+

B) 2(v3-1)
C) 4(v2-1)
D) 2(v2-1)
E) 3(2-1)

24. Del grafico, T es punto de tangencia, LB=1,
AB=3(TB) y MT=2(TB). Calcule NB.

A1 B) 15 C) 2
D) 2,5 E) 4
N
21. Del gréfico, NC=NB+1, AN=DN+2 y M

(AM)(NC)=32. Calcule DN.

ogoz2E

-~ oo B W
-

X
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25. Del grafico, § es punto de tangencia, OL//KA

Calcule ﬂ
y LA=2(AM). Calcule —7c-

J15
5

C)

2
D) = E) 2

26. Del gré&o, OA=LM=1. Calcule la distancia
de L a OK.

A) 1,8
B) 2 7 K
C) 2,2 s

D) 24 . .
E) 2,6 N

27. Del g’r_éjﬁcn* LM=MD, LT=2(LM)=6y
la mAL = mSB. Calcule AT.

A 6(y5-1) B) 5(v3-1) ©) 6(3-1)
D) 5(v2-1) E) 6(v2-1)

124

28. Del grafico, T, S y N son puntos de tangep,

cia, OL=LK=2. Calcule x.

A) 3/2 B) 5/3 C) 6/5
D) 9/8 E) 97

. Del gréfico, LO\=O\M, a+08=90°y

(AP)*+(AB)*=14. Calcule (CP)*+(CB)~.

A) 7 B) 9 (o1 8
D) 14 E) 16

. En un tridqngulo ABC, cuyas longitudes de

los lados AB, BC y AC son valores consect”
tivos de forma creciente y el I3""-‘ﬁ““3m:“je
la regién ABC es 18, calcule la longitud d¢ .
proyeccién ortogonal del lado menor sobr®
el lado mayor.

A) 2 B) 24/7 c) 27
D) 19/7 E) 175

-



+ Area de regiones planas

il Capitulo XI

' OBJETIVOS

« Conceptualizar el rea de una regién plana, especificamente en las regiones triangu-
lares, cuadrangulares y circulares.

. Conocer las expresiones para calcular el drea de una regién utilizando tanto elemen-
tos principales como elementos secundarios.

« Calcular el area de las regiones planas mediante la comparacion con otras dreas
cuando tengan algin elemento en comun.

@: Definicion FORMULA DE HERON

Una regién plana es aquella porcién de un plano

limitada por una linea o conjunto de lineas. / \
- - C
®: Area de regiones triangulares / \

a

FORMULA BASICA s, b =T
h Pl N\ ]; _ rm,f_ Jp(p-a)(p-b)(p-c) ]
| lb
—b—q —b— s EN FUNCION DEL CIRCUNRADIO
“ac -
m*_.? "
LN
e b-c
3;,‘=—2‘—-5en3 m‘ﬁn.b.c
- S AR
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EN FUNCION DEL INRADIO

A
\

E-EFPF

Lm.n’-(ﬂ-ajrﬂ ]

Donde el semiperimetro es
- a+b+c

RELACION DE AREAS
1.

126



Capitulo XI: Area de regiones planas

@ Area de regiones cuadrangulares

FORMULA TRIGONOMETRICA

A D
SIS S
] 3 5 [ A ascp= ————L#CL{BD]SEHE }
Para regiones triangulares limitadas por -
tridngulos semejantes "
A D

Del grafico, AABC~-APQR. Entnnceé
se cumple

Bagpe (ABE_(BO_(ACP o
Bargr (PQY (ORI (PR

Donde K es la razén de semejanza entre los
tridngulos ABC y PQR.

Para regiones triangulares limitadas por
tridngulos rectangulos :

Se cumple

Donde la circunferencia mostrada estéa inscrita
en el tridngulo rectangulo.

—m t n —

1
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Teoremas asociados a regiones “"“mngu

A N PanALELuanAM:cn
AREA DE UNA nemé Wy |

a. Entodo cuadrilatero
h
/ . B ¢

)_-.--u-

Eﬁmtﬂm =b- ﬂ

AREA DE UNA REGIGN ROMBAL

(AC)BD)
[ mﬂdﬂfﬂ- 5 ]

AREA DE UNA REGION RECTANGULAR

: T

b. En todo trapecio
L"m'.AECD-_'b ﬂ 1. B ¢

AREA DE UNA REGION CUADRADA

L] ‘IV O
d .

o A Ly
mrem | - BC//AD
Raros=R4cop
e | et
' |28 s00m(Raoc) Raser)
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L . Capitulo XI: Area de regiones planas
1:'.:-' | i T ek

B C AREA DEL SECTOR CIRCULAR
, M
4 A=
A D

BC//AD y CM=MD

AREA DEL SEGMENTO CIRCULAR (A =)
[.ﬂasm"‘-mdéc&r*‘%mn ] A

= _%m ] B o =POr08—Pdao8 ]
L BMAT

B

c. Entodo paralelogramo AREA DE LA CORONA CIRCULAR (Acc)

1.
E __p_ € .= S
S % [sngﬂil e i
A
AREA DEL TRAPECIO CIRCULAR (/Arc)
2.

. /" P: interior del & ABCD T :
: iesb s S o ) m‘ ..::I-;E(Ramr }

®: Area de regiones circulares

AREA DE LA FAJA GIRCULAR (Arc)

?ﬁ% s
(LR ;) SeaBC//AD

I T
['-"‘l I«;wt‘i&; -1 *“B..C\;']

ﬁ«HEA DEL circuULO
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ProBLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 1 En el AABC isosceles, m< ABC=1200

El lado del hexdgono regular inscrito en una o AC=AB\3
circunferencia mide 843 cm. Halle el drea del |

hexagono regular circunscrito. 2r = ABJ3
UNMSM 2008-1I
2(8v3)=AB\3
Resolucion
AB=16=a )

Reemplazamos (II) en (I)

m.HC - %{I 6}2 'JE

ch = 384\"5 sz

Problema N.° 2

En el gréfico, AB es didmetro del semicirculoy
AO=0B=2 m. Haciendo centro en A y B se ha
B trazado los arcos DO y @. respectivamente.
Halle el area de la regién sombreada.

Nos piden Aye=x.

Donde Ay es el drea del hexagono regular cir- D ¢
cunscrito.

Dato: El lado del hexagono regular inserito mide

843.
. A 0 B
abemos que en el hexagono regular
UNMSM 20084
2
a3
medZE) o
Resolucion

Por teorema, mFQ = 60°,
= PQ=r

8V3=r
Observamos

AC=TN
- AC=1643
130




Capitulo XI: Area de regiones planas

Nos piden X Resolucién
Trazamos BC, luego se observa que en hACB

m<« CAB=30°
EnhABC

R+W+Z=An aBc S ()]

pero, por ser radios de igual longitud,

7+Y=4area de una regién cuadrantal.
Nos piden

E+W=%E(2)ﬂ

& T4¥=n ' an Donde Ag=Aa spotBmouce . (D

Reemplazamos (I1) en (1) En AABM, BO es mediana.

X (BC)(AC) - PRaago=Rapoy=L
= —
2
S ilE)) Trazamos OC (OM es mediana de ABOC).
2
- Bapgou=Raomc=L
X=(243-7)m?
En AABC, BP es ceviana interior.
Problema N.°
aN.°3 _, Bao _Basop
En el grafico, BM=MC y AO=OM. iQué parte del Pasoc Baorc
drea del tridngulo ABC es el 4rea de la region
sombreada?
e Z_D , M- an
27 M
B
M Como AO=0M
D+M=2Z
A P C D+2D=Z
3D=L ()

: UNMSM 2009-1
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(1), () y (1) Datos: CD=4(0C)=4(PD) |
De (), (Dy |
A=TA+Z+M=8D

Como A, \pe=32+D+IM, Trnzmm@. (Como M y N son puntos Medig
| . BC y AD).
2D X = Eﬂl)_ N . ._].
Rarpc=tel = Y=pp —» MN/JAB
2
=3 Por teorema
Y= ——Mﬂ*‘ﬂ . 0]
Problema N.° 4
En el grafico, ABCD es un rectdngulo y at ;2;
OC=PD= %Cﬂ. Si M y N son puntos medios de L= At Rgmnmcp
BC yﬁﬁ, respectivamente, halle la razén entre 3 a(1
el 4rea de la regién sombreada y el area de la - P gmnvcn= E[E mm]
regi6n no sombreada.
c :
0
De (D y (I1)
= 3
/ Y+Z= m_-.ﬂp-' +—RgmAncp
A , N D 4 8
UNMSM 2010-1
E&'+E=%m-wm .
Resolucion
B b M b C De la regi6én no sombreada
. : 5
:p-\r mstm‘-ﬁﬂfﬂ_Em‘mD
: a0
W |
: : 3
4t ar | 7 9 R = = A S @av)
e P - 4
al : i t ' (1)« (V) |

[ m _
Nos piden —3- = x.
. Bns 3 wapnco

Donde As=RAgupyi0py (As: drea sombreada)

) 5
Rns=MAmmapcp-As (RAys: drea no sombreada) S XmS '
132 :
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as
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= |
b
.J"

=
g

NIVEL BASICO
Dpel grafico, calcule el drea de la region trian-
gular ABC sit toma su minimo valor ehtero.
B

-2 2+2

A 9% -,
N BB 065
D) 315 o5 73

Fd

5. Del grafico, T es punto de tangencia,

AC=3(BA)=6 cm. Calcule el area de la re-
gién triangular LAT.

A) 4(2+v2) cm?
B) 4(2+y3)em?
C) 3(3+42)em?

D) 2(4+y2) em?

E) 2(3+y2) em?

Del grafico, m7B = 2(mAT),

M<ALE =370~ m:T .y SE=3(LE)=6 cm.

Calcule el 4rea de la regi6n triangular LTS si
Tes punto de tangencia.

D

PRrRoBLEMAS PROPUESTOS

A) 8,6 cm?
D) 9,4 cm?

B) 88 em® ©) 9,2 cm?®
E) 9,6 cm®

En un tridngulo ABC, las longitudes de los
lados AB, BC y AC toman valores conse-
cutivos, tal que el perimetro de la region
triangular ABC es 18. Calcule el drea de la
region triangular ABC.

A) 56
D) 36

B) 66 C) 63

E) 46

Del grafico, ABCD es un cuadrado de
centro 0. Si BG=2(GC(), calcule la razon de
areas de las regiones ABCD y EFGD.

B G C
O
F a
A B D
8 6 10
- B) - C) —
AJE ]5 )?
3 9
= E) -
D) 3 d g

133
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9. Del grifico, AC =310 y DE+EF=3. Calcule
el area de la regién rombal ABCD.

B C

A) 18 B) 12 C) 6410
D) 15 E) 2410

10.) Del grafico, MT=2 y AC=8. Calcule el 4rea
- de laregion sombreada.

A) 15 B) 14 C) 16
D) 13 B 12

11. Del gréfico, m« ERZ="75° y EH=6. Calcule
el drea de la regién triangular ZEA.

134

12.

13.

A) 16 B) 4
D) 10 E) 9

Del graﬁcn Sy Tson puntos de tanﬂenciay b
mEM =120°. Si AB=57 y BC=16, caleyle OH,

A) 18 B) 12 C) 4
D) 25 : E) 28

Del grafico, T, S, E, Q, M y N son puntos de
tangencia. Si 2(AS)=3(CM)=6r y BD=l,

i
calcule —2ABD
By gep

(+2r
3(0+3r) (+3r 0 —
B
o LR e t+3r
D) 2+3r E) %
30+2r



L i o
gi‘.,a.‘.,i-;_h =

4 Del gréfico, 3(AB)=2(BC). Calcule la razén
de areas de las regiones mostradas.

1

A)

B)

0)

D)

LIk njde BO|e= Laltd onlps

=

15. Del gréfico, el drea de la regién triangular
ABC es M. Calcule la diferencia de las areas
de las regiones sombreadas si AT=2(TB).

16. Del grafico, mAB=53°. Calcule la razén de
las dreas de las regiones sombreadas.

17.

18.

|
A) —
]9

2
D) 3

I
B = . —

L1

E
Jlﬂ

Capitulo XI: Area de regiones planas

Del grafico, mAPB +mATB = 450°. Calcule
la razdn de las dreas de las regiones circu-
lares mostradas.

A)

L ba

B)

B =

0

D)

a8

@len wnfde | e

En el grafico, §;=7,85,=2y S;=14 represen-
tan las dreas de las regiones sombreadas. Si
ABCD es un paralelogramo, calcule BM/MA.

2
A} =
]5

D)

L =
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19.

20.

21.

136

3 _ :
ID] Ev@ E)

Del gréfico, mAM =60°, LK=CK+1, BK=6y
AK=8. Calcule el area de la region triangular

(S

C) 16,5V2
E) 1?.5\_@

A) 155y2  B) 155/3

D) 16,5V3

En un triangulo ABC se encuentra inscrita
una circunferencia que es tangente en M, N
y P a los lados .-TIE, BC y AC , respectivamen-
te, tal que las longitudes de MB, NC y PA se
encuentran en forma consecutiva creciente
y son pares; ademas, AP=2(BN). Calcule el
inradio del triangulo ABC.

A) gd’é

B) EJE 0) %JE

4
3V5

NIVEL INTERMEDIO

En una circunferencia, el didgmetro AM y la
cuerda PQ son perpendiculares Vy se interse-
can en el punto H. Si la razén de las dreas de

las regiones triangulares APH y HQM estan
en relacién de 1 a 4, calcule mAP.

A) 14°
D) 45°

B) 28° C) 37° .

E) 53°

22.

23.

24,

Del grafico, AM=MF y |5 razon ¢
de las regiones triangulares ATM }ri-ll'F

C
como de 3 a 5, respectivamente C %
B 4 18P
B4

E]cme

27 18 14

A) — B) — —
) z ) B C)

28 32

D) — E) &

) 5 _ ) 5

En un tridngulo ABC se traza la ceviana in-
terior BL, luego en el triangulo BLC se lra
za la ceviana interior LS, tal que LC=3(4L)
BS=2(SC) y P p pc P a pp, =14 o’ Calct
le el area de la regién triangular ABC.

C) 28 o’

B) 21 cm? .
E) 42cm

A) 14 cm?
D) 35cm?

En un tridngulo ABC se trazan las l::la'ﬂj;ﬁ‘f"'5
interiores AN y BK que se intersecan ent:
que NC=2(BN), AK=3(KC) ¥

1 2 (Calcule

el 418
Bavck—5Basp=4cm

de la regién triangular ABN.

: 1
e Q) Y,
A) 20 cm? 2 gt

D) 14 cm?

B) 18cm



26.

Del grafico, ABCD es un romboide, BL=LC,

AN= 3(ND), BS =SA v B, spk=06 u®. Calcule

el area de la regién romboidal ABCD,

B L &
A N D

C) 108 u®
E) 100 u?

A) 116 u? B) 112u?

D) 104 u®

Del grafico, T'y K son puntos de tangencia,

Calcule la razén de areas de las regiones
triangulares ATK y LKS.

A) 4 B]g. C) 3

D) 9 i =

21. Del grafico, AK=2 cm yBC= 2J6 c¢m. Calcu-

le el érea de la region triangular AKL.

Capitulo XI: Area de regiones planas

30¢

B) 2/3cem? C) 2J6 cm?
E) 3.6 cm?

A) 8 em?®
D) 5 cm?

28. En un triangulo equilitero ABC, se ubican

los puntos M, N, Py en AB, BC, AC, respec-
tivamente, tal que BM=2(AM)=8, AP=PC
m< MNC=90°, luego se traza PS LMN (S en
MN). Calcule el area de la region cuadrila-
tera PSNC.

A) 1952 B) 2053  ©) 20,52
D) 19,5V3 E) 18,5V3

99. Del grafico BL=4, LD=6, mAS =120°,
LC=3(AK)-1. Calcule el area de la region
cuadrilatera ABCD.

C) 36v3

B) 35V3
E) 36v2

A) 3443
D) 35V2
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30. Del grafico, LK=2(TS)=2(5K)=2/5 y NK=2.
Calcule el area de la region cuadrangular
SNLO.

A) 1d® B) 15u* () 22
D) 2,5 u2 E} 3'“2

33. Del gréfico, ABCD es un cuadrado; K, ¥, 4
A) 845 B) 95 C) 943 son las dreas de las regiones mostradas;

D) 18 | E) 645 ° AL=3(LB)=6 y 9X-32W=46 cm? Calcule M

31. Del grafico, ABCD es un romboide,
DK=3(CK), AN=3(ND) y M+P=14 crn2.
Calcule N+®,

A) 05em?  B) 1em?  C) 1.5cmi
D) 2 cm? ~ p) 25cm

34. Del grafico, (40)2+(0C)?=50 y MC=!
' Calcule el 4rea de la regién sombreada.
A) 10 cm?
B) 11 em?® )
0) 12em?
D) 13 em® i
E) 14em? p

B

Del grﬁﬁ:u K es punto de langencia, A 0
mMO, = 60° y AL-9(M+IN)=10 u2 Calcule C) 50
el drea de la regién no sombreada, it gl

138



'I".I'_-
v
-
W

Capitulo XI: Area de regiones planas

e
35, Del grafico, AF=by _BF =a. Cal‘cule la raz6n 37. Del gréfico, K y S son puntos de tangencia
de areas entre la regién romboidal AEDC'y la y LO=4(NL)=4. Calcule el area de " regi6n
region trapecial isésceles ABCD. sombreada.

176 22n 1557
A B) — C
) 45 ) 3 ) 45
b a 2a -
— B) — C
N a+b : a+b ) a+b 1667 E) 3om
45 9
D) a+b E) 2b
b-a a+b 38. Del grafico, ABC es un tridngulo equilatero y

E, My O son puntos medios de los lados AB,
AC y BC. Si AC=2, calcule la suma de areas

. Del gréfico, d ia,
36. Del gréfico, L es punto de tangencia de las reglones sombreadas,

2(mEK)+mAU=180° KS=0S, AL=4 y LB=9.

Calcule el 4rea del circulo mostrado.

A) 4n B) 8n C) 12n A) 4
- D) I6n E) 20 D) 2n E) V3
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- Geometria del espacio

OBJETIVOS

Capitulo

» Estudiarlas figuras geométricas en las que sus puntos no solamente se encuentrap en

un mismo plano.

= Estudiar el teorema de las tres perpendiculares y sus apIicacipngs.

@ Definicién
Es aquella parte de la geometria que estudia las
figuras geométricas en el espacio.

@ Plano

El plano se considera como una superficie llana
e ilimitada en toda su extensién, y de espesor
despreciable.

REPRESENTACION GEOMETRICA DE UN PLANO
Tradicionalmente al plano se le representa me-
diante una regién paralelogramica: eso no sig-

nifica que no lo podemos representar por cual-

quier otra regién plana.

Se ubica la letra en una de sus esquinas,

Notacién: ax L. Se lee “plano L”,

DETERMINACION DE UN PLANO

Significa ubicarlo o fijarlo en un determinado Ju-
gar. Para que se entienda mejor,
loga, citaremos un ejemplo re

140

de manera ana-
al: Si deseamos

que la pizarra quede fija en la pared, debemos
apoyarla en la pared donde queramos fijarla y
clavar en tres de sus esquinas.

- A continuacién veamos qué es necesario para

determinar un plano:

Postulado

Con tres puntos no colineales se determina un
plano.

Sean A, B y C puntos no colineales.

Entonces con los puntos A, By C se determina e
=P,

Teorema 1 3 :
Con una recta y un punto que no pertenect
dicha recta se determina un plano.

SeaCe 7 (AyBe 7).

- - P
Entonces con Cy # se determind el &

|
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ey

Teorema 2

Con dos rectas secantes se determina un plano,

ComoAyBEe ?,AyCe 2,

Entonces con ff-'*; V Ez se determina el &y P.

Teorema 3

Con dos rectas paralelas se determina un plano.

ComoAyB EE, Ce:‘f’zy ?2:’,’?’[

Entonces con %, y Ez se determina el av F.

®: Posiciones relativas entre rectas y/o
planos en el espacio

En el espacio se pueden analizar las posiciones
relativas entre una recta y un plano, entre dos

reclas y entre dos planos, las que explicaremos
a continuacién.

ENTRE UNA RECTA Y UN PLANO

Pueden ser una recta contenida, secante o pa-
ralela al plano.

Capitulo XII: Geometria del espacio

Recta contenida en el plano

Si los puntos de la recta pertenecen al plano,

SiAB,.. € ZyA,B,..cP

- Y'c=P

Recta secante al plano

Si la recta y el plano tienen un solo punto en co-
muan.

\
AN

)

Si 7 e P=1{A}

— 2 y &P son secantes

Recta paralela al plano
Si la recta y el plano no tienen un punto o puntos
en comun.

; ' . P

SiA,Be ZyA BemP
—» @y P son paralelos.
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ENTRE DOS PLANOS

S RECTAS .
SR Pueden ser planos paralelos o secanges

Pueden ser paralelas, secantes O alabeadas
(cruzadas). Planos paralelos
Son aquellos que no tienen ningtin punt, en cp.

- Rectas paralelas i
m

o ; =._TI

e N 4

EI y %, son coplanares n £} N¥5 =0

Rectas secantes

2, ,
SimPnml=¢
s — &Pyl son paralelos.
7,
Planos secantes ]
L\nZL,={5} Son aquellos que tienen en comiin una recta.
Rectas alabeadas
%,

! S\ZcmPyZnmM
#\y %, no son coplanares A Z, 7, =¢ - @PymM son secanes.

A continuacién se traza un plano que conten- l_g Recta perpendicmﬂr L P'ﬂ"“
gaa.\ # e interseca a %, para poder visualizarlo Una recta perpendicular a un plano s¢ s
mejor. como aquella que es perpendicular a 1043
rectas contenidas en dicho plano.

1
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CONDICION PARA QUE UNA RECTA SEA PERPEN-

DICULAR A UN PLANO

La condicion necesaria y suficiente para que
una recta sea perpendicular a un plano es que
debe ser perpendicular a dos rectas secantes
contenidas en dicho plano. Luego de esto po-
demos decir que la recta sera perpendicular a
todas las rectas contenidas en dicho plano.

- Sean E, y Ezc-H.
Si2.2, vy %1%,
- Z1mH

Luego 2 sera perpendicular a todas las rectas
Contenidas en dicho plano.

Zz

|

Capitulo XlI: Geometria del espacio

Sean 7'\ y 7, c mH
Si E’LF‘] y ?L!?’z
- Z1lmH

Luego %’ serd perpendicular a todas las rectas
contenidas en dicho plano.

@ Angulo entre dos rectas alabeadas o
cruzadas

El dngulo entre dos rectas alabeadas es aquel
cuya medida se determina al trazar, por un pun-
to cualquiera del espacio, dos rayos que son pa-
ralelos a las rectas alabeadas,

K
\é/t

P
E’Gl

Lo
s 4

Para esto vamos a trazar arH, que contenga
a %, y que sea secante a %, por cuestiones
didacticas.

2~ mH={S}
E’z c&H

Sea P un punto del espacio. Entonces
PLIIZ, y PKII %

Por lo tanto, x es la medida del angulo entre
Eﬂ Y ﬂ-’z.

143



Lumbreras Editores

b - NoTA \
it 3
7 i & 7 les, entonces
« Si 7,y ¥, son ortogona
x*=90%, K -
X L

*r.-\ ¥

E L

3

« El punto P puede ser un punto de una de
las rectas alabeadas o cruzadas.

Se sabe que P £ %,
Luego PR// %,
Por lo tanto, x es la medida del angulo entre

7, v, g

® Teorema de las tres perpendiculares

Si por el pie de una recta perpendicular a un pla-
no se traza otra recta perpendicular y secante
a una de las rectas contenidas en el plano, en-
tonces por el pie de esta (ltima recta Y un pun-
lo cualquiera de la primera recta se determina

olra recla perpendicular a dicha recta conteni-
da en el plano mencionado.

7,

a7
& S L i

L% e e T e o e, 2

Sea %) LarH

dcoH

Si %, Ld
(%, "%y ={P})

" Ty 1d (x=90°

@: Angulo diedro

El dngulo diedro o simplemente diedro e |,
figura geométrica que se forma por la unién de
dos semiplanos que tienen en comun la recl
de origen (la cual se denomina arista).

Notacién
*  Angulo diedro AB o angulo diedro
H-AB-M

. ulo
* <« SOL: angulo plano o rectiline® del ans

diedro AB
* x: medida del &ngulo diedro AB
(OS L7 y OL L 7, ademas

OSc awH » OLc mM)



SeamMLawN.
— <« SOL esrecto
(a=90)

@: Proyeccion ortogonal de un punto,
un segmento y una recta respecto a un

plano

* P proyecci6n ortogonal de P sobre s H

» A'yB' proyecciones ortogonales de AyB
sobre av H

*  M'yN' proyecciones ortogonales de My N
sobre s H

*  AB: proyecci6n ortogonal de AB sobre avH

'. iﬁ

 proyeccién ortogonal de 7 sobre arH

.?_ NoTa

B e 2

. A'B‘pued&-mmmﬂltﬂ !J‘W-.
___E puedeserpmlelaama S

.' -u.t. c

Capitulo XIl: Gecmetria del espacio

@ Angulo entre una recta y un plano

El dngulo entre una recta y un plano se define
como aquel que determina la recta con su res-
pectiva proyeccion ortogonal sobre el plano.

Sea # secante al awH en S.
..‘f?i: proyeccién ortogonal de Z sobre a7 H

x: medida del angulo entre ZymH

@1 Proyeccidn ortogonal de una region
plana respecto a un plano

El 4rea de la proyeccion ortogonal de una regiﬁﬁ
plana sobre un plano dado es igual al producto
del area de dicha regién y al coseno del angulo
diedro determinado por el plano que contiene a
dicha regién y al plano dado.
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Sea laregion plana R.
+  IAgp: area dela region plana contenida en &7

* R,y drea de la proyeccion ortogonal de -

dicha region R sobre @ H

* o medida del angulo diedro determinado
porel mNy e H

3 Nota .
Cuando &7N » £7 H son paralelos, en-
tonces Ay =Rgp.

@: Distancia entre dos rectas alabeadas

La distancia entre dos rectas alabeadas es la

longitud del segmento de recta comiin que es
perpendicular a dichas rectas.

Sean %, y Z, alabeadas o cruzadas,

Entonces ST es la distancia entre E y Ez-

METODO PARA HALLAR LA DISTANCIA ENTRE
DOS RECTAS ALABEADAS

Para hallar la distancia entre dos rectas alabea-
das, se debe trazar un plano perpendicular a
una de las rectas y luego Proyectarlas ortogonal-
mente sobre el plano mencionado. Finalmente
la distancia entre Jas proyecciones (punto y rec-
ta) serd la distancia entre las rectas alabeadas,

2,4

Z

146

Sean Efi'?t y Ez alabeadas,
Se traza el & H de manera Perpendicyly, , 5
: i3
1

Z) 4 /

%

aH 1 fl
?2 proyeccion ortogonal de 3‘}2 sobre sl

S: proyeccion ortogonal de @I sobre sy H

Se traza la perpendicular ST a Eg
ST=d: distancia entre @I y Ez

() e e —
- 81 21y 2, son ortogonales, entonces eI |

- mado plano de proyeccion podriaserelpar®
~ que contiene a uno de dichas rectas.




problema N1
Enel grafico AP=80 cm. Halle AB.

P

/ A5 /

P

/{seJ

/ T

Nos piden AB=x.
Se sabe que ZNABP es notable de 15%y 75°

x=(6-v2)k y 4k=80 — x=(V6-+2)20
x=2042(3-1)cm

UNMSM 2007-11

Resolucién

Problema N.” 2

Enunrectangulo ABCD se traza BK perpendicu-

lar al plano del rectangulo, luego se ubican los

— —— AB_BC_BK
puntos medios L yS de AD y DC, 3 4 o

Calcule la medida del angulo LS y AK. i
UNMSM 2011 -11

Resolucion

K

PROBLEMAS RESUELTOS

Nos piden la medida del « entre I y iK = «.

Como podemos ver, AK y LS son alabeados,
para lo cual se traza AC//LS.

AK =\(40? + (60 - AK =2J130
NCBK: CK = (40)* + (80 — CK =4.5(

DABC: AC=10(

MABK:

LAKC: por teorema de cosenos

(4450 = (24130)° + (100 - 2(24T30) (100 cos x

80 =52 +100-40V13 cosx

4013 cosx =72

9
COSX = EJE
9J13

EDSI‘_—GE'

aﬁi)

x= arccus(
65

Problema N.° 3

Del gréfico, el cuadrado ABCD Yy la semicircunfe-
rencia de diametro AB se encuentran en planus
perpendiculares, BL= LC=+5y mAS = mSB.
Calcule el area de la region triangular SLD.
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Resolucion

Otra forma

Nos piden BAg; p.

Dato: la semicircunferencia de diametro AB y el
cuadrado se encuentran en planos perpendicu-
lares.

Como SO L&y ABCD

- SOL0D A SOLOL

NSOD: m? =5 +5°
m=+/30

NSOL: n?=+52+ 10"
n=15

Teorema de Euclides

V30" = 15" +52 - 2(5)a

— a=1 A h=414
(5)V14

Rgp= >

148

Nos piden A g .

Dato: la semicircunferencia de diﬁrnetmiﬁyﬂ
cuadrado se encuentran en planos perpengicy.
lares.

Se sabe que SOLAB - SDJ_-A:ECD
Aplicamos el teorema de las 3 perpendiculares
1% 1:50
2.2 1: OK
— 321:5K (m<«SKL=90°)
Se traza OM//AD. Como NLCD es notable e
5392
— m«LMO=127%2

N J5 +21"§
En el trapecio BLDA: teorema OM =———
[xOKM es notable de 5392

OK= :
3 3
N\SOK, por teorema de Pitagoras, SK = "@Tﬁ
SK=\14
(DL)(SK)
msw = —"""'—2—'
(5)7/14
RAgp=

2 3



NIVEL BASICO

- jndique verdadero (V) o falso (F) segun co-

Frespm'ldm =

1. Si una recta no esta contenida en un
plano, entonces dicha recta serd nece-
sariamente paralela.

II. Siuna recla es secante a un plano, en-
tonces dicha recta puede ser perpendi-
cular a dicho plano.

Ill. Sidos rectas no se intersecan, entonces
dichas rectas son alabeadas.

A) FVV B) FFV

D) VVF

o FVF
E) FFF

Indique verdadero (V) o falso (F) segtn co-

rresponda.

I. Si una recta es secante a dos planos,
entonces dichos planos tienen que ser
paralelos.

II. Siuna recta es secante a la recta de in-
terseccién de dos planos,; entonces uno
de los planos contiene a dicha recta. g

lIL. Si dos planos son secantes y una recta
es secante a uno de ellos, entonces di-
cha recta es secante al otro plano.

C) VFF
E) FVV

A) FFV
) FFF

B) FVF

De las siguientes proposiciones, indique ver-

dadero (V) o falso (F) segin corresponda.

L Si %, y 7, son alabeadas, entonces to-
dos los planos que contienen a #; no
intersecan a 2

-

PROBLEMAS PROPUESTOS

. Si %), %,y 7, se ubican en el espacio,
donde solo 7, y "?’3 son alabeadas, en-
lonces el plano que contiene a 7, siem-
pre es paralelo a 5_1’5,.

] 'Fb "
ll. Si 7} y %, no son paralelas, entonces las
rectas pueden ser secantes o alabeadas.

C) FVF
E) VFF

A) FVV
D) VFV

B) FFV

Se liene que ??, es perpendicular al plano
del triangulo ABC, luego se traza BM perpen-
dicular a dicho plann,'A [ ?,, m=<ACB=90°,

AC+AB . Calcule la

m<CAB=37° y MB=

medida del dngulo entre 7, y MC.

C) 45°
E) 60°

A) 37° B) 30°

D) 53¢

Del grafico, KL L& H, LN=NS,
KL=2(AM)=2(ML), m< LNM=45°. Calcule la
medida del 4ngulo entre AK y MN.

C) 60°
E) 764

A) 30° B) 45°

D) 75°
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6.

Se tiene LA, que es perpendicular al plano
del cuadrado ABCD; luego se ubica el punto
medio S del LB y m<ALB=30°. Calcule la
medida del angulo entre ASy LC.

A) arccus(:}] B) 60° C) 53¢
-[}) 122? E) mccus[—?]

Del gréafico, QS es perpendicular al plano
del circulo de centro O, PL=LQ, AO =26,
LO=2ySQ= 245. Caleule la distancia entre
ALy BS.

2

) 2
E) V5

Al
D) 2,5

B) 1,5

E:_:_*n_un cuadrado ABCD de centro O se traza
OL perpendicular al plano de dicho cua-
drado, Euego se ubican los puntos medios

_MyNenADy CD, respectivamente, tal que

I_.E‘ 2 y MN = 2./3. Calcule la distancia entre
MN vy BL.

A) 1,5v2
D) 1,5v3

C) V3
E) 32

B) 2«1’5\_

150

9. Del gréfico, LS es F'Emﬁndlcuku.
no del semicirculo de centro g
mBK = mKD, BD=Ls= Alsy

20. Caleyle 4
cia entre OK y BS. o “tﬂn

A) 5
D) 4

B) 6

C) 8
E) 10

10. Si en un plano de un'tridngulo equildlen
ARC, de circuncentro O, se lraza la recia
secante SA, tal que O es la proyeccion &
togonal de S sobre dicho plano, adem,
AS=RC, calcule la medida del anguloenf*
AS y el plano mencionado.

_ A) arcsen(%)

B) arctan /2
C} arctanﬁ

D) arc 5en[—";—§]

E) arctan/5



12

Del grafico, Z es perpendicular al plano del
circulo de centro O, KA=DA, RN=NK, LA=5,

KD=12y rnﬁﬁ =106°. Calcule la medida del

4ngulo entre LN y el circulo mencionado.

N
L

C) 45°
E) 60°

A) 30° B) 37°

D) 53°

Del gréfico, Zes perpenﬂicu!ar al plano del
cuadrado ABCD S es punto de tangencia, la
distancia de S a DA es 4cmy AM = =25 cm.
Calcule la medida del éngulo entre MS y el
plano de dicho cuadrado.

_g-!n. B
M [
c
A
¥ D
A) 16° B) 3792  C) 14°
D) 53%2 E) 30°

Capitulo Xil: Geometria del espacio

13. Del grifico, SA es perpendicular al plano

14.

15,

de la semicircunferencia, 3(AS)=2(CR) y
AC=SA+CR. Calcule el drea de la region
triangular SCR si AS=4,

S
C
A
L 4 R
A) 1043 B) 126 C) 85
D) 1045 E) 125

En el lado AB de un cuadrado ABCD se ubica
S, luego se traza LS perpendicular al plano
de dicho cuadrado, tal que SL=3y CD=6.
Calcule el 4rea de la regién triangular LCD.

C) 93
E) 10V3

A) 85 B) 95

D) 10V5

En un tridngulo equilatero ABC de circun-
centro S se traza el cuadrante KS de centro
A, que es perpendicular al plano de dicho
triangulo. Si el rea de la region equilatera
es 343, calcule el area de la region triangu-

lar KBC.

A) V38 B) 2413 C) 6
D) V39 - E) J49

151



Lumbreras Editores

16. Del grafico, mAS =mSB, SO L& ABCD

17.

152

(ABCD es un cuadrado) y AK=KD. Calcx‘J_l_t?
la razén de las medidas de los diedros CK

y AK.

B) arcsen[

| &
f

01

D) arctan(

|G
| T

E) arecot [

~|&

)

En un rectdngulo ABCD se ubica § en 4B, |

luego se traza el tridngulo equilatero AKS
Perpendicular al plano de dicho rectangu-

o, tal que AS=5B=4 ademds, la distancia

— 43
de C aiﬂ es ¥ Calcule |a medida de|
diedro BD, -

A) 30°
D) 53°

B) 370 C) 450

E) 60°

18.

19,

20.

En un rectangulo ABCD se traza o 1
lo ASB isosceles, que es PEFPEndicu:aI

plano de dicho recténgulo, AS=5B<y i
CD=6; luego se ubica K ep ;{5 tal g,
m«KCD=45° y BC=11. Calcule |5 Mediq,
del diedro determinado por Jos mé“ﬂuk:s

KSCy ABD.

A) 36°
D) 45°

B) 39° C) 530

E) 370

NIVEL INTERMEDIO

Indique la verdad (V) o falsedad (F) de Jas
siguientes proposiciones.
. Si dos rectas son secantes a un plano,

entonces estas rectas siempre son se-
cantes entre si.

Il. Con cuatro puntos se pueden construir
como maximo seis planos.

lll. Si una recta es alabeada a una recta
contenida en un plano, entonces dicha
recta es paralela al plano.

IV. Si una recta es paralela a uno de dos
planos secantes, entonces sera paralél2
al otro plano. ,

C) FFFV
E) FVVF

A) FVFV
D) FFFF

B) VVFF

Jas
Indique la verdad (V) o falsedad (F) de

siguientes proposiciones.
de do°

l. i por el punto de interseccion 0, €

a
rectas secantes se traza un Plre "
tonces una de las rectas siemp
contenida en el plano.




21

gj una recta esta contenida en un plano
y otra recta es paralela a la primera,
entonces la segunda recta es paralela a

dicho plano.

[1l. Siunarectaes perpendicular a dos rec-
tas contenidas en un plano, entonces
dicha recta es perpendicular al plano.

[V. Si tres puntos ubicados en una recta,
la cual es secante a un plano, se pro-
yectan ortogonalmente a dicho plano,
entonces dichas proyecciones pueden
formar un triangulo.

B) FFFF C) FFVV

E) VFFF

A) FFFV
D) VVFF

Del grafico mostrado, ME =MN, BN=6y .
AM=2. Calcule AB®-AE*. (E€ &H). -

(7
A) 32 B) 12 c) 10
D) 8 E) 14

Del grafico, EFCD es un rectangulo, EC=10,
BD=DC y AB=12. Calcule la medida del an-
gulo determinado por AE 'y DF. F

E

Capitulo XIl: Geometria del espacio

A) 37972
D) 53%2

B) 53° C) 37°

E) 74°

23. Del gréfico, ABCDEF es un hexdgono regular,

CM=MD=2 y AT=4/73. Calcule la medida
del angulo determinado por MT y AB.

T
B C
M
A D
F E
A) 53° B) 12792 C) 37°
D) 5392 E) 300

24. Del gréfico, ABCD es un paralelogramo.

Ademas la distancia entre las rectas
alabeadas BC ¥ AE es AB. Si AE=2(BH),
it m< BCA
calcu 2 ACE’
C
B
D
A
E
A) 2/3 B) 1/3 C) 114
D) 1/2 E) 34

= 153
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25. Sea ABCD un cuadrado. Por el punto D se

" raza DH, el cual es perpendicular al plano
que contiene al cuadrado. Por H se lraza Z,

la cual es paralela a AC. Si la distancia entre

7 y AC es 6 y AD=8, calcule la distancia

entre BD y 7.
A) 3 B) 4 0y 2
D) 242 E) V2

26. Del grafico, AB es la distancia entre las rec-
tas alabeadas BC vy AH, ABCD es un rec-
tangulo (AH)®+(HC)?=36 y AB=3. calcule
m-=BCA.

154

37° 530
3 B B 22
) 3 ) 3
45°
D) =~ E) 16

27. Del grafico, AB = cD(\2). Caleule Ia meg:
del dngulo determinado por la rnecii[fa:::hCEEi
del tridngulo ACD y el plano que cnnlImERD
triangulo BCD. .

A

45° 370 539
522 B 53
2 ) =5 953
D) 14° E) 30°
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+. poliedro y poliedros regulares

OBJETIVOS

Capitulo XIlI

+ Estudiar la forma de los poliedros, y reconocer los elementos principales y secunda-
rios, asi como también la relacion que hay entre ellos.

+ Analizar los poliedros regulares empleando férmulas que permitan calcular su volu-
men y el area de la superficie que los limita.

®: Poliedro

Es el solido geométrico limitado por cuatro o
méds regiones poligonales denominadas caras
de poliedro.

El lado comiin a dos caras se denomina arista
y al punto de concurrencia de las aristas se le
denomina vértice del poliedro. Un poliedro se
identifica segtin el nimero de caras.

N.° de caras Nombre
4 Tetraedro
5| Pentaedro _
________ 5| Hexaedro
____________ 1| Heptaedro
8| Octacdro
9| Nonaedro _
0 ecaedro
ms;‘éﬂlce____\P

diagonal del
poliedro

DiAGONAL
Es aquel segmento cuyos extremos son dos
vértices de caras diferentes.

En todo poliedro se cumple

C+V=A+2_‘ Teorema de Euler

donde

C: niimero de caras
V: nimero de vértices
A: niimero de aristas

@: Poliedro regular

Un poliedro regular es aquel que liene por caras
regiones poligonales regulares congruentes en-
tre si y en cada vértice concurren igual numero

de aristas.

Solamente existen cinco poliedros regulares,
son tetraedro regular, hexaedro re-
dodecaedro regulary el
tinuacién analizaremos

los cuales
gular, octaedro regular,
icosaedro regular. A con
los poliedros regulares.

155
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TETRAEDRO REGULAR
Es aquel poliedro regular que se
por tener 4 caras (ue son regiones triangulares

equildteras.

caracleriza

Notacion:
Tetraedro regular ABCD

Célculo de la longitud de su altura

Area de la superficie total (Bgr)

| Br=a5 |

Célculo del volumen (V)

Desarrolio de I3 sy
regular

Perficie de un tetraedro

Superficie,
156

S¢ denoming

HEXAEDRO REGULAR O CUBO
Es aquel poliedro regular limitado por seis regio.
nes cuadradas congruentes entre sj.

us)
oy

Fa: 2 I1
Tl D
w
LY

e

E a H

Notacion:

Hexaedro regular ABCD-EFGH

— — —

Diagonal del hexaedro: AG, BH, C Yﬁr

a: longitud de la arista
O: centro del hexaedro regular

Calculo de la diagonal

Area de la superficie total (Ast)




pesarrollo de la superficie de un hexaedro
e

regl,llar . .
n la figura se muestra una caja de cartén cuya

orma es cubica. Al desplegar sus caras y ubi-
carlas en un plano se obtiene lo que se deno-
mina el desarrolio de su respectiva superficie.

OCTAEDRO REGULAR
Es aquel poliedro regular limitado por ocho
regiones triangulares equildteras.

Notacién:
Octaedro regular P-ABCD-Q

Diagonal del octaedro regular: AC, BD y F-i:‘;
a:longitud de la arista

0: centro del octaedro regular

Céleulo de 15 diagonal

Area de l2 superficie total (Agr)

| B2t

i 1
M b < K, P

CﬂﬂllU|D x”'l: E:'l:ll-"__'rjr'_] _!'I :JrJ“;_‘er% reaulsre

=]

Caleulo del volumen (V)

En un octaedro regular, si sus caras son de car-
t6n, entonces se podran desplegar, y al ubicarlas
sobre una mesa (tal como se ha realizado con
el tetraedro regular y el hexaedro regular) se ob-
tendran ocho cartones triangulares equilateras.
A dicho procedimiento se le denomina desarro-
llo de la superficie del octaedro regular. Sugeri-
mos al lector realizar el proceso inverso para el
tetraedro regular, hexaedro regular y el octaedro
regular.

Estos procesos se pueden realizar también con
el dodecaedro regular y el icosaedro regular.

DODECAEDRO REGULAR
Es el poliedro regular limitado por doce caras,
las cuales son regiones pentagonales regulares

y congruentes entre si.

N2 de caras: 12
N2 de aristas: 30
N.2 de vértices: 20

ICOSAEDRO REGULAR

Es el poliedro regular limitado por veinte caras,
las cuales son regiones triangulares equilateras

congruentes entre si.

N.2 de caras: 20
N.° de aristas: 30
Ne° de vértices: 12




PROBLEMAS RESUELTOS

Problema N.” 1

Se tiene un cubo de
traza una de sus diagonal
nales de sus caras. Calcu
que forman dichas diagonales.

arista a, desde un vértice se
es y una de las diago-
le el seno del angulo

UNMSM 2004-1

Resolucion

Nos piden sence.

Donde o es la medida del angulo que forman las
diagonales de una cara y del cubo.

ABCD-PQRS es un cubo.

Sabemos que por el teorema de las tres perpen-
diculares

0B LEABCD
BALAD

(1.2 1)
2.2.1)
— AQLAD (3.2 1)
Por la razén seno (MNQAD)

Senda :a—A—I.J..

QD

S'Eﬂu:E

(1)
Pero por e leorema de| cubo
(=b\3
(I

158

Reemplazamos (I1) en (1)
s
RERYE

senc=

«|&

Problema N.° 2

En un cubo de 2 m de arista, se upep, 3 Vériges
de modo que se forma un tridngulo equiliter,
Determine el area de dicho triangulo,

UNMSM 2008
Resolucion
Q 2 R
w, 7]
i'lr:.."k‘
P r.lr :_ % S
af - b |
2 a’*. : HI.'I-.!‘
T P o,
£ =T
P 9
A 2 D
Nos pidEn .ELMQC

Dato: cubo ABCD-PQRS
DC=2

Trazamos AQ, QC y AC, los cuales son diagon
les de los cuadrados APQB, QRCB Y"‘Bm

= AAQC es equilatero
d=(2)\2

d=2.j_§



st . Capitulo X1II: Poliedro v poliedros regulares

por férmu la (regién triangular equildtera) Dato: ABPQ-MNTC es un cuby o

2
BaAgc™ iI;E Observamos
2 il o
(242)° B ¥=t+{+a cm m
By 4Qc= 4
En el MAMC notable de 45¢
Basge=23m’
t= ﬂ‘jﬁ cin “n
aN’3 ‘
P ; Por diagonal del cubo
En el grafico, se tiene un cubo cuya L arista mide
acm, donde BC es una diagonal y AC diagonal (=(acm)V3 )
de una cara. Calcule el perimetro del triangulo
ABC.
C Reemplazamos (I11) y (11) en (1)
: x=aJ2 em+(acm)y3 +acm
: x=all+v2+3)em
A B

Problema N.” 4

Con una ldmina rectangular se construye una
caja sin tapa cortando regiones cuadradas de
4 cm? de area en cada esquina. Si el perimetro
de la lamina es 36 cm y el largo es el doble del
ancho, halle el volumen de la caja.

UNMSM 2011-11

UNMSM 2012-1

Resolucion
acm

'_159.
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También
CD=a+n+a
6=24+n+2
— n=2 (Iv)
lazamos , (110),
— Reemplaz (1IV), (1), {11) en ()
W: volumen de la caja V=)&)
: i 3
Dato: Las esquinas son regiones cuadradas de S W=32cm
area igual a 4, :
; L]
BC=2(CD) Problema N.° 5
En un cubo, cuya diagonal es a, calcule elvg-
El perimetro de la ldmina es 36 cm. lumen. _
i
Enla caja Resolucion
V=abn ) 3 ;
. e
o " : ‘;ﬂ
En la ldmina (del perimetro) . X
Jommmdadecac
2t+t+142t=36 NE4l
- t=6 ¢
_ ‘Nos piden V.
De la regién cuadrada WV: volumen del cuhﬁ
a’=4 Se sabe que
- a=2 (1 diag.=arista V3
a=0/3 - =5
Observamos de la l4mina : - J3
BC=a+b+a
V=03= g ¥ g X ]
12=24b+2 3 V3 43
- b=8 (m
) S W= E?—E

160




1.

NIVEL BASICO

Indique la verdad (V) o falsedad (F) de las
siguientes proposiclones.

si un poliedro tiene 8 vértices y 12 aris-
tas, entonces es un hexaedro regular.

[I. Puede haber un poliedro que tenga 6
caras y 5 vértices.

[l En todo poliedro convexo se cumple
que la cantidad de caras disminuida en
uno mas la cantidad de vértices dismi-
nuida en uno es igual a la cantidad de

aristas.

A) FVWV
B) VFF
C) FFF
D) VWV
E) FVF

Un poliedro esta limitado por dos regiones
hexagonales, dos regiones triangulares ¥
tres regiones cuadrangulares. Calcule el ni-
mero de vértices,

A 10 B) 12 C) 14
D) 8 E) 16

Del gréfico se muestra un poliedro. Calcule

A+V
“‘C—' donde

A:nimero de aristas
V: nimero de vértices

C: niimero de caras

PROBLEMAS PRroPUESTOS

15 10

3 B) 2 C)

g
D) 4 E) 2
2

Un poliedro convexo esta limitado por 3 re-
giones triangulares, 4 regiones cuadrilateras

1 A
y una region pentagonal. Calcule v sl se

sabe que A es el nimero de aristasy Ves el
niimero de vértices de dicho poliedro.

A) 2 B)f;- 0

D) E)

e
wlen enj=1

Un poliedro convexo estd limitado por 3
regiones triangulares, 5 regiones cuadrilate-
ras, 1 region hexagonal y 1 region heptago-
nal. Calcule A -C siA es el nimero de aristas
y C es el nimero de caras. ;

A) 10 B) 11 C) 12
D) 13 E) 14

Un poliedro esta limitado por regiones trian-
gulares y liene una sola diagonal. Calcule el

niimero de aristas.

A) 12 B) 9 5.0
D) 15 B).13

161
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7. Se tienen dos tetraedros regulares, en que A) 642 B) 9V2 C) 1847

en uno de ellos se cumple que el ;laenmutm D) 342 S 1k
y el area de una cara son numéricamente .
iguales y, en el otro, el area de la superficie

total y el volumen son numéricamente igua- 10. En el tetraedro regular P-ABC Mostrado, pj

les. Calcule la razon de sus alturas. es altura, ME es mediatriz de AP Y ME= 5
B Calcule PH.
3
A) E B) {2_ C) —
2 3 2 P
1 X 1
ic? £} =
D) - ) 3
M
8. En el tetraedro regular mostrado, M y NV son
puntos medios de las aristas indicadas y el
area de la regjon sombreada es J11. Caleule A
el area de la superficie total del solido. ¢
B
A) 446 B) 2 0 43
3 3
* D) 2V2 E) 42
A3 B8B () 16/3 1. En el hexaedro regular ABCD-EFGH mosi®
D) 25/3 E) 12/3 do, MR es mediatriz de AF, MR=3y BR=FRf

Calcule el volumen del hexaedro.
9. Eneltetraedro regular mostrado, MP=2(MA),

las regiones sombreadas son paralelas y B T
Sus areas se diferencian en 543, Calcule e] :
volumen de dicho tetraedro, 5 ' LG

p : %

Il M 1 R .I

- :'- = qmema=® - .. G
E H
c) 26
A) 27 B) 9V3 5 218

162 - D) 33



_ En un hexaedro regular ABCD-PQRS, O es
el centro de la cara / ABCD. Ademas se ubi-
ca el punto M en OS, tal que MS=2(MO) y
AM = 6. Calcule PC.

B) 3J3 C) 42

E) 642

A) 22
D) 643

. En el hexaedro regular ABCDEFGH moslra-
do, calcule x.

C
G

A) 300 g) 33° o 3

2 2

D) 12_ E) 15°

+ En el hexaedro regular ABCD - EFGH mostra-
do, TC=25y GL=10. Calcule EC.

F G
'. H L
i o
: T
SR T C
A D

15.

16.

17,

18.

Capitulo XIll: Poliedro ¥ poliedros regulares

A) 123 B) 103 C) 2043
D) 12J6 E) 2443

Se tiene el octaedro regular P-ABCD-Q,
de centro 0. En PO y en CD se ubican sus
puntos medios M y R, respectivamente, Si
MR =3 , calcule su volumen.

A) 63 B) 12 C) 943
3J3 32
B} =5 E) =

En un octaedro regular se ubican los puntos
medios M, Ny § de las aristas BR, AD y BC,
respectivamente. Calcule m< MNS.

A) 30° B) 45° C) 60°

53° 37°
D) =— By St
) 55 b

En un octaedro regular R-ABCD-T se cum-
ple que el perimetro de la reg;iﬁn triangular
RDC es numéricamente igual al area de la re-
gion ABCD. Calcule el drea de su superficie.

A) 643
D) 18V3

B) 27 €) 9

E) 9J3

NIVEL INTERMEDIO

Se tiene el octaedro regular M-PQRS-N,
en la diagonal PR se ubica el punto T.
Si la suma de las distancias de T hacia MR y
PS es igual a 6, calcule MN.

C) V6
E) 642

A) 6 B) 32

D) 26
- 163
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19.

20.

21,

164

gular mostrado, el per-

En el hexaedro re .
s nume-

melro de la region triangular LSK €

ricamente igual al drea de la region cua-

drangular KDUG. Calcule la diferencia de

volimenes entre el hexaedro y la piramide

L-SKU.
U
: Gl .
K
D) 36 E) 18

Del grafico, los vértices del octaedro son los
centros de las caras del hexaedro regular.
Si O es el centro del octaedro y AP =242,
calcule el volumen del hexaedro.

A) 216
D) 486

B) 125 ) 64

E) 6443

Del gréfico, O es e centro del hexaedro re-

Sular MNEF-DCQT y la arista de) octaedro
regular mide 2. Cajc ule OP,

22,

23.

A) V1
D) V7

B) v6-22 Q) 5

B) -2 |

En un tetraedro régular VABC se trazalame- |
diana AL de la cara AVB, luego se ubica ¢l |
punto medio S de AL. Si el &rea de la super
ficie total es 36+/3, calcule la distancia de§
ala cara ABC,

A) 1@ ~ B) J_E. c]ir‘fl
8 2 4
V5 6

D) 5 E) -

En un tetraedro regular DABC, se ubic?” los
puntos L y K en AC y DB, I'EE]JECI.i\'a.mEr.'R'
tal que AL=LC, BK=5(DK), ademas ¢ “b'f:
el punto medio § de LO (O es el centrod®
cara ABC). Si KS = 104/3, calcule € volur®
del tetraedro.

V]
) 1152
B) 1125V2 o

RL

A) 151242
D) 12152




i
I
i
I
|
|

o4, Enel )
AK=KD=2Y la linea KSC es la del menor

|
|
i
i
i
i
'r
|
|
B
If.
1
.
1

grificose muestra un tetraedro regular,

ecorrido. Calcule la longitud de dicha linea,

B
A C
K
D
A) 36 B) 35 C) 6
D) 27 E) 26

En un tetraedro regular ABCD, donde una
arista mide 16 cmn, se ubica el punto medio
K de AD; luego se trazan KS.DC, SL1DB
(SeDC y L € DB). Calcule el drea de la re-
gion triangular KDL,

A) 443 em?
D) 445 em?

B) 4/2em® ©) 642 cm?®
E) 6v3 cm?

+ Enun hexaedro regular ABCD-EFGH se ubi-

ca el punto medio L de BC y AC n LD={K}.

Caleule la medida del 4ngulo entre EK y el
Plano EFGH.

'
A) arctan[:}fz— B) arcsen(fz-]
o 3
0 Em::lau-,[.:.BL"E_H1
4 )
D) 750 E) a_rc:sen[-}?—]

27.

28.

29.

Capitulo Xj1j: Poliedro Y poliedros regulares

Enun hexaedro regular ABCD-EFGH, se ubi-

ca el punto medio K de HG. Si el area de

: la
superficie :

. lotal es 120 cm?, caleule la distan-
Cla de G a la regidn triangular FCK,

A) —-\g_icrn B) Vem ) J5em
D) V7 em E) £3_Elzm
3

Del gréfico se muestran dos cubos, tal que
EH=3(PH)=6 cm. Calcule la distancia entre
BylL.

B 43

A) 42
B) 443
C) 2V3 cm
D) 26 cm
E) 9cm

En un hexaedro regular ABCD-EFGH se

ubican los puntos S y K en AB, y en la cara
ABCD (AS=5B y K es el centro de ABCE}.
Calcule la medida del angulo entre ES Y GK.

A) arccos [;) B) arctan[%]

C) 53°
o
D) 60° B #1210
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. Prisma y cilindro

Capitulo xiy

OBJErwas : : :
- '¥ ldenuficar las caracteristicas fundamentales del pnsma y de] cﬂindm

“+ Reconocer los elementos basicos para calcular la superficie lateral* la 5uperf icie 10[3]
s e] vulumen de! pnsma }' del cihndm . g

g Este prisma tiene C=7, V=10 y A=15. Comg
& Prisma P 4 5

demos ver, también cumple el teorema de Euler.
Es un poliedro en el cual dos de sus caras son

regiones poligonales congruentes paralelas CLASIFICACION
(son las denominadas bases) y las demds caras

son regiones paralelogrdmicas (son las denomi-
nadas caras laterales),

Los prismas se clasifican segiin la inclinaciin
de su arista lateral con respecto al plano de su
base.

Arista lateral. Es men 1 i
era el seg o cumun entre dos Prisma oblicuo
caras laterales. -

Un prisma es oblicuo cuando sus aristas latere:

Arista bésica. Es el segmento comiin entre una les no son perpendiculares a las bases.

cara lateral y una base,

. ) . a. Seccion recta (S.R.)

Un prisma es nombrado segtin el niimero de la- Es aquella seccién plana que se determina
dos que tenga una base, Por ejemplo, si la base en el prisma por un plano secante y perpen
tiene 6 lados, se denomina prisma hexagonal.

_ dicular a todas las aristas laterales.
arista

basica
vértice > D
arista
lateral

cara
lateral

Notacién:

Prisma pentagona| ABCDE-FGHIy gﬁ;?;ég;angular oblicuo A
166 I
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"‘.'.' E -"":.".—-"--'\-'II B =i A R ca-pilt » ¥ ¥is
R S RS P T xﬁ":..._}' e ¥, ulo XIV: Prisma y cilindro

£k

Cree
"
£ L
IlI - !

A continuacion se indicara los célculos que

debemos CONOCer. * Uper_ﬁ cle lateral @)
Area de la superficie lateral (Ag, ) i urn B

Ay -lpsa)a

2Ppase: Perimetro de la base

2ps g perimetro de la seccién recta Area de la superficie total (. 7)

a: longitud de la arista lateral
meﬂﬂﬁﬂ mb“e} ]

By, e drea de la base
Volumen (‘i.‘.r]

Area dela super!‘cle tutal {mﬂ)

By, .. area de la base

Volumen {‘.‘:’)

h: altura del prisma (a=h)

h: altura del prisma

a. Desarrollo de la superficie lateral de un
. prisma recto triangular
Prisma recto
Un prisma es recto cuando sus aristas laterales
son perpendiculares a las bases.
C  Notacién: Prisma
recto triangular
h ABC-DEF
F A continuacion se muestra el desarrollo de
la superficie lateral.
1 A m B n C ( A
I & L]
: ! Notacién: Prisma
a 0 i ; a
: : recto cuadrangular :
Fi. 8. |h ABCD-EFGH - c
_ | : \.“ D E F D
E A

m, n y { pueden ser iguales
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2 NOTA ——r T

Paralelepipedo
Es aquel prisma cuyas bases son regiones
paralelogramicas.

Paralelepipedo rectangular
- Es aquel paralelepipedo cuyas caras son
regiones rectangulares. También se le de-
nomina rectoedro u ortoedro.

a, b y c son dimensiones del paralelepipedo

rectangular; ademds tiene 4 diagonales,

las cuales son congruentes y concurrentes.

[d2=02+b2+c2 ]

Area de la superficie lateral (Bsy)
l g =2(ab+ac) ]

Area de la superficie total (Bs7)

Prisma regular
Es aquel prisma recto cuyas bases sgp,

_
poligonales regulares, 8loneg
B
A
: C
) Notacién:
: Prisma triangyly,
,Eﬂl regular ABC-pgr
D *
F .
8 C
A fr— 4D Notacién:
| _ Prisma cuadrangular
Fluicaas . ¢ resular ABCD-EFGH
E H

DESARROLLO DE LA SUPERFICIE LATERAL DE UN
PRISMA REGULAR TRIANGULAR

| w # h
A continuacién se muestra el desarrollo 4
superficie lateral .

AmBnC’:“"
uj 7

||




e I Ty Capitulo XIV: Prisma y cilindro

| solido geométrico comprendido entre dos planos para-

Es aque .
enire si y secante a una superficie curva cerrada denoming.

4a superficie lateral y en dichos planos paralelos se determinan
secciones planas congruentes, las cuales se denominan bases.

Las bases son paralelas y congruentes,
. Lasgeneratrices son paralelas y congruentes,

generalriz

* CILINDRO CIRCULAR RECTO O CILINDRO DE REVOLUCION

—p

Seccion axial: Seccién plana determinada en el cilindro por un plano que contiene a su eje (00))

P

DESARROLLO DE LA SUPERFICIE LATERAL DEL CILINDRO DE REVOLUCION

Es una regién plana limitada por un cuadrilatero equiangulo, cuyos dos lados tienen igual longitud
que la circunferencia de una base y los otros dos tienen igual longitud que la generatriz del cilindro.

A C A
r '[ — = '!‘ '
B Desarrollo de la
f £ superficie Iateml,_.'__ = N
]
: J 0 B i
. B D B

[ 2nr i

Areade I3 superficie lateral: [(ELSL} BRg =2mrg }

Area de | Superficie total: [

(M.ST] Rop=2nr(g+r) ]
Voly men; W

s Nota T~ S—

: E"dﬁndm equilatero es aquel cilindro reclo cuya seccién axial es una region
‘Cuadrada,

o
it
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ProsLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 1

si r es el radio de la base de un cilindro, con
tapa, de volumen 100 em®, el area del malterial
usado en la construccion del envase, expresado
en funcién de r, es

UNMSM 1997
Resolucion
Nos piden A, drea del material
By =217g+2m° 0
Del dato
100=V=mr’g
100
-+ g= —T
nr

Reemplazando en ([)

B =2 x [I—qg]+ 21l
nr

By = 2(’“"2 4 l—ﬂﬂ]i;‘l'l‘l2
r

170

Resolucion

Nos pidEﬂ Wmﬁdﬂ

Problema N.° 2

Al rotar la region sombreada yp angulg 4
alrededor de la recla LL se obtiepe u“E ,
cuyo volumen es s

1 5m 1

-

=Wsg

generado

Vs6=Veonot Veilindro
=n(3)* x (g ]-ir E{S}E x (5)

=12n+45n

WSG =37 ma




SRR - CePMtuloXIV: Prisma y cilndro
- proplema N3 - Problema N.° 4
: . : de un paralelepipedo estan en
1 25 dimensiones El grafico mu :
La o on aritmética y suman 24 u. Si el volu- paralelepipedzsua un sélido formado por tres
pros os 440 u’, calcule la dimensién de mayor Si en e] vérti e ot CAMULeS lagtioos.
'. men_tud P ice M se encuentra una hormigay en
 longitud ek, '-'eirhn:e N su comida, icual es Ja longitud del
2006-1 camino mas corto que debe recorrer la hormiga
para llegar a N?
mhlnlfll'l
N B I E Em __I
' S i
i / 5cm
| ;
jr- N
b b
t‘ Nos piden la dimension de mayor longitud.
. UNMSM 2009-11
- Dato:a+b+c=24 !
E- a-brc=440 HEE“I ucion
r i
2 _ ‘ : Nos piden la longitud mini
~ Como las dimensiones est4n en progresion arit- £ R e
E méica Para ello realizamos el desarrollo de la superfi-
i p cie (sobre todo la parte del recorrido de M a N).
A a=({-r
|
r b={ ME3cm—
k. T O
] =
r c=[+r . 3cm
E = ler+l+04r=24 — (=8 | T -l' ZREN 0
r . Ty I X
- B-NB)8+)=440 1 BEEsEh
: - OF3cm—+3cm-N
i B-NB+=5x11 — r=3

A Del b MON: teorema de Pitagoras
hora Podemos decir que la dimensién de ma-

yor lungitud esc. x2=52+82

o x=10cm

17



ProsLEMAS PROPUESTOS

NIVEL BASICO

En un prisma recto ABC - DEF, m<«<ABC=90%
m<BAC=37°, la cara ACFD es una region
cuadrada y el drea de la base es numeri-
camente igual al triple de la arista lateral.
Calcule el drea de la superficie lateral.

A) 395
D) 355

C) 365
E) 345

B) 375

En un prisma recto ABC-DEF se ubica L en
CF, K en BE (EK=2(KB)) y

= = =% =— =1 Calcule la longitud

del minimo recorrido DLK que pasa por dos
caras laterales.

A) 93 B) 7V2 C) J95
D) Vo7 E) 3411

En el prisma recto mostrado, AB=3, AD=4
AM=5, DL=4(LS), AP=PB, BQ=QC. Calcule

la medida del dngulo determj PO
m minado entre
y AL. w

2

ks

A) arcms(

u‘ ‘

3

5

B) arcsen [

|

-3 L2
'

C) an:-::us(

..\
.::-If;ﬂ
I

D) arcsen

-~

~
=

E) arccos

)

En un prisma recto ABCDE-AB'CDE, Jas
bases son regiones pentagonales equilite.
ras, tal que el drea de una cara lateral y ¢l
perimetro de una de las bases son numér-
camente iguales. Si el drea de la base es &,
calcule el volumen del prisma.

Fa
m ‘

A) 3R
D) 6A

B) 4A C) SA

E) TA

Se muestra un paralelepipedo, tal que
BS=2,5, LK=3 y AH=8. Calcule la medida
del éngulo entre AC y LK.

A) 31°
D) 37°

B) 60°




|
|

3

gn el paralelepipedo ABCD-EFGH, la pro-
yeccion ortogonal de A sobre la otra base es
o centro 0, mxEAO=45° m«BAD=60° y
AB=BC=4. Calcule el volumen del sélido.

A) 46 B) 48 C) 52
D) 56 E) 60
En un paralelepipedo rectangular

ABCD-EFGH se ubica L en EH, AE=3, AB=4,
EH=Ty CL= 5y2. Calcule el 4rea de la re-
gién triangular LCO donde O es el centro
del paralelepipedo.

A) 1
D) 25

B) 15 0 2

E) 3

Se muestra un paralelepipedo rectangular.
SiBL=LC=4 y CG = 3.2, calcule el 4rea de
la region cuadrilatera ALKS.

A) 182
D) 1643

C) 1843
E) 1442

B) 1642

Enun prisma regular ABCD - EFGH se ubican
los puntos medios K y L de AB y BC, respec-
ﬁVﬂmenle, vy 3(AE)=23(AD). Calcule la
Medida del angulo determinado entre KL

y AH,

10.

11.

‘1] . A
Capitulo XIV: Prisma y cilindro

A) arccns[

e ea

)
)
)

3
D) areeos( 3]
) ccusg

E) arcsen[-‘;—ﬁ]

B) arccos(

| =

C) arcsen[

|

En el prisma regular mostrado, una cara late-
ral es una regién cuadrada, ademds el area
de la superficie lateral es 12 cm?®. Calcule la

longitud del minimo recorrido de la linea
KLSD.

A) 5 B) /26 C) 33
D) 27 E) V29

“En un prisma regular hexagonal

ABCDEF-A'B'C'D'E'F', una cara laleral es
una region cuadrada cuya drea es 4 em?,
Calcule la distancia entre BF'y EC".

C) 2cm
E) ¥5em

173

A) Y3em  B) V2em

D) 1,5em



Lumbreras Editores

12.

13.

14,

Se muestra un cilindro de revolucion, en el
que BL=LD, la medicion del angulo dete.r-
minado por AC y LS es 53° y la generatriz
mide 8 cm. Calcule el drea de la superficie
lateral del cilindro.

A) 2042 cm?
B) 2442 cm?
C) 24.3r cm?
b] 2042n cm?
E) 24\2rcm?

Se tienen dos cilindros circulares rectos, en
que el radio de uno es igual a la generatriz
del otro y la altura del primero es el radio del
otro. Si el volumen del primero es el doble

. del volumen del segundo y los sélidos son

equivalentes, calcule la razén entre el radio
y la generatriz del primero.

A) 1
D) 3

B) 1/2 c) 2

E) 3/2

Se muestra un cilindro equildtero, en el que

AC=4. Calcule la longitud del mfnimo reco-
rrido de KSA.

174

15.

16.

A) Vi+dn

B) 2/1+4n
0 Vi+an?
D) av1+2n?
E) 2J1+2n

Se tiene un cubo y un cilindro equiliterg fal
que son equivalentes. Calcule la razén de |,
arista y del radio de la base del cilindro,

A Yan B) ¥2 0 ¥
D) V2r E) Y2

Se muestra un cilindro circular recto, en el
que mNL = 120°, mKS = 60° y la generatriz
mide 2(1+ J3). Calcule el 4rea de la region
cuadrilatera NLKS,

A) 2V2(1+3)
B) 4(1+v3)
Q) 2v2(1+243)
D) 2J2(2+3)
E) 4(3+42)




tra un cilindro de revolucién y un

5
17. ..:::: oblicuo. Calcule la razén de vnlﬁ-l
i:mes de los dos cilindros,
27 27
B) — o) £
A) 9 ) : ) :
0 E) 6

NIVEL INTERMEDIO

|
|
E
|

18. Del grafico, MC es mediatriz de Eﬁy Oesel
centro de la regién cuadrada PABQ. Calcule

el drea de la superficie total del prisma recto
ABC-PQR si OC=4,

R

Capitulo XIv: Prisma vy cilindro

19. En el prisma cuadrangular recto
ABCD-PQRM, T es punto de tangencia. §j

AL=6, calcule el dreade Ia superficie lateral
de dicho prisma,

A) 36
D) 60

B) 29 C) 50

E) 40

20. Las regiones cuadradas ABCD y MNST son

perpendiculares y de area igual a 36. Calcule
el volumen del prisma recto BHLC-APRD si
PT=TR.

A) 72
D) 216

B) 36

C) 125
E) 108
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21. En el prisma recto DEF -ABC mostrado M,_E,

Ty P son puntos medios de DF, AC, BN'Y EB,
respectivamente. Si MP=MT=5, calcule el

volumen del prisma.

B) 12

A) 8
D) 443

24. Sea el paralelepipedo rectangular
ABCD-EFGH cuyo volumen es 30 y
TR=RD. Calcule el volumen del poliedn

A) 2045 MTRSB - QLHGF mostrado.

D) 75

B) 40 C) 25

E) 55

22. En el paralelepipedo ABCD-PQRS mostra-
do, AH=+/39, HS=/57. Calcule su volu-

men (H pertenece a la base). ' ; D \
Plasin :
of[ "'
.= 459h
E L H
A) 240 g) 200 O 4
D) 160 E)

A) 21643
D) 220,513

B) 14443

C) 120,513
E) 34343

23. Se muestra el paralelepipedo TBRM -PADC,

176

Si el volumen del

tetraedro regular B-ACp

es 4, calcule el volumen del paralele pipedo

25.

En un paralelepipedo I'ECla“EUIa;-E },ﬁ-’ﬁt!
ABCD-MNLR, la distancia entr¢_~ y .U
el doble de la distancia entré 7 g .

medida angular determinada Pﬁli;“ﬂ
es45° y AL = 2\[6 _Calcule su Vo

16
o

64

A) 125
D) 646




En un prisma regular ABC-PQR, AP=63.
gn el desarrollo de su superficie lateral mos-
rada pC:EJl_g. Calcule el area de dicha

B) 10043

A) 1253
D) 1213

C) 813
E) 21643

. Enunprisma regular ABCD-EFGH, la distan-
cia de F hacia BH es 2,4 y AG=5. Calcule el
volumen del prisma.

A) 18
D) 24

B) 27 C) 32

E) 28 )
En un prisma regular ABCD-EFGH, la distan-
cia de £ hacia los puntos medios de AG y CG

son 2J10 y 2V13, respectivamente. Calcule
su volumen.

A) 144
D) 216

B) 96 C) 125

E) 104

+ En el cilindro circular mostrado, DC=3 y
BC-FC=7. Calcule el area de la superficie
lateral de| cilindro.

30.

3.

Capitulo XIv: Prisma y

cilindro
A) Tn B) 8n C) 6n
D] ]2“ E] 10m

En gl cilindro equilatero mostrado, PM=MQ

2 — ;
BM*-OM?*=18 y MAQ =60°, Calcule el 4rea
de la superficie total,

Sl
P i o T
M
Ag: L g
Q
A) 54n B) 36m ) 16n
D) 48n E) 25n

Sean PQ=5 y RT=6. Calcule la razén de
volimenes de los cilindros de revolucién
mostrados.

75 25 0) 27
T B) =5 125
8

125 E) —

D) o= 27
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= Piramide y cono

Capitulo Xy

] Estudmr la constmcclén y forma de Ias piramides y los CONOS.
+ Recanocer los elementos y la relacién entre ellos, asi como también su claslﬂcal:lﬁn ]
_ seguin las caracteristicas de estos elementos. :

i T'?-_"Il:[ennfi{:ar la similitud entre estos dos sélidos geométricos, tanto para caicular 5“
: "'?*mlumen coino para calcular el drea de la SUPEfﬁﬂE Hqug los limita. - o0y

®: Angulo poliedro

Es aquella figura geométrica formada por tres o mas regiones angulares (si tomamos dos regiones

adyacentes no deben ser coplanares), que tienen el vértice en comiin y comparte un lado de
dos en dos.

Los nombres de los angulos poliedros se debe a las cantidades de regiones angulares, las cuales s¢
denominan caras del a4ngulo poliedro.

Graficamente

Notacién: Angulo triedro 0-ABC

o, By 6: medidas de las caras

Notacién: Angulo tetraedro 0-ABCD
a, B, 8 y y: medidas de las caras

178 -




@ Piramide
Es aquel poliedro que se determina cuando un

angulo poliedro es intersecado por un plano se-
cante a sus aristas.

i

seccién plana determinada

plano secante

A una Pirdmide se le nombra de acuerdo a la
S¢Ccion plana determinada, a la cual se le llama
se de la piramide,

Capitulo xv: Pirémide y cong

Pirdmide cuadrangular Pirdmide pentagonal

ELEMENTOS DE UNA PIRAMIDE

vétice

cara lateral

;‘-ﬂ. NDTA —

Una delas caracterisucas de fps piré
mu:les es que no lienen dlagn;]al"" :

M \,'\-Q-'. 3

Area dela superficie lateral (mﬂ)

'?"SL las caras latemles *v’

Area de la superficie total (Agr)
[ Bsr=g+Pouse |

By,.s0: area de la base

Volumen (V)

(Bt
Pl

h: longitud de la altura
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PIRAMIDE REGULAR .
Es aquella piramide cuya base esta limitada por

un poligono regular (triangulo equildtero, cua-
drado, pentagono regular, etc.), ademas, todas
sus aristas laterales son de igual longitud.

Ejemplos

Piramide triangular regular.

En la siguiente figura se muestra una piramide
hexagonal regular M-ABCDEF.

Por medio de ella reconoceremos los elementos
de las piramides regulares,

O: centro de la base

180

« ap longitud del apotema de |,

(MN=a,) Pirdmig,
*  ON: longitud del apotema del poy;
0
qular ABCDEF. HO00 g,

«  O:centro de la base de la pirdmide,

»  MO: altura de la piramide, O es el pie ¢
dicha altura. ’

« o: medida del diedro formado por yp, cara
lateral con la base.

*  p: medida del angulo formado por una ars.
' ta lateral con la base.

B MON: aplicando el teorema de Pitagoras

[ (ﬁpl??(ﬂﬂfich?':]

h: longitud de la altura de la pirdmide

a2 NoTA e
Apotema de la piramide regular (a,)

- Es la perpendicular trazada desde el vérti-

~ ce de la piramide hacia una arista bésica.

Area de la superficie lateral (Rg)

[ ""&Fp(ﬂp)] :

p: semiperimetro de la base

. TETRAEDRO REGULAR y
Es aquella piramide regular cuyas cuatro ¢
son regiones triangulares equilateras.

0: centro de la base C

Notacién: Tetraedro regular P-ABC




!
|
a
I
s.._
i
'E
E
F
;
I
;

Ty

M ok i e i

 cilculod

|

~ volumen (V)

3y

e la longitud de su altura

Area de la superficie total (Asy)

a: longitud de la arista

PIRAMIDE IRREGULAR
Es aquella pirdimide que no tiene tur:]aﬁ las ca-
racteristicas de una piramide regular.

En el grafico se muestran las siguientes pirami-
des iregulares:

Pirimide pentagonal M-ABCDE
Pirimide cuadrangular M-ABCF
Pirimide pentagonal M-AFCDE

Capitulo XV: Piramide Y cono

®: Cono

El estudio sistematico de Jas piramides, el cono-
cimiento de la circunferencia y algunas otras Ii-

neas curvas han conllevado a obtener y estudiar
otras figuras, entre las cuales destaca el cono,

el cual es muy parecido a una pirdmide, con la
diferencia de que su base es una regién curva
en lugar de una regién poligonal.

vértir:e- o clispide

superficie lateral

CONO DE REVOLUCION O CONO CIRCULAR RECTO
Es aquel solido geométrico generado por una
region triangular rectangular al girar 360° en
torno a uno de sus catetos.

360°
V  véiceo
clispide

superficie
lateral

eje de giro
] base

Elementos
« O centro de la base del cono

« r:radio de la base
.« OV:eje
181
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La superficie lateral es equivalente con
pectivo desarrollo, el cual es un seciq,
cuyo centro es el vértice del cong y y;
radio a la generatriz.

SU reg,
Clireyly,
€N por

Seccidn axial
Es la regién triangular que tiene como lados a

dos generatrices diametralmente opuestas.

Bg = Bsocior
g’
- wE=ge

Angulo de desarrollo de la superficie laterg|

aAVB: seccién axial del cono de revolucion

Area de la superficie lateral (Ag )
: CONO EQUILATERO

Es aquel cono de revolucion cuyas generalrices

tienen longitudes iguales a las del diametro de
g: longitud de la generatriz la base (g=2r).

Area de la superficie total (Ast)

g: longitud de la generatriz

: P el
En la figura se muestra un cono equilatero
respectivo desarrollo de la superficie.

h: longitud de la altura de la pirdmide

Desarrollo de la superficie de un cono de
revolucién




W —

4 :-_"' '-r-._u,-_r..';-ﬁq‘:r il 5.¥| P X AR cap[mh xv: Hfﬁmidg y St

-11--.'M‘-'5'.:wﬁ‘-¢fd ST od gy Apel
RS

o DE CONO DE REVOLUCION 1 Area de |a superficie total
4n de un cono de revolucién determi-

e por dos planos paralelos y perpendicula- Bsr=Rg +R g0 1 + By, s

pada
res a s € Volumen
fodotronco de cono de revolucion tiene dos ba- i
' wtamitey. 1
ses circulares. v LRt 4 ] )

l calculo del drea de la superficie lateral, total
y el volumen depende del tipo de informacién Por semejanza de tridn qulos (-4)

que sé tenga.

Area de la superficie lateral En resumen:
Area de la superficie lateral (g )
R =nR(g+n)-nrn : _
[-ﬂsn"-'ﬂcﬂ‘“‘)sf]
Ry =nRg+n(R-r)n : 1)
: Area de la superficie total (AAsy)
Por semejanza de tridngulos (~A) i
——= [ D= +m 4R ]

n+g R
= nR-n)=gr Volumen (V)
EI‘I{!} =-'-F.'{r +R2+Rr)

B =nRg+nrg
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PRoBLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 1

Calcule el volumen de un cono circular recto

cuya area lateral es 967 em?, sabiendo que el z’u:-

gulo que forma la generalriz con su base es 60°.
UNMSM 2003

Resolucion

|4

Nos piden V0.

Donde: V., s el volumen del cono
Datos: m«VBA=60° y A =967 cm?

De la férmula del volumen del Ccono

W{m = ‘%Erzh

Del dato

1
V. =—nrt _ 3
cono 3’" {f'\ﬁ)——s—ra 1))

-

De la férmula del 4rea de la superficie lateral
B =nrg
B =nr(2r)
Rg =2nr?

184

Pero del dato, Ag; =960
- 2mr*=96n

r=4J3

Reemplazamos (II) en (I)

Veono = _ﬂ:sﬁ (4"!5)3

3

Veono=192r cm

Problema N.° 2

Si se duplica, simultineamente, la medida
del radio de la base y la altura de un cono de
revolucién de volumen W, entonces el nuevo

volumen es
UNMSM 20074

Resolucién | ]

Nos piden V,. _
Donde: V, es el es el volumen del cono 2 l
Dato: W es el volumen del cono 1.

El cono 2 tiene el doble de radioy alturarespe®
al cono 1.

En el cono 2
v, = %ﬂzﬂ“ 2h U] *
En el cono 1 ';
V= %m’ah an J



R S R Capitulo XV: Piramide y cone

Nos piden r,
Dato: BO=0cC

Veono=81n cm?

De la férmula del volumen de| cono

_ wcuno x %ERE (0+r) (D
proplema N-* 3

rfico se tiene una esfera in5cnla eﬂ el
Ei revolucién cuyo volumen es 81n cm® y En el BB@C

30=0C. Halle el radio r de la esfera. o+a+B=90°

Por teorema, en la circunferencia
o=
Ja=90°

- o=30°

En el OMC: notable de 30° y 60°
UNMSM 2010-I

MC = OMY3
Resolucidn
— R=rJ3 y 0C=2(0M)

& s - )

Reemplazamos (II) en (1) y con el dato del
volumen

817 =-% 2 (r3) @r+r)

81 =.%:3m->2 (3r)

r=3cm
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ProsLEMAS PROPUESTOS

NIVEL BASICO A) 66 B) 247 Q) g;ﬁ
{. Enla piramide mostrada, DI=3\2y b Zir‘i . o7
DV=VI=5. Calcule su volumen. 9 | _2__

D

4. Del gréfico, la pirimide regular p. ABCD,
MFST es un cuadrado, FS=8 y LT=4, Cq,.
le el area de la superficie lateral de dicha
piramide. (O es centro de la base),

P
l"r -S.
:'E ....... L I_ L 'C
A) 6 B) 9 0 12 A .
D) 10 . E) 15 [Z M 0 L
A D

2. Del grifico, en la piramide A - DRI mostrada,

AN es la altura, NI=4, ND=NA=3, NR=5 y N A) 1325 B) 265/5 C) 256\
es baricentro de la base. Calcule el volumen

de la pirdmide. D) 216V5 E) 12845

5. Del grafico, P-ABC es una piramide regul:
Si la regién triangular MBC es equivalente 3
la base, AM=2 y MP=4, calcule €l apotem

R de dicha piramide.
D
1)
!
58 B) 12 ) 18
D) 20 E) 24

En una pirdmide A-NCR, 1a arista AR es per-
pendicular a la base, m« ANR=370

MIANC=53° y m« ACN = 45° Si AN=5
calcule el yolumen de dicha pira I

186
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I
i

e e i T ey =

——

=

ot -ABCD se traza
iramide regular P AB
At ferencia de didametro AC, la

jcircun
i P en el punto M. Si BM=4

ipterseca a
cll;f‘_;fz calcule el drea-de la superficie
jateral de dicha piramide.
p) 144 B) 125 C) 140
0) 12042 E) 120

Se fiene una piramide hexagonal regular

' P- ABCDEF:' a la que se le traza la altura PH.
£ PH se ubica el punto R, tal que la distan-
cia de R hacia el centro de la base y hacia
el vértice de la base son 15y 25, respectiva-
mente. Calcule el drea de la base.

B) 600 C) 200

E) 36v3

A) 60043
D) 600v2

8. En una pirimide regular P-ABC se traza la
altura PH, con didmetro HC, luego se cons-
truye una semicircunferencia que interseca
aPCen el punto T. Si PT=5 y BC =643,
calcule el volumen de dicha piramide.

A) 310 B) 4410

D) 21V15

C) 27
E) 275

3. En una pirdmide regular P-ABC, el area de
la superficie lateral es §, la distancia del
centro de la base hacia una cara lateral es d.
Calcule el volumen de la piramide.

Sd Sd

Al 2

15 B)? C) Sd

n) Sd Sd
2 E) 9

10, .
i-aS anstas de una piramide triangular regu-
ar miden 6 y 4. Calcule el menor volumen
de dicha piramide.

1.

12,

13.

Capitulo XV: Piramide y cono

823
G T C) 643
D) 83

E) 642

Las aristas de una piramide regular cua-
drangular toman valores enteros y la suma
de las longitudes de todas sus aristas es
16 cm. Si la altura de la pirdmide es mayor

que 2 cm, calcule el drea de la base de di-
cha pirdmide.

A) 4cm?
D) 3cm?

B) 5cm? C) 1cm?

E) 2cm?

Se tienen dos piramides regulares cuadran-
gulares donde la arista basica de una y la
arista lateral de la otra miden 4 u; ademas,
la arista lateral de la primera y la arista basi-
ca de la segunda miden 3 u. Calcule larazon
de sus volimenes.

9 J46 3,46

24 N3 o M
A) 32 23 B) 1 ) 6

p) V46 E) 2.6
32 16

En el cono de revolucion mostrado, el trian-
gulo MRI es equildtero. Si AR=T y MI=8,
calcule su volumen.

A) 12543n
B) 274/3n
C) 5643
D) 403

50043
3

T

E)
187
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14. En el cono de revolucién mostrado, AN=_5
y TL=16. Calcule el drea de la superficie

lateral.

A)

1
A) '25;%—;: B) 54/10n  C) 60J10n " % V% |
100 ‘
D) 100v/5x E) "3_"@“ 17. En un cono de revolucion, la distancia del

_ centro de la base a una generatriz es la mi-
15. Elsector circular sombreado es el desarrollo

tad de la distancia a un punto de la circun-
de la superficie lateral de un cono de revo- ferencia que limita su base. Calcule la razén
lucion. Si OR=6 y RA=3, calcule el volumen

: entre las areas de las seccion axial y la st
del cono correspondiente. ;
perficie total,

NGB B2 b
D) 2 ' E) 3-8
NIVEL INTERMEDIO
16 18. Elarea de la seccién axial es numéﬁtanE:
A) 32 B) 182n ) 943 te igual al volumen de un cono de F%%
cion. Calcule el radio de su base. :
15
D) ?ﬁn E) 103n 3
: NS B) n 9
. Del grafico, Al =2(IS). Calcule 1a razén de vo- 5
!Erm&nerls entre el cono de revolucién parcial n E) ;
determinado y el cilindro de revolucion, P 5 :

188
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{9. En €

| hexaedro regular ABCD-EFGH mos-
o, las circunferencias mostradas estan
.nsﬂ-il[as. Calcule la razén de volimenes de
|

los CONOS.

N B 6-4Z O 2-42
9.2 2-\2
v Y i

20. Del grifico, el volumen del cilindro de revo-
lucién es 16m. Calcule la suma de voliime-
nes de los conos mostrados si CM=MD.

B) 4n C) Tn
n) 8 22n
3 B

21.

22,

23.

Capitulo XV: Piramide Yy cono

En un tetraﬂim regular P-ABC, M es punto
medio de AP. Si AB=2, calcule e} volumen
de un cono de base circular, cuya base ests

inscrita en la regi6n triangular MBC y su
vértice es P,

LW, n 5
A) 3 3 B) 2& C) _2_._
E . = n«.@
o 3(2 3) E) 3

En una piramide regular cuadrangular
V-ABCD, AB=6 y AV=8. Calcule la distan-
cia del baricentro de la cara AVB a la base.

A) 7 B) V46 0) V23 _
3 2
46 V23
D) =3 E) 5

Del grafico se muestra una piramide regu-
lar V-ABCDEF, en la que CL=LD, FS=SE=2,
O es centro de la base y VO=3. Calcule la
distancia de V a LS.

C) 33
E) 2v3
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24,

25,

190

Del grafico se muestra una piramide regu-
lar !;-ABCDEF. en la que O es centro de la
base, EF=3 y la suma de las longitudes de
las aristas laterales es 30, Calcule la longitud
de la proyecci6n ortogonal de PO sobre una

arista lateral.

E) 4

Enuna pirdmide V-ABC, VA es perpendicular

ala cara ABC, AB=BC=AC=? y el drea de

la cara VCB es 2. Calcule el volumen de la
piramide.

V2

A B:l-‘;—§ C) 1
V3

iy RL

IISile Muestran dos pirdmides V-ABCD y L-ABD
onde ABCD es io i 1
ol un trapecio isésceles y

Bl S

5 3o DC. Caleyle larazén de volime-
nes de las Pirdmides mencionadas

A) 2 B) 3 c)%

D) 4 E)

L R

. En una pirdmide V-ABCD, en la que 74 e

perpendicular a la base, ABCD es un reclin-
gulo, AD=2, DC=4 y AV=6. Calcule el &ea
de la superficie lateral. '

A) 16+4\10+313
B) 16+4V10+13

C) 2(10+2410 +13)
D) 2(8+2J10 +13)
E) 2(9+2J10+13)

u i
. En un cono circular recto, el ared de

superficie lateral es el triple del wf:
la base, y el drea de la seccion ”HI-
842 cm?. Calcule el 4rea de la st
lateral del cono.

I
Naw e O
D) 10n !




o P el T
¥ TRy

Capltulo XV: Piramide ycono

M R R RN e g, MO ]
R P Dy L e e,

cono de revolucion, la medida del 4n- 32,
un

glode desarrollo de la superficie lateral es el que G es baricentro de la regién AVB.
|20°y ¢l drea de la superficie lateral es 27, - Caleule la razén de volime

Calcule el volumen del cono. _ del cilindro circular.

Se muestra un cono de revnlticiﬁn. en

nes del cono y

g3 B 8Br O 8Jn
D) 9 Jin E) 9n -

,. %, Se muestra un cono de revolucién. Si
m<ALB=30°y la distancia del punto medio
de OB hacia VB en 2 cm, calcule la longitud
de la generatriz del cono.

A) 6 B) 8 C 9
D) 12 E) 15

33. Se muestra un cono equilatero, en el que

AS=5L=4. Calcule la longitud del minimo
recorrido de SEK.

A 12 B) 14 C) 16
D) 18 E) 20
31. Enun paralelepipedo rectangular

ABCD-EFGH se encuentra un cono de revo-
lucién, Cuya base esta inscrita en la region
Irangular EFH y su vértice est4 en la base

ABCD, EF=6, EH=8 y AE=EG. Calcule el vo- A) 245+2

lumen del cono, B) 2 m
+

3 3 D) 3V5+2y2

D) 12n E) 13n E) 2J5+22
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Esfera y teorema de
Pappus-Guldin

(=] R0 § |
=]
I

Capitulo Xy

OBJETIVOS .

« Reconocer la esfera y su supetficie esférica para determinar el volumen y el drea de
dicha superficie. '

« Calcular el area de una superficie de revolucion y el volumen de un sélido de

revolucion. :
@ Superficie esférica | Huso ESFERICO
Es la que se genera cuando una semicircunfe-
rencia gira alrededor de la recta que contiene Sea o < 360°
al diametro. v 20
.@-HE= RE o

Ay area del huso esférico

@ Esfera

: ira
Es la que se genera cuando un semlcﬁﬂbi
alrededor de la recta que contiene al diame

O: centro de la superficie esférica
Rsg: drea de la superficie eslérica

circunferencia menor

clrcunferenciy mdxima

O: centro de la esfera

WVe: volumen de la esfera
192 o




Guldin

& : 3
AR ';:;?it"fln XVi: Esferay teorema de Pappus-

DE UNA REGION pLANA

Regi6n paralelogramica

Regitn hexagonal regular
C: centroide

Circulo

®: Superficie de revolucién

Es aquella superficie que se genera por la ro-
tacién de una linea abierta o cerrada que gira
alrededor de una recta coplanar.

. Seaa < 360°

eje de gito
Vg : volumen de la cufia esférica : = -

_ % Centroide o centro geométrico

~ Deuna LINEA PLANA linea abierta |
; parle de una superficie
de revolucion
5
———
je de giro
Segmento Paralelogramo .;:-_1 __";E]E g

53

linea cerrada

ciru-'-ﬂfﬁrencia

Triangulo equildtero parte de una superficie
C: centroide de revolucian

193
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TeoremA DE PAPPUS-GULDIN RESPECTO A LA G
SUPERFICIE DE REVOLUCION |

Dadas una recta y una linea plana no secantes,
contenidas en un plano, al hacer girar la linea
plana a dicha recta (denominada eje de giro), se
genera una superficie de revolucién, cuya area

se calcula multiplicando la longitud de la linea region plana | |
y la longitud de la circunferencia descrita por el
centroide de dicha linea. E‘:'m :1::1 sélidy
b eje de giro = "
= TeoREMA DE PAPPUS-GULDIN RESPECTO A
0 SOLIDO DE REVOLUCION
Dadas una recta.y una region plana no secantes
o “* contenidas en un plano, al hacer girar la regiﬁ;
=T plana a dicha recta (denominada eje de giro), se
genera un sélido de revolucion, cuyo volumen
centroide | @ : se calcula multiplicando el drea de la regiény
pesciin de v e la longitud de la circunferencia descrita porel
de revolucisn centroide de dicha region.

&

| ™ eje de giro

g, c: drea de la superficie generada

[: longitud de la linea plana

x: distancia del centroide de la linea al eje de
giro (#)

&: Sélido de revolucion centroide | & in delstido
de revolucion 1

Es aquel s6lido que se genera por la rotacién de

una region plana que gira alrededor de una rec-
ta coplanar.

C_“_jeje de giro

Vse), g: volumen del sélido generado

IA: area de la regién plana |
de la linea ®

IEF"'

i6n pla x i i
region plana | x: distancia del centroide

stlido de revolucién giro (E)

R




e AT )

L s ESUELTOS

Reemp]azamns en {I)
gn el grafico, todos los triangulos son equilate-

5" s pequeios tienen lados de longitud a V. - 2,:( a ][a%’i
. - » ® . i 0 T
. gjjomamos como eje de revolucién la recta 2 - 4
| entonces el volumen del sélido generado por el
' yiangulo sombreado €s = W mﬂif‘
. 24
X
E
: Problema N.° 2
: En una esfera de radio R se inscribe un cono de
, altura h y base de radio r. La relacién entre r,h
r. VR es
&
r : UNMSM 1995
] UNMSM 1994
k
" Resolucion Resolucion
i
r h
1
|
|. L |

Nos piden elvolumen del sélido generado por la
. Tepi 'p.

gion MNP- v,

ﬁ | 3 "
! Plicamos el teorema de Pappus-Guldin Nos piden la relacion entrer, h y R.
‘ V. =2nxm 0 1. OSB: por leorema de Pitagoras
b xal 2
: : Ri=(h-R)*+r*

(istancia gel centro; i6n tri : :

centroide G de la region triangular R'.‘:;,EHE--EI:RH”

i .Palﬂ[EEla T)

; : ! TR 105
A- E_‘fi (drea de 1a region triangular MNP) S +h==2Rh

4
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Problema N. 3 =
En un estuche cilindrico se guardan tres pelota

de radior=1 que encajan exactamente. ({Cual es
el volumen del aire dentro del estuche y circun-

dante a las pelotas?
UNMSM 2004-1

Resolucion

Nos piden el volumen del aire circundante a las
pelotas (esferas) dentro del cilindro: V,.

Se puede plantear
Ve=Wei, ~3Vest.
v, =x(0%(6)-3( L0y
V,=6n-4n

V.=2n

Problema N.° 4

En un recipiente cénico (circular recto) lleno de
agua, se introducen una esfera de radio 3 my
otra ‘de diametro 24 m quedando exactamente
la mitad de esta fuera del cono, Las esferas son
tangentes entre s ¥ quedan ajustadas a la su-
perficie lateral del cono. Calcule el volumen de
agua que aun queda en e] re cipiente.

196

Resolucion

i,

; ;;4 1
e -
T

Nos piden el volumen de agua que ain queda
en el recipiente cénico: V,.

Se puede notar del grafico que

V=V eono — [V semiestera +Vestera ) )
radio 12 radio 3

I\ OPO, es notable de 37°y 53°
-3 OIP =12
I OTS es notable de 37°y 53°

— 0§=5x3=15

Ahora en (1)

20 (2 23,,:‘.,:(3}’]
Wx=n[15}2x§=—(3ﬂfl) 3

s V,=312n



‘Capitulo XVI: Esfera ' .
£ s 2 Y teorema o
KSR NL L  ay e P s i
R e A AN A B < T R R L3 appus-Guidin

& - b, Pk P -
e 5 i O bl et

-. m““ml Hlﬂ:alle el volumen de la esfera si el s pide: iriis
-.E:lif:?:[:‘cubu es 216(V5 + l]:1 em?®. oip 3 rr? v
N PQL: notable de 53%2 y 1279/2
PQ=2(QL)
Luego

U=(r5+r)

UNMSM 2004-I1 Del dato
Veubo = 215(“{5‘* 1)3?—‘03

= [=6(J5+1)

Luego igualando

G:r(V5+1)=6(y5+1) — r=6

Ahora reemplazando en (I)

'ﬁ’=%n53

V=288% cm®
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PROBLEMAS PROPUESTOS

NIVEL BASICO

1. Del grifico, AM=MO, el area del sen

de radioresb
ficie total de la semiesfera.

C) 24n
D) 48n E) 36n

A) 32n B) 18rn

2. Una superficie esférica esta inscrita en un
cono equilatero. Calcule la razén entre el
area de la superficie lateral de dicho cono y

el drea de la superficie esférica.

A) 1 B) 3/2 Q) 2
D 12 E) 2/3

3. Del gréfico, la mAB =90°, 2B | MN, el volu-

men del cono circular, cuyo vértice es A es
igual a 18m. Calcule el 4rea de |a superficie

esférica correspondiente a la semiesfera.

ricirculo
. Calcule el drea de la super-

A) 187 B) 121 Q) %4
D) 27r E) 36z

Del grafico, las superficies esféricys Son
tangentes entre si y tangentes al cilingy, de
revolucion. Si 5(AT)=4(TR), calcule I3 tazt
de 4reas de las superficies esféricas,

. e R,

A) 172 B) /16 C) 18
D) 1/4 E) 2/9

Del gréfico, la esfera estd inscrita en el cono
de revolucién y es tangente a V5. Si Z5=l,
calcule el drea de la superficie esférica.

A) 25n B) 9n C) ;::
D) 24n E)




B o N L .- TriabvRrulsse

1 ; I_,p:ﬁ_‘g-‘g_;'l AL - 1

Pt . L A A
L i e b P =l
e LS R U 1 L

esfera es tangente a una regién cua-

a ABCD en su centro O. En la esfera
e lraza el didmetro OP,'y PD interseca a la
superficie esférica en el punto E. Si AD=6 y
pE=3, calcule el volumen de dicha esfera.

p&2n B 9Bt O 35
D) g.‘&ﬂ E] 2JEIL'

7. Las esferas mosiradas son tangentes, tal
como se ven en el grafico, y el cono es equi-
lstero. Entonces la relacién entre sus vola-
menes son como

A) 3:8:18

B) 2:8:25

C) 8:27:125

D) 4:108:243
E) 2:50:150

8. E cilindro equilatero est4 inscrito en la se-

miesfera. Indique la razén que hay entre sus
volimenes.

A

FLLT 1 im,
#Lr L

adpd T SERLTEIE. .
Foma 'L-.q'»_u:.:jll-f_-"‘l i,

AL T, - 1 b

' Capitulo X

10.

11.

Del gréafico, I1a region dete

Bt - b B L TT T LT W b

H Ez_a,fera Y teorema de Pappus-Gul:lin i

_ rminada por |a in-
terseccion entre Jas dos esferas tiene como

area igual a 3n, Calcul '
. e el volumen d
de las esferas. G

En una piramide regular triangular 4-BCD
se inscribe una esfera. Si AC=CD=3J§.
calcule el volumen de dicha esfera.

A) 943
D) 310

C) 9V2/8
E) 9J2/4

B) 2743

El drea de la superficie generada por el
cuadrado ABCD, al girar en torno a %, es
6n veces el drea de la region cuadrada que
limita ABCD. Calcule x.

X rH
—+—t—D
AP— |z
A) 30° B) 45° Q) 3r°
D) 31° E) 53°
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Ty

12. Del grélico, AB=2(TM)=4. Calcule el area 14. S:}a t?enecel lr:;’:;iull: ;(ll:l]a;i;.‘l‘;l ABC. py; d 3
de la superficie generada por el arco BFA vértice IS;:- e mm?e A al tl{al es . |
al girar en torno a TM. (T es punto de tan- planar a Pla que contiene a tridngulo

. es perpendicular a AC. Calcule I3 razén ge
B las dreas de las superficies generada;s por
el triangulo ABC al girar en torno a 7 yiC

A 6 B) 23 Q) 3
D) % E) V3

15. Del gréfico, AB=3, BC=4, ademis los sgli.
dos de revolucién generados por las regio-
nes triangulares, al girar en torno a 7, tie-
nen igual volumen. Calcule CH.

A) 167 B) 24n? C) 12n2
D) 187 E) 337

13. Del gréfico, ATLN es un cuadrado,
SM=[Z=IE=1, 2(MR)=5(JR)=10.
Calcule la razén entre las dreas de las

superficies generadas por el tridngulo MR/
al girar en torno a AN y 7J. '

¥
A J T
iR A) 83 B) 165  ©) 108
D) 972 E) 125
: M R o 16. En una regién trapecial isc':-'s_celes HA’:: :
N :? 1, MA=AR=4 y M|=8. Se traza ¥, 1 cual 1

— : ule
perpendicular a AR y contiene a /- C*‘ll:w _
1 el volumen del sélido generado P! :

N 3 B) % 0) 4 gion trapecial al girar en tornoa 7'«
5 15
14
D] E E] E ﬁ] gﬁ\ﬁﬂ B} 25n 0 36m
- D) 125n E) 64
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1 pel g]'éﬂcﬂ, A es punito de [angEncial

. mAR =45° ¥ r=+3. Calcule el volumen del

sglido de revolucién generado Por la region
sombreada al giraren torno a .

27
nald B T 5?4,:‘2
I}]'n-%\ﬁ?t2 E) 9V3r?

18. Del gréfico, YA=AT y L es punto de tangen-
cia. Calcule la razén de voliimenes de los

solidos generados por las regiones som- -

breadas al girar en torno a NT..

N

15 11
A) -2 12 L1
) 2“ B) = C) 9
9
D) ~n 81
2 E) 527

; Capit

ulo XVI; Esf
< €ray teorema de Pappus-Guldin

NIVEL INTERMEDIO

19. Se tiene un cilindro equilatero Y una su-
p:erﬁcie esférica. La superficie lateral de)
cilindro y |a Superficie esférica son equi-
valenltes, y el volumen del cilindro es 54,
Calcule el drea de la superficie esférica.

A) 30n

B) 32n
D) 40n

C) 36n
E) 42n

20. Del grafico mostrado, T es punto de tan-

gencia, TM=2(MS)=4, S es punto de la su-

perficie esférica. Calcule el 4rea de dicha
superficie,

A) 30n
D) 36n

21. Se muestra un prisma regular, en el que L
pertenece a la base, y la superficie esféri-
ca es tangente a las caras laterales y a una
base, ademas 2(LK)=3(0K). Si el volumen
del prisma es 844/3, calcule el drea de la su-
perficie esférica.

A) 10m
B) 12n
C) Mr
D) l6m
E) 18n
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o . Se muestra un cono equildterg
; latero v una esfera 25 Cuyo yop,
22,56 Tene- Ln. Cono  SAuOAECRY RY . men es 943r. Calcule el '-'ﬂll.lml.’.*n{[eh
que son equivalentes. Calcule [?] siR es wilcstars. e ‘
radio de la esfera y r es radio de la base ‘
del cono. A) 144n 1
B) 12In 1
J3 J3 C) 128n
A 172 B 7 93 D) 132n |
2 E) 136n ]
D) 1/3 B) 7
i
23. Se muestra una esfera inscrita es una se- - -
miesfera, ademas, 0S=SL=4 cm. Calcule 26. Del grafico se muestra la cuarta parte de
el volumen de dicha esfera. una esfera, en la cual esta inscrito un cong
circular . Si O es punto de tangencia, calcy- 1
le la razén de volimenes de los dos solidos,

BEOEZ
O B W = N

A) 32n/3 B) 18n C) 24n
D) 36n E) 42n
27. Se muestra un cilindro circular, cuyo volv*
men es 167, en que la proyeccion 0
de L sobre el circulo maximo es O. Calcu®
el area de la superficie de la semiesfer

24. Del gréfico se muestra un cono de revolu-

ciény una semiesfera que son equivalentes,
Siel dreadela superficie lateral del cono es
4n5, calcule el volumen de la semiesfera.

A) 5n
B) 8n
C) 12n
D) 9n
E) 16n/3
A) 481 B) 28n :}};2::

e D) 32n
202



oel grafico se muestra que ¢l avH, es tan-

gerﬂe enlySa dos esferas tangentes en-
R_9
sl Si =g y la proyeccion ortogonal de

Ol.--d; sobre el aH mide 12cm, calcule el

4rea de la superficie esférica menor.

31.

A) 108n
D) 16n

B) 144n C) 100z

E) 64n

y el area de

. Del grafico, M:%:%

la superficie generada por AB, cuando gira
alrededor de Z, con la longitud de AB son
numéricamente iguales. Calcule el drea de
la superficie generada.

B
32.

I fataiate’ slamions
r

£ K y
Al Bl

A) 1 B) 5 C) 5n

D) 5/ E) I/n

: D_ﬁl rafico mostrado, el area del seclor
Circular LOB es g y MNL = 90°, Calcule el

'¢a de la superficie generada por la linea
MNLs Cuando gira alrededor de AB.

[ - L
N /
‘ ]
A) 24 B) 12n C) 16n
D) 24n E) 30n

Del gréfico, PQLH y MNLS son cuadrados,
AH=4, LC=0. Calcule el 4rea de la superfi-
cie generada por el cuadrado menor cuan-

do gira una revolucién alrededor de 7 si
LS=2(CK).

B
P Q
N M Lﬂ’
A H L 5 c JK
A) 2392n B) 256,2n  C) 259,2n
D) 2494n E) 229.2n

Del gréafico, AB=2(AL) y la semicircunferen-
cia mide 6r. Calcule el area de la superficie
que genera la semicircunferencii cuando
gira una revolucién alrededor de Z.
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... Geometria analitica escalar

OBJETIVOS

«  Definir el plano cartesiano, y en €l ubicar y representar un punto a través de las

coordenadas cartesianas.

+  Estudiar los mélodos basicos para hallar las coordenadas de un punto segn sus

caracteristicas.

«  Encontrarlarepresentacion de la recta a través de una ecuacién lineal utilizando para

ello los elementos que la definen.

&: Definicion
Esla combinacién de la geomeltria con el dlgebra

que se encarga de estudiar las figuras en un
sisterna por ejemplo en un plano cartesiano.

@ Recta numérica real

Es aquellarecta en que a cada punto se le asigna
un namero del conjunto de los niimeros reales.

Al punto que se le asigna el niimero cero se |e

conoce como origen, y los nimeros asignados

a dichos puntos en la recta se llaman coorde-
nadas.

Grédficamente
_ (Origen de coordenadas
—t : —
-4 -3 -2 -1 0 1 9 3
hacia la izquierda estin : =
los ntimeros negativos hacia la derecha esian

los mimeros positivas

®: Plano ¢ca rtesiano
Es el plano determinado
Cas secantes y perpendi

Por Convencién, una de
ende, la otra ser vertic

204

por dos rectas numeéri-
culares entre s,

ellas es horizontal

al, Yo

Capitulo Xy

Graficamente

v

La recta horizontal es llamada eje de las X
o ejes de las abscisas y la recta vertical es llama
da eje de las Y o ejes de las ordenadas. -

UBICACION DEL PUNTO EN EL PLANO CARTESIANO

Coordenadas de un punto

Un punto en el plano cartesiano se represent
mediante dos nimeros reales: el primer0 & ¢
niimero que representa la proyeccion orog
de dicho punto en el eje de las abscisas yels¢
gundo es el niimero que representa 12 proyec

s | eie de Jas
cién ortogonal de dicho punto en €l €l
ordenadas. '

as
Este par ordenado son las cmrﬂeﬂi‘d
punto,



fnfonces

proyeccién onogonal
hacia el eje X

p=(a; b)

donde

geslaabscisade Py
b es la ordenada de P.

Coordenadas de puntos especiales

Punto medio de un segmento
Las coordenadas del punto medio de un
segmento se calculan promediando, res-

pectivamente, las coordenadas de sus ex-
tremos.

En el grifico mostrado, M es el punto medio
del segmento PQ.

Y Se cumple que

Un punto ubicado en un segmento, dada

la razén en que lo divide

Cuando se pide las coordenadas de un punto
P que pertenece al segmento AB debemos
tonocer las coordenadas de A, B y la razon

Yt

Como

a

—_— =

Se cumple que P(x,, ¥p)

Donde
Xralaten —Ryikay;
T awby Postath

Baricentro de la regi6n triangular

La abscisa y la ordenada del baricentro de
una region triangular se calculan prome-
diando, respectivamentle, las abscisas y las
ordenadas de los vértices de dicha region
triangular.

Sea G el baricentro de la regioén triangular
ABC.

" B(x2; y2)

A
(x5 ")

C[-"alfa}h

X

Se cumple que G=(§; ¥).

Donde

{,_r'= .t'|+x-:+-‘-l'aJ (J',:E‘_}'Eﬂﬂ}
2
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I';':"Efé MNoTA ' | T
I‘ « Las coordenadas del origen €s (0; .
. Lns. puntos del eje de las abscisas tienen

coordenadas (x; 0). i
« Los puntos del eje de las ordenadas tie

" nen coordenadas (0; y).

o,
L

@: Calculo de la distancia entre dos
puntos

Es la rafz cuadrada de la suma de los cuadra-
dos de las diferencias, tanto de las abscisas
como de las ordenadas de dos puntos.

Yi
Yz

Y

Del triangulo rectangulo P5Q

E= '!(""2 o }2*'(1’2 ':f:)2

®: Larecta

En la geometria analitica, la recta se representa
alravés de una ecuacién lineal de dog variables

Elffﬂyi-(?éq]

Donde x e y representan la
da, Tespectivamente, de ca

abscisa y |3 ordena-
da punto de larecta,
Una recta queda definpj
no si se Conoce un punp
inclinacign,

206

da en gJ plano Cartesia-
todeellay g, angulo de

INCLINACION DE UNA RECTA EN EL PLANg
CARTESIANO
La inclinacion de una recta es el angulp gy, for.

ma con el eje de las abscisas y se mide 4 Paj;
del eje X en sentido antihorario.

rh

“Q?]\ ' 2,

P Ao
N 7

|

B: medida del &ngulo de inclinacién de
la E;l

a: medida del angulo de inclinacién de
la Z,

PENDIENTE DE UNA RECTA

La pendiente de una recta es la tangente de su
angulo de inclinacién,

Del grafico anterior:

* Pendiente de %;: m—
#

-ComoB>90° 5 m—- <0
S8

* Pendiente de Ez: m—
#2

(mene

Como o < 90° — mﬁz >0

rfgg_ﬂom _

" '* Las reclas horizontales tienen uiﬂl
“inclinacién de 0° y su pendiente &
cero, BB L

. * Las rectas verticales tienen Uﬂa‘mﬁ:

\_acion de 90°y no poseen peﬂdiﬂﬁ

e




pgralﬂEHS y perpendiculares

rectas tienen el mismo 4ngulo de incli-
dios no son verticales, se puede decir que
Ld isma pendiente.

[/
I o

5i9,// %, entonces

}!Jl

l

Enel caso de que dos rectas sean perpendicula-
res (ninguna de ellas es vertical), se cumple que
el producto de sus pendientes es -1.

ys
E’ul

AN X

Si% 1 Z,, entonces

m-—- im!—h =.,_,]

T Nora

Lo anterior se cum
ferentes de cero,

ple simy o mz, 500 ]
|

s —

A § . -
cn:llilinua::lén indicaremos cOmo se calcula la
Pendiente de la recta que contiene a los puntos

Py y Qlry; yy).

]’1‘
. 7
3"'2_1 Q
P Lt
Y 1,___-__P.._ -.'i.‘."'.-:."..,,."_.'._:..-ﬂ_g
’ o X=X ——]
& X, X, X
Se sabe

Del tridngulo rectangulo PSQ

me=22"2
p Xg—X)

ECUACION DE LA RECTA

A la ecuacion lineal de dos variables, que se in-
dicé al inicio de esle tema, se le conoce como
ecuacion general de la recta.

[ Ax+ﬂy+Cﬂ=ﬂJ

Dependiendo de los valores que toman A y B,
la recta adopta cierta posicion en el plano car-

tesiano.

e e ——————

MNOTA ——n

5i el angulo de inclinacion es diferente

I de 0%y 90" se tendrd que (A)(B) # 0.

k -
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Como sabemos, la recla queda def inid.a en' el
plano cartesiano con su angulo de 1ncllr]at?1ﬁn
y un punto de ella. Pero por las :':ara-::tenstlcas
que tiene la pendiente, esta ultima es la que
permitira hallar la ecuacién general de la recta.

En los siguientes tres casos se muestran ecua-
ciones que dardn la forma adecuada para con-
seguir la ecuacién general.

Ecuacion punto-pendiente

Si se conocen las coordenadas de un punto de
una recla y su pendiente, se puede hallar su
ecuacion.

YJ

7

m=tanf

Se sabe que m=2"20

Esta es la ecuacién de la recta % en la forma
punto-pendiente, en que al punto P=(x;y) se le
conoce como punto genérico de la recta.

/3 Nota

T 1

P |

(a; 0)
i

a: E?J-’rtiﬂ alorigende @
 biordenadaal origende 7 1

. "
T, ety © o LT e
L 4 X

il 8 :'} .

el Joh A e

Ecuacion pendiente-ordenada desde of orlg
en

Si se conoce la pendiente de una recta

denada desde el origen, se podra halla, . EE.T- i

cion.

=

(0; b
..-rr"’""N

=31

m=tanf: pendiente de 7

Hallemos la ecuacion punto-pendiente de I3
recta 2.

y=yo=mlx-xy)
Comoyy=b y xy=0 — y-b=mfx-0)

Operando tenemos

Esta es la ecuacién de la recta en la forma pen-
diente-ordenada desde el origen.

[ Sil ecta pasa por el alrigen d come
~ nadas, entonces la ordenada (b) es cero:
- Porlo tanto, la ecuaci6n quedarfa ast:

t

e l':;.-__}fJn

£z

(¥l

p et :

& : m =laﬁﬁ:_ pgndienle de F o

. ||.' .,-_ ..- . : I.

‘.ﬁ L; .\. ‘- A . . :
el Ll 1
K’.JI.E'\:'"! iw s e | r-u:-'- o

TR e T i W S L N
el T e e e e W L T

|_'-.._Ld.

RIS

i




o con coordenadas desde el origen

conoce la abscisa desde el origen y la
dadesde el origen de unarecta, se podr4
pallar su ecuacion. :

| peuncl6
|

(x;y) _

Q *
(a; ﬂf} X

Observarmos

PO;b)eZ y Qa;0)e @

Seam la pendiente de Z. Se sabe que

~ elorigen de larecta Z.
y=Yo=m(x-x)

Cﬁﬂ]ﬂ}ruhbl xuzﬁ Y m=-£;-

: al reemplazar y-b= - b (x-0).
a

a

Operando tene mos

-

o=
o=

"denadas desde of origen.

Hallemos la ecuacién pendiente-ordenada desde

ta . =
® 12 ecuacién de la recta 7 en la forma

5 2

Capitulo xml: Geometria analiticg escalar

riﬁ.“':'.m,..h,._
- Delaecuacion dela
Ax+By+C=0.

:." Y gy, _-}- ._I -.. ...":I.. i .:— :."-___I ...I.." :.1:*
recta, en suformageneral
]a'“ |

: Si despejamos 1a variable y, téndrlanius
forma pendiente-ordenada al |

' ecuacion en sy
- origen,

()

f%—__-[.:'.E.andE se deduc_e que la pendiente de la
A

: A
- recta es —— =—=
T o ol B y.0 1 B

e

RECTAS PARALELAS A LOS EJES DE COORDENADAS

}/JL & EZ

=y

s
(a; 0)

4 Nota
Ecuaciones de los ejes de ‘coorde nada;;_
Eje X: y=0
Eje Y: x=0

e ———————
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ProBLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 1

Segin el gréfico, calcule la suma de las cnnrdef-
nadas del vértice B si el triangulo ABO es equi-
latero.

i 1 [} X._-
Ay 3 _'2 1. &
UNMSM 2006-11
Resolucidn
Y
B
A\ (a; b)
4 E-‘. .:'I 4
-/ 23
R
E—'!; 0) 60° i_' Eo %
A H o .
‘F__' 2 —-—7F
¥ 4 ;
'
Nos piden a+b.
Dato: AABO es equildtero

A=(-4;0)

20

Trazamos Eﬁliﬁ
Como AO=BO
— BO=4

En el hBHO: notable de 30° y 60°

BO 4
e HO===2
H =2 — 5

BH=%{J§} - BH:“_{LM

Como B esta en el segundo cuadrante
B=(-2 2\3)

- a=-2
b=23
a+b=2(y3-1)

Problema N.° 2

Los puntos A (=3; 2) y B (1; 6) son los extremos
del segmento AB. Halle la ecuaci6n de la media-
triz de AB.

MHI'H_

Resolucion

— B(1;6)

P(x;y)

A(-3;2) \’

Nos piden la ecuacién de Z.




. = L4
e i e
e i

.

R Y ‘F'_-"-';'“a'-_'f-l‘::"' i e, e :-,_ " M Ly
W8 _"EF_"E.—"M#"-"H Fabatl R L R N

eI . Capitulo XVII: Geometria analitica escalar

- -t

b _ f I DO
My g T W M .l__r'i L
b L

7 esmedialrz dedB Nos piden . |

I- s ) Donde A, es el 4rea de la regi6n triangular de-
- p=(1;6) - terminada por 2, 7, y el eje X,

-‘SeaPEE"' Z): 3x-4y+6=0

3 diatriz en AB s
. por teorema delame Ly 3x+y-9=0
AP=PB

k: / : Graficamos 2y %,.
- porteorema de la distancia

ﬁ;:_:ﬂlz +(y- 2}2. = J[x« D%+ (y -—6)2
43+ (-2 =(x=1)*+(y-6)*

Para El

,\1+5x+9+)_z~—4y+4=xf—21+l+yz’—12y+36

fx-dy+13=—2x—12y+37 Para 7,
Bx-8y-24=0
¢ E:x-}'—:i:ﬂ — B=(3;0)
Ubicacién de A
.~ Problema N.2 3 _ (Igualamos las ecuaciones de las rectas)
- (alcule el drea de la regién triangular de- Sx=-Ay+Gmdity -Gl
_ lerminada por las rectas Zy: 3x-4y+6=0, 5y=15
- 5 3r+y-9=0 i
- L20XTYy yel eje X. o y=3
UNMSM 2007-1I o
Ahora se reemplaza en la ecuacion de %,
- Resolucign > x=2

Por lo cual A=(2; 3)

Aplicando la férmula basica

. BOH

C 1. B(3; 0) A 5(3)
7—2;{ - % 4572

+ - ELA =?.5 i_'l2

21
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Problema N.” 4
Halle la ecuacion de la mediatriz del segmen-
to determinado por la interseccion de la recta
2x+y-6=0 con los ejes coordenados.

UNMSM 2010-I

Resolucion

YJ 3

'\ . M

(0; 6)

s

Nos piden la ecuacién de M.

Dato: M es mediatriz de AB.

@ 2x+y-6=0

2,

Ahora tabulamos para poder graficar | 7

L o | =
= o =

— A=(0;6) y B=(3;0)
A continuacién ubicamos el punto gengric, p
de M.
P=(x;y)
Por teorema de la mediatriz en AB
PA=FPB

Por teorema de la distancia

V=04 (y=6)% =(x=3)2 + (y-0)
Elevando al cuadrado

X+ Y% 12y +36= xF ~6x+9+ )

-12y+36==6x+9 — 6x-12y+27=0

M: 2x=-4y+9=0




NIVEL BASICO
E L Del grifico, A=(12; 4). Halle las coordena-
F dasde T.
- NG v
E B) (9;3) R
- 15 5% 7. W
0 [2 2]
E . A
B 62) @ e

5. Del grdfico, T es punto de tangencia,

A=(-3;-1) y T=(~6; 0). Halle las coordena-
das de 0

A) (-6;-5) ' Y4
B) (-6;-4) :
C) (-6;-3)
D) (~6;-3,5)
E) (-6;-2)

P —— e T

sy

- Del grfico se tiene el rombo ARON, tal que
A=(39; 27); R=(5k; n) y N=(8k; 0). Calcule
eldrea de Ia regién sombreada.

}"J

H
A

u] 315 B) 224 C) 450
) 125 E) 150

Bt P-m.BLE',“.“s PROPUESTOS

; &
Del grafico, N=(-5; 0) y NY=YL. Halle las
Coordenadas de p,

T },‘
o
450
N e T X
Y
L
A) (1;3) B) (2;3) Q) ;2
D) (1/2; 2) E) (2,9

8. Delgréfico, ABCO esun cuadrado, w-n=45°
y Q=(9; 3). Calcule la distancia entre los ba-

ricentros de las regiones tnangulares som-
breadas.

}-"u
A) 55 A P

B) V10
C) 25
D) 5v2 ;
E) 35

ol C

M"

9. Del grafico, K=(5; 0), ON=8 y NK=7. Halle
las coordenadas del incentro del triangulo
NOK.

A) [—3;2]
B) {2.; V3)
) (3:3)
D) (5:2)
E) (5+3) 0

=
=

K X
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Y4
_ 10. Sean las coordenadas de . A T
A=(1;) y B=(3n; 7). Luego se u.blca el pun-
to medio M de AB y O es el urlg_tin de m;- 0-
ordenadas. Si la pendiente de OM es 0,75,
calcule la pendiente de AB. T ; -
2 2 o ! G !
e B) = -
g 3 ) o 7 D Y
1
D) % E) =
5 4 3
. Ay -2 B) = oy B
11. Del gréfico, el trapecio IRAS es isGsceles, _ ) 3 3 1
R=(4; 6) y S=(14; 0). Si AM=MS, calcule la g i :
pendiente de Z. ‘ D) = "E) -
Y1 ;
14. Del grafico, B=(1; 6), C=(3; 6) y D=(7; 6).
R A Si CDEM es un paralelogramo, halle la pen-
: diente de MC.
A Z
}h.
. B 2 D
=g S X
A) 1/3 B) 1/2 C) 1/5
A M E X
12. Sean las coordenadas de A=(0; ), D=(b; 0)
y R=(0; 0), tal que 23(6)=10(0); (b > 0). 5 ) 4 B) 5 0 3
una circunferencia de centro J es tangente 3 3 9
a AD en su punto medio N y tangente al 5 6
€je de las abscisas en el punto R, calcule Ja D) ~z . B) 5
pendiente de DJ. :

15. En un tridngulo ABC, A=(1; 2),y 1as med? |
trices de AB y -B_C_ que son pgrpendic
se intersecan en M=(6: 2)._§_i_ B (@
a > 0, halle la pendiente de MB.

A) 3/4 B) 1/2

|
D) 144 013

E) 32 3)¥

13, Del grafico, O y C sop los

Cuadrados NATL y VLYD,
C'_"["E; b]r

B,

Centros de |og

calcule la pendiente de NB. y g 2w3 B) -1 b




Capitulo XviI: Geometria anélitic:a escalar

b 4fico, la circunferencia de centro M A) x+6y+20=0
. D iangulo OBC y P=(0; E
4 inscrita en el tridngulo OBC'y P=(0; 8). B) x+7y+23=0
alle la ecuacion de PT. C) x+8y+21=0
D) 2x+7y+23=0
4] E) x+5y+20=0
P B
\ 19. Del gréfico, T es punto de tangencia, Z/=JY
A ; y M=(3; ). Halle la ecuaci6n de ZN.
}) 4
T
! A Z”L
. . _
F 0 ™ c X - M :
1 ]
- A) x+y-8=0 B) x+y-4=0 N\
0 x42y-3=0
. D) x+3y-6=0 E) x+2y-12=0 Pk .
E. 17. En el plano cartesiano se tienen los puntos A pusicp B
. A=(-4;0),D=(0; 8) y R=(6; 0). Por el punto e ;; }J_ﬁ - Vg 2yel
’ Rsetrazalarecta Z, la cual es perpendicu- D) x 3 3 _‘1'__1} E) x—dy=0
i lara AD e interseca al eje de las ordenadas i g
I en /. Halle las coordenadas del punto de in-
| — —
.r terseccién de las mediatrices de IR y AD. 20. Del grifico, se liene el hexagono regular
i, MARISB, en que A=(-6; ) y AE=ER. Halle la
| A [& 3 ] B) (3: g] o) (3:2) ecuacion de 7.
f‘ g 2 R I
D) 4;3) E) 3;1)
| E y’
18. Del gréfico, D=(-4; 2), A=(4: 6), AO=2(01) Y '
YS(0D)=2(0V). Halle la ecuacion de 7. A S
M B X

A) v=3y+4=0
B) 2x-3y+2=0
C) 2x-By+8=0
D) x-3y+4=0

E) x-\3y+6=0
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NIVEL INTERMEDIO

91. Se tiene el paralelogramo ABCD, cuyos Ver-
tices son A(3: 0), B(1;4),C(-3;2) ¥ D(a; b]:
Calcule el area de la regién_triangular ALD si
se sabe que L pertenece a BC.

C) 20
E) 12

A) 8 B) 10
D) 15

22. Dadaslasrectas Z:x+3y+8=0y »
Z,: 2x+ly-8=0, halle [ para que %, sea

perpendicular a 7 I-
A) -2 B) 2/3 C) -1
D) -2/3 E) 1

23. Una recta es paralela a otra recta que tiene
por ecuaci6n 5x+8y=12 y dista +/89 unida-

des del origen. Halle la ecuacién de dicha
recla.

A) 5x+8y-98=0
B) 5x+8y-78=0
C) 5x-8y-89=0
D) 8x+5y-89=0
E) 5x+8y-89=0

24, iQué tipo de tridngulo es aquel cuyos vérti-

ces son A(4; -3), B(3; 0) y C(0; 1)?

A) tridngulo equilatero
B) tridngulo escaleno
C) tridngulo rectingulo
D) tridngulo is6sceles
E) tridngulo acutdngulo

25. Halle g Punto simétrico A, del
respecto de - 2x+y-12=0

216 -

Punto A(3; 2),

V(22 (@35 oy
D) (6;3) E) (Esi !_5§]

26. Del grafico, AO=8 y AS=20, Calcule tang

v

0
S

= 0 %

5 6 6

A) B — —_
) 17 ) 17 0 19
1 2

D) % B) 2

27. Dados los puntos L(2a; @) y S(-2a-1;2a+2),
tal que la suma de la abscisa de L y dek
ordenada de § es 10. Halle la distancia entre
AyB.

A) 107 B) V85 O 45

. D) Jioe £) V97
_10:0)

28. Los vértices de un tridngulo son A=(10

P delﬁ
B=(4; 2) y C=(-2: 6). Halle la longit"¢

base media respecto al lado BC deltn
ABC.
4
Nz mpVB 9 P
3
D) Vi5 :




o, OK=2 y la suma de las coor-

| gréf .
B pe de P es 10. Calcule la pendiente
denadas

de &-

0| /K X

f 30. Del gréfico, el 4rea de la region cuadrada
ABCO es 100 u?, mKA = 37° ySes centro
de ABCO. Halle la pendiente de 2.

Y

3. Del gréfico, mKR =30° y CL=NK=2. Halle
las coordenadas de E.

- 32.

34.

Capitulo XVi; Geometria analitica escalar -

f 3
A) |0 al2-v3) (2-3)
‘ \ 3 J

A 3
B) |0 44-V3)
\ 13 )

[ (12-v3)
0 (0 15 ]

—
]

13

D) [u— 2(‘2“!5})
o o2220)

Halle la distancia del punto (0; -1) a otro’
punto sobre el eje ¥, que sea equidistante
de (4;-1) y (3;-5).

9 25 23
- B =2 9

A) 5 ) = C) e

D) L E) 3
8

Calcule la medida del dngulo entre

7 Ax-3y-12=0 y % x-3y+6=0
B) 32,5° C) 34,5°
E) 22,5°

A) 31,5°
D) 36,5°

Halle la ecuacion de la recta que pasa por
A(4: 4/3) y por la interseccion de las rectas
3x—4y-2=0 y 9x-1 1y-6=0.

A) 6x-15y-2=0
B) 3x-15y-4=0
C) 3x-15y-8=0
D) 6x-15y-4=0
E) 6x—15y-8=0
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.. Circunferencia y parabola

UBJETWDS :

Capitulo Xy

'+ Estudiar la circunferenciay la pa:abnia en el plano cartesiano. 0
‘.._'{,-_._ij Re conm:er las propiedades de la circunfere nciay la parébola para plan[ear sus Ema-

'EIDH'E:E rES]}E clivas.

@ La circunferencia

}IIL

Del grafico, % es una circunferencia de radio r,
C es el centro de % cuya coordenada es

(h; &) y P es un punto cualquiera de €, cuya
coordenada es (x; y).

Del gréfico, al aplicar la
puntos

r=PC= th- h]i +(}’—'k]2
Ahora elevando al Cuadrado y ordenando
| C-hP R )

A la ecuacién anterior se Je
ordinaria,

distancia entre dos

denoming ecuacién

218

®; La parabola

En un plano, si ubicamos el punto fijo Fy e
trazamos una recta fija 2, entonces los puntos <"
dicho plano, que se encuentran lgualmente dwh
tanciados del punto Fy de la recta Z, formatd?
denominada parabola.




Capitulo XVIIi: Circunferencia y parabola

l.-' ofiio, Z: recta fija y &: parabola Aplicando la identidad de Legendre
fopunt@ e
: de la @ con foco Fy directriz &, -
pi e [ (r-h)*=dp (y=k) ] Ecuacién ordinaria
1 « F V=VS !
F=BB . 5
: « CF=CC Vértice Vilb k) | p>0 /}
I [ BF#DDI . \ il
l a
! Fie focal: recta que pasa por el foco F y es per- ”
1 pi:ndic“lar ala dil‘ECtl’iZ &z, . f
| p:pardmetro (es un escalal.r} . ,
Fy=VS: médulo del parémetn_:_ ’
. (D: cuerda focal ‘
. PARABOLA CUANDO EL EJE FOCAL ES PARALELO /
ALEJEYOESELEJEY
E [ﬂr-fﬁ“ﬂp (y‘—'k)".-f] Ecuaci6n ordinaria
Vértice V(h; k) @
k+p
: k 'i". 3 ay - Mt Y - ey i k.
: S
ey & p=>0_ :
J : i : (i) La parabola se
Enel gréfico F(h; k+p): foco de la pardbola & : F e Rt g
Lado tecto: LR=4p 2 | & T V X .

et sy e pIf =y ) ]v L j[-‘f;"“f’ﬂ

|
E
;
!
E Como se Cumple PF=PQ
i

Blers R rl X pOimEiae "F
ndo . i . (x;¥) Lapardbolase -
: :] Cuadrado PR ahrza:ﬂdl abajo.

g +[y-(k+p]]2=(?—(h'P)}2 , t g e._ -'1H|-erti}::§§#

&”’*]2=(F-Ek—p)J2-(y-(k+p))=
219
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PARABOLA CUANDO EL EJE FOCAL ES PARALELO
AL EJE X O ES EL EJE X

P

En el grafico F(h+p; k): foco de la parabola &
Lado recto: LR=4p

Como se cumple PF=FQ

x~(h=p)=y(x~(h+p)} +(y—k)?
Elevando al cuadrado
(e~ (h=p)) = (x~(h+p) +(y- k)

(x=(h=p))* = (x~(h+p)) = (y - kY?

Aplicando la identidad de Legendre

[iyﬁk)z=4p&-h] | Ecuacién ordinaria
Vértice V(h; k)

p>0

220

=04

| 0-RP=4pG-) | Ecuacion ordinari

Vértice V(h: k)

, 17 NoTa

p<0

= A'y}'

L s

%

La par&bola se abre
hacia la derecha.

 hacia la izquierda




B i b it
i T e Ak ey
ey

jpma N.*1
hola tiene un foco en el punto F(~1; 2)

i
E;Lctriz es la recta %: y-6=0. Determine
su
acion.
sect UNMSM 1996
Hﬁduﬁﬁﬂ
Yt
" direclri_;_:
y=6 )
4=2|p|

\# X

Nos piden la ecuacion de la parabola 7,

(x-h)=4p(y-k) ()

Delgrifico 2|p|=4 — |p|=-2

P<0 (abierta hacia abajo)

DEb cual p= _2
=+ V-l 9)
REE’“F"'aIamus en (1)

() =4(-2)(y-4)

Ftoblemg o

Hal)
& [EI_ o iis
0N 3 cuacion de la recta que se interseca

Pt erencia ¢ [1-2)2+(}-_4)2=15 .

UNMSM 2005-11

L e TR S e s e e e i
. < W e e TN e R L o) i W 7
R S b G R B e ) B SR SRR S T

_ PROBLEMAS Resyriros

Resolucién

(4

Nos piden la ecuacién de Z.

De la ecuacion de la circunferencia Z se tiene
que las coordenadas de O son (2; 4) y radio r=4.
(2; a): este punto € €y la distancia de L y T al eje
Y es igual al doble de la distancia de O al eje Y.

— a=0 A a=8, peropordatoa >0
— a=8
(6: b): este punto € €y la abscisa S es 6, y como

r=4 — 05//eje X (m«<LSO=45°

Ahora calculamos la pendiente de
7:m, =tan135°=-1

Por ecuacion punto-pendiente
y-8=-1(x-2)
x+y-10=0

Problema N.° 3

Dada la ecuacion de la parabola +
A 2 —16x-8y+32=0, halle la ecuau::fén d;h l;f
su vértice es el focode la par ',3
o al eje X, ademas

4, se abre hacia

pardbola . i e
la &) y su eje focal es parale

los parametros son iguales }

la derecha.
i 221
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¥4 eje focal
Resolucion |
eje focal
}”n i
/ %
FI al F2

i p=2 p=2 eje fﬂE:I-I
V,(4; 2)
Resolucion
"

PN

2

T

y eie focal de #

Nos piden la ecuacién de la parabola 2.

De la ecuacién de #;; xzﬁ]&x—ﬂy+32=ﬂ. le da-
mos la forma ordinaria (x-4)?=8(y-2) — p=2
y el vértice V| es (4; 2).

Nos piden la ecuacién de la pardbola &
Con estos elementos podemos decir que lapa-  Como por dato L y S trisecan a BA

rabola 1 se abre hacia arriba,

- AL=LS=SB= ﬁ
Fi=(4; 4) es el vértice de %, "

T es decir, AL=LS=SE=2: 2

_ Como O es el foco de la pardbola & y sus
= P2 (y-4)"=4Q2)(x-4) denadas son (3; 3) ;

2‘— —
(y-4)"=8(x-4) se sabe que 4p=2 — P=%
5
por lo cual las coordenadas de V: V [33 E}

Problema N.° 4 P: (x-h)*=4p(y-k)
Del gréfico, L y S trisecan a BA y el radio de @ (x_3]2=4(l ](}' - E]
es 3. Halle la ecuaci6n de la parabola #. (0 es 2 %

el foco de .#). (x-3)2=2(y-5)
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e T A B i
P || Ml 4 ol T b R - =
- = SO TS
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NIVEL BASICO

Halle el drea de la regién triangular cuyos
cértices son el centro de &, el simétrico de
dicho centro respecto al eje ¥ :-"El origen
de coordenadas (@: x2+y2_2x+4},_4=01
A) 0,5 B) 1
D) 2

Q15
E) 25

Del grafico, T es punto de tangencia, AB=6,
0,L=2(A0) y OT=LO,. Halle la ecuacién de
la circunferencia.

Yll

0

Sy

A) x*4+y*-10x-8y+16=0
B) x’4+y*—4x—5y+9=0

C) x*+y*-8x-10y+18=0
D) x*+y?-6x-5y+15=0
E) x24y2-8x—10y+16=0

Halle la ecuacién de la circunferencia que

Pasa por los puntos A(2; 1), B(-2; 3) y tiene

Sucentro sobre el eje X,

B) x4y*42x-10=0
B) x4y242x-9=0
C) x4y 4ax-9=0
D:l -’:2+}’2+x—3=1]

E) xt4yliax-8=0

Del frifico, KS=8 y §O=10. Halle la ecua-
Cion de 1y circunferencia.

o, R S

LS T

A) xX*4+y2 12x-By+48=
B) x*+y%-8x~12y+48=0
0) x2+)’2-121-ﬁy+42=-.[]
D) x*+y2-12x-8y+42=0
E) x*+y?-12x-8y+52=0

Halle la ecuacién de la circunferencia que
pasa por A(0; -3), por el simétrico de A res-
pecto -F:‘l.l eje X, y que su centro se encuentra
a 4 unidades del origen de coordenadas,

A) x*+y*—6x-8=0
B) x*+y’-8x-9=0
C) x*+y®-8x-12=0
D) x*4+y*-8x-10=0
E) x2+y?-6x-9=0

Del gréfico, mSK =30°. Halle la ecuacion de
la circunferencia si L es punto de tangencia.

'rh

'."I"q"

A) X2y - 12x =43y +18=0
B) x* +_'."‘" ~12x - 243y +18=0
0) v 4yt —12v =43y +36=0
D) x4 yu -8x - "Nﬁ }’+Hﬁ={}

E) x2+yt-12x ~ 43y +32=0
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NP I S I
7. Del gréfico, N, P, L, S, K'y D son puntos de C) -.ﬂ“+{_*.-'|]q= 2
tangencia, mPK =120° y el radio mayor D) (.\‘—.!];4-[}'-1];;1
mide 6. Halle la ecuacion de la circunferen- ) (x=3)'+(y-1)= J5
cia menor.

10. Dada la ecuacion de la pardbola
v2=8v+8y=0, halle la suma de Ia abscisa y
la ordenada del vértice de dicha pardbol,

A) 5 B) 6 C) 4
D)7 E) 8
X 11. Halle la ecuacién de la pardbola de direciriz

=-6y de foco (2; 0).

A) X2 +y? —63x—dy+48=0 A) y*-24x+124=0

B) x%+y? -8 3x—dy+52=0 B) y*-12x+72=0

0 x*+y* -8 3x-4y+48=0 9 yz—24.r+l4i=ﬂ

D) x?+y?-63x—4y+46=0 I e e

E) x+y?—8J3x—dy+42=0 E) y“-12x+144=0

P : de
8. Halle la ecuaci6n de la circunferencia que 12. Delgréfico, V es el vértice de Py el centro

pasa por el punto (0; -3), cuyo radio es v5 A0, wemin e azrea e Inreges Cua:m;
y cuyo centro esta en la bisectriz del tercer gular ALSO es 8 u”. Halle la ecuacién de
cuadrante, : paribola #si el eje X es la directriz.

Y
A) (x+2)%4(y+2)%=5

B) (x-1)*+(y-1)*=5 " A 2
Q) {x+3}2+{y+3}2=5 -

D) (c+4)+(y+4)2=5
E) (x+2)%4(y-2)’=5

tl{aﬂe la ecuacién de la circunferencia que
tiene el centro en el punto A(3;

1 i
gente a la recta x-2y=(, )y es tan ﬁi i:+4x—4y+3=ﬂ
. B) x*+dx-dy-8=0
. 5 -8y=12=0
il iy n; ﬁ::i-:}r_'lein
B) (-3"+(-1*=115 y

E) x’+dx-dy=0




e ——

T rafico, F y O son el foco y el vértice

ribola #, A'0=46 y el rea de la
egion AAOF es 20J6. Halle la ecuacién de

la pﬁﬁibﬂlﬂ E 4

Sy

A Y+12x=0 -
B) y*+16x=0
0) y*+24x=0
D) y*+8x=0
E) y*+32x=0

. Halle la ecuacion de la directriz de la para-

bola y* -6y~ 8x+17=0.

A) x+2=0
D) x-1=0

B) x+3=0 C) x+1=0

E) x-2=0

- Halle la ecuacién de la recta que pasa por

uno de los puntos comunes entre & y &,
Y que es perpendicular a la cuerda comun;
ddemgs .-r"l (] x2-2y=l.'] y .f’-; es }’2-2-\'=ﬂ+

A) x-y-2=0
B) x+y-2=0
O xty+dq=0
D) x4y=p

E) Y+y—4=()

Sy

16,

17.

18.

Capitulo Xviii: Circunferencia Y parabola

Del grafico, F y V son el foco y el vértice de
la pardbola .# SO=4yLO=

i 3. Halle la ecua-
cién de 7.

A) 4x+43y-5=0
B) 4x+43y+5=0
C) 4x+3y-37=0
D) 4x+3y-7=0
E) 4x+3y-12=0

Se tiene una parébola y*~16x=0y una recta
x+y-5=0. Calcule la cuerda determinada
por la recta en la parabola.

A) 2442 B) 20v2

D) 182

C) 20
E) 1642

Halle la ecuacion de la parabola, cuyo eje es
paralelo al eje Y, de vértice en el eje Xy que
pasa por los puntos A(1; 25/8) y B(8; 1/2).

A) x*-12x-8y+30=0
B) x*-12x-8y+36=0
C) x*-12x-8y+32=0
D) x*+12x-8y+36=0
E) x*-12x+8y+36=0
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22. Del grafico, N, A, T y L son pungq
gencia, y RT =4+242. Halle la ec

19. Una circunferencia tiene su centro en el eje i o
de abscisas, y contiene al origen de coorde- 0.

nadas y al punto (-1; 5). Halle Ia ecuacion
de dicha circunferencia.

NIVEL INTERMEDIO S de fap,

Uacidp de

P P T W L W

A) (x+12%+y*=144
B) (x-13)*+y°=169
0 (x+5)°%+y*=25

D) (x+13)*+y*=169
E) x*+(y+13)*=169

20. Sea una circunferencia, cuyo didmetro se
ubica en uno de los ejes de coordenadas, y
que contiene a los puntos (~18; 0) y (32; 0).

ERPTRL IS

A) (x+4u'"§]2 +(}F+4J§]2 =32

Calcule la suma de la abscisa y ordenada B) (x+2.2 ]2 +(}.+ EJE)E =8
de su centro mas el radio de dicha circun- 2 9 - '
ferencia. B0 ARy gy md :
D) (x+4)%+(y+4)*=16 ;
A) 24 ' B) 32 C) 25 E) (r+6)"+(y+6)'=36 1
D) 18 ' E) 50
23. Halle el 4rea de un circulo cuya circunfe-
21. Del gréfico, B=(0; 1) y MT =/34. Halle la rencia correspondiente tiene por ecuacin 4
ecuacion de . (T es punto de tangencia). X’ +y*+8x-10y-4=0. 1
A) 36n B) 45n C) 25n
D) 64n E) 16n ]

24, Sean & }' @ dos circunferencias concér
tricas. Si el punto M(2; -2) pertenecea @:ﬂ'
@ es x+y2+6x-dy-+k=0, halle la ecvadd”

de &,

_]
;3

oY

A) x*+y’+6x-ay-24=0
B) x%+y%+6x-4y-10=0
C) x*4+y?+6x-4y+24=0
D) x*+y%+6x-4y-28=0
E) x*+y +6x-dy+10=0
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g radio de una circunferencia que
-7 pasapor los puntos (=2;7), (-4;3) y (-8; 5).

B) 4

») V0

D) 5

09
E) 2

Una circunferencia contiene al origen de
coordenadas y su didmetro estd contenido
en la @, cuya pendiente es 0,75. Si las dis-
lancias del origen hacia dicha recta es 4,8,
halle la ecuacion de dicha circunferencia,

A (x+d)2+(y+3)?=25
B) (x+2)2+(y-1)*=5

0) (x=1)*+()*=1

D) (x+4)*+(y-3)°=25
E) (x-4)%+(y-3)*=5

. Halle las coordenadas del centro de una
circunferencia que contiene a los puntos
(-4, -4) y (0; -2) y que dicho centro
pertenece a la recta cuya ecuacion es
x=-y=0.

A) (-2;-2)
B) (-1;-1)
C) (-4/3;-4/3)
D) (-5/3;-5/3)
E) (-7/3;-7/3)

- Halle la ecuaci6n de una parabola cuyo vér-
tice es el punto V(-2; 4), su eje es la recta
Y=4y contiene al origen de coordenadas.

A (42t ==(y-4)
B) (y+2)*=4(x-2)
Q) (y+4)’=8(x+2)
0) (y-4)2=8(x+2)
E) (y-4)=8(x-2)

30.

3.

32.

Capitulo Xviij: Circunferencia y pa:at:-nla.

La ecuacién de una pardbola es
X*-10x-12y-93=0,

Halle 1a distancia del foco a la directriz.

A) 3

B) 6
D) 2

C) 5
E) 4

En uEla pardbola & el eje ¥ es la directriz y
Su vertice V se ubica en el sermnieje positivo
de las abscisas. Si la distancia de un punto

Q al vértice y al foco es 6, halle las coorde-
nadas de Q,

A) (6;6)

B) (6:4v2) © (39
D) (4;4) .

E) (6;3)

La ecuacién de la parabola & es =%y yla
ecuacion de % es x-Ty+4=0. Calcule o.

Y
F
>
= X
ﬁ.} 300 B} 152 C} 53%2
D] 379/2 E) 452

Una pardbola # liene su vértice V en el
semieje negativo del eje de ordenadas. Ade-
mas 4 contiene a A(-3; 0) y su simétrico
respecto del origen de coordenadas. Halle
la ecuacion de ¥ si VA=2.

216 B) y'=16x
A) (y+4) ==X

9
C) .rﬂs;;{}-%‘”

B x*=30-4)
227

o218,
Dy (y—4) = 3 %
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sistem-as de medicion angular,
4 longitud de un arco de circunferencia y
| ' area de la region de un sector circular

e Capitulo |
{ osuenvos
[ . Transformar la medida de un angulo tngunumétnca en los diversos sisternas de me-
! dicién angular,

_+ Reconocer, determinar y calcular la longitud de un arco de circunferencia, asf como
el area de la region de un sector circular. :

& Angulo trigonométrico 3 Nota
Esaquel Angulo que se genera por la rotacion de : ’- Cuando a un 3"3'-'10 trigonométrico se
unrayo alrededor de un punto fijo llamado vértice le invierte su sentido, su signo cambia.

1. Para sumar angulos trigonométricos
en un gréfico, estos deben tener el mis-
k mo sentido.

(la rotacién se realiza en un mismo plano). Si la
rolaci6n se realiza en sentido antihorario, el an-
gulo generado se considera positivo; en cambio,

/

silarotacién se realiza en sentido horario, el an- _
gulo generado se considera negativo. El éngulo Ejemplos
Ingonométrico puede tomar cualquier valor. 1. A B

-0

+a =
9] c
A B
+0
= rpasiciﬁn inicial e
_________ = N -

@ angulo negativo
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2,
An
B
=@
+
0 =
!
An
B
+8
+ :
0 &4
8+p =90°

®: Sistema de medidas angulares

ANGULO DE UNA VUELTA

Se genera por la rotacién completa de un rayo,
es decir, su posicién final coincide €on su posi-
cién inicial por primera vez.

@/ —

lv

SISTEMA SEXAGESIMAL O INGLES
Su unidad angular es o]

el cual es equivalente al
de una vuelta,

grado sexagesimal (1),
a 360. parte del angulo

R4 DRSSO
SRS e Tl VS 30

Subunidades

-

Minuto SeXxagesimal (1"
Segundo S€xagesimal (1)

232

IEquivalencias

[ 19=60" ] [1P=;stﬂ
1°=3600"

SISTEMA CENTESIMAL O FRANCES
Su unidad angular es el grado centesima] 0 gra.

dian (1%), el cual es equivalente a la 4002 parle
del angulo de una vuelta.

T m-ﬁ:lv ]
= 700

'—_1-"_r'n{'l'v_=4ﬂﬂg '

Subunidades
*  Minuto centesimal (1™)

* Segundo centesimal (1%)

Equivalencias

[ 13__.=lb0’_?' ] l -l“#iﬂﬁ’J
[ =000 |

iy OBSERVACION — T
.+ A°B'C"<>A°+B'+C"

" B<60 A C<60
s ASBMCS <> A8 4B™+C° G

) 'B:IUOIA.C‘:'W: _______/

oNAL)
SISTEMA RADIAL O CIRCULAR (INTERNAC!

Unidad angular

Un radian (1 rad) se define como del
angulo central que subtiende unarc
igual al radio de la circunferencia.

e
edida @
Jam angﬁ"d




c:apit“"-" I: s-.stamas dﬁ' mﬂdlﬂlﬁlﬂ &ﬂgular longitud de un arco de clrcunferenma...

'izh..- "

. uado se liene una circunferencia Ejemplos
El“-’] en 0y radio igualar.

d)_ 2n
| © =t 1.
e A 180° )~ 3 "¢
* 540= 540[1“) 608
A 3
R nrad [ 2009
« —rad= =108
20 20 [md] W
B
§lger a=1rad RELACION NUMERICA ENTRE SISTEMAS

|' Consideramos un angulo trigonométrico positivo

] OEEEHVAGION : tal como se muestra en el grafico
| o ;-31415uT-J‘+J"
i o lrad=57°17'45" R rad
57
. Ejemplo
L BT <> A° 0 B
84°+45'+36" <> A° , donde
S: nimero de grados sexagesimales
84°+45' (]n )+ 36"( y }::: A° C: nimero de grados centesimales
60° 3600 ' R: nimero de radianes
0 0 o i e e __.____.~
84°40,75°40,01° <> A 1 T |
. ﬁl:l:BIql?En ST et ____l L P ——
''''' R SHiEESE
. g0 % _-Rrad ‘
Conversion DE UN SISTEMA DE MEDICION | 36007 400° 2nrad |
ANGULAR A OTRO s 5 -
T R e ey o BRI [ R
ﬁr___. i — | 80 200 =® | 20 |
iw‘zzmlgn I Iql | Ot = “]_H A l ' L U e I ______ r
. 1"" e e i =
rhﬁ o~ | | S=180K | | s=on |
=5 | C=2008 | . C=10n I}
“lnz IR . | R=nk | p=28
H 1 rad>1°>18>1'>1">1">1" | LSt e Ao e
| |52‘=5m ———— s ot T
“‘h-m-_.,!
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Ejemplos :

Ejermplos |. Siendo AOB sector circular

« Si$=36 - C=?

§ - E. - =40 A
9 10 3m
. Si R =Ef| - & =1 D "‘ ﬂ
=LH=E —5 ﬂ':s -3 S=45
20 4
B
« S§i25+C=14 - R=?
2(9n) + 10n = 14 1 :g-(s m) - (=xm
n—l - R—.I:_
T2 ~ 40
2. Siendo AOB sector circular ;
®: Célculo de la longitud de un arco de 4
circunferencia ! :
Se establece que la longitud del arco AB se 0<) 15u ;
calcula mediante la férmula |
J
1
4 B
15u=(1,5)-r = r=10u |
9 ( q-
®: Célculo del drea de laregiondeun
y sector circular :
Del gréfico que se muestra, AOB es Ul it

circular, donde el 4rea de dicho sector s€ el
por 8.

donde 0 < 9 <2
ademds

[: longitud dej arco AB

0: nimero de radianes de) angulo central AOB
r:longitud de) radio de | cireunferencia
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1 Y 1
oot N g oa 1T L
"__I'.J';.-'-- A

)

jnde (0< p<2m)
pe (1 se deduce 12 mbién que

;“ OBSERVACION -

% Capitulo I: Sistemas de medicién angular,
-_— ey e A UL N

e

En (I) si hacemos HI=21L' tenemos qﬁe
¢l érea del cfreulo es 7°,

Ejemplos
. |. Siendo AOB sector circular

A
4u

0<|

o

S:drea del QAOB

PUCTN
2

. §=8 %

2 Siendo A0 sector circular
A

0 U -:—-racl o H'ﬁ u

| .
Ongitud de un arco de circunferencia .

S: drea do] <KDA0B

S - (3 u)2
()

Y S=18 42

% Calculo del 4rea de un trapecio
circular

Se llama trapecio circular aquella region circu-

lar formada por la diferencia de dos sectores cir-
culares concéntricos,

Se calcula
B+b
m?. = ["'—_2 )h 2

Ry drea del trapecio circular

También
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ProBLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 1

Sean R, Cy S los nimeros que R
de un angulo positivo en los sisternas conocidos,
calcule la medida de dicho angulo si oy O son

complementarios.

indican la medida

RC R* 9R* RS
- — f=——+—
n:: 4+rc y Tt 4
Resolucion
Sabemos
ou® , RC R 2R RS x
i ~9 ™ 4 T T 4 2
nk

i R=—, C=10k, R=0k

Si R ED'C 10k,
[:tk)[lﬂk}( 1 2[,.1;)2 [mk]gk -
== e | e | o | o= || o] e e
20/ 4 20/ m m\20 /)4 2

Wtk ok 9mk?
+ + + =
8 400 400 80

ta A

100 10
B ey

10
R:.E'L{_]
2017

Por lo tanto, el angulo mide & rad
14

k!

Problema N°2

El grafico muestra una esferit
p«endida por la cuerd
la esferita en el sen|
que manteniéndose

Ei_e acero sus-
.a fexible QH. Se impulsa
Ido indicado de tal forma

i SiEI'n ret
esferita llega a 7. ¢ Pre tensa la cuerda, |a

alcule | : .
Por la esferita sj MN-.:NP:PS:;}T:;M e
2?-_5

| M™
1207
B
N
Resolucion
Recordemos
R
0 <_)0rad (=
R

Del grafico, nos piden la longitud que recorre la
esferita.

BxXR = %(3]=n

L i
*(- %md

"
&

7 12cm

OXR =-2(12)=2n
xR G{]

( /
HxR=—§-{?1}=?ﬂ

sfer
Por lo tanto, la longitud que recor® la€
Tn+2n+n=10m.




E proplema N.* 3 Problema N.° 4

i a

Flédrea de un sector cxrgu;ar cu;ro nguliudcen_tral !En el gréfico, el drea del sector circular AOT es

siie 1 eade BRI 3¢ sabe que siduplica-  igual al drea del sector circular MOB. °
i nos €l radio de dicho sector y disminuimos ¢ OB
 pdianes @Sy angulo central, el drea del nuevo SiOA= ER halle la medida del 4ngulo BOT.
- eclor disminuird en 1/3. iCudl es el valor de o? M

UNFV 2011-|
T

Resolucion

sea el sector circular de angulo central 72° y i

jreadon em?, o ' B
_ A UNMSM 2012-11
- R g 05=457 cm” Resolucion
: Se cumple
E () .2
. (?}‘r'} 2

+2— =45t cm Rz

u-
R os08= ‘2—
n=15em
a
Duplicando su radio 2r, y reduciendo el dngulo Nos piden m < BOT=u rad.
cenlral en « rad, su 4rea disminuira en 1/3. Dato A g or=Rayos (D

_08
S 2

0A

A 1 © 2 B

Sea OA=1 — 0B=2
m<BOT=u; m<AOT=¢

m-lmumlﬁn em® —%{451-: em?) De (1) tenemos
2 0nye
' 2( 2 ?ﬂ.]— = E._[_El_ - O=4a
|2015) |=[ n “] > 5
2 3 =30n cm? Sabemos (0+u) rad=n rad=180"
" gqah (du+a) rad=180"
4 o rad=36"
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ProBLEMAS PROPUESTOS

1.

2.

NIVEL BASICO

Del grafico, calcule el valor de x.

Cc) 1l
E) 13

A) 9 B) 10
D) 12

Del grafico, determine el valor de b.

c
(a-b)° P~ 0O .
A (a+b}u B

D
A) -42 B) -43 Q) -44
D) -45 E) -4l

Determine el equivalente en grados, minutos
y segundos sexagesimales de la expresion

Lo P
5)+%)
5 o
A) 5°42'30"

B) 5°32'30"
C) 23°5¢4'

D) s°24'21

E) go 42!3:-

238

Calcule el valor de la expresion

{ﬂ,ﬁ)gﬁln 4 (U,ﬁ)l'ﬁ"-

5™ 6"
A) 1,1 B) 11 C) 18
D) 30 E) 9%

Calcule el valor de la expresién

8 + —rad
JSS + Eﬂm |
20

A4 - B) 5 C) 6
D)7 E) 8

Si (x+16)° <> (x+74)%, determine el valor
de x.

C) 252
E) 666

A) 450
D) 506

B) 500

Siendo Sy C lo convencional para un mismo
angulo, calcule

- 55%+45C
3SC-C*
A) 3 B) 3,5 C) 4
D) 5 , E) 45

Determine el nimero de grados sexages
males que cumple

\’3&'0 JEﬂn J_']

is
siendo S, C y R lo conocido para it "
angulo.

A) 9 B) 10 C) ;2
D) 112 E)




0.

1.

2 5t(§_5_

"~ capltlo : Sistemas de medicién anguiar;long

2o L oL e

iendo s,CyRlos ntimeros de grados sexa-
esimales, centesimales y radianes de un
:"Bu]a que cumplen la igualdad

I_1_X calcule 20R.

IM*+5°C R
x B) ~ or
T [
x )
D) 75 ) 18

Si §24+C24+25C=25, calcule S-C, siendo Sy
C los nimeros de grados sexagesimal y cen-
lesimal de un mismo angulo.

n-5 B -% o) -%
D) -5 E) —%

Del grifico, determine el valor de %

60 59 61
61 58 60

D) 58 59

E) 50

[ 1]

<>ah'c"
9] i
Calcule o] valor de a-b-c.

A) 36 B) —40 0 4
D) o E) -4

e art e

13.

14,

15.

16.

17.

i ;
tud de un arco de circunferencia...

Calcule el valor de Ia expresion

ﬂgﬂ'm bo.bu
a™a®  bb"
A) 160 B) 13600 C) 2
D) 162 E) 161

Si 3840™ <> g®b'c", determine el valor de
a-b+c.

A) 30
D) 36

B) 32 C) 27

E) 39

Sia®b' <>
1a -::r?zrad,

determine el angulo b°(ab+1).

C) 29°59°
E) 31¢

A) 30°1
D) 30°59

B) 31°T

Se crea un nuevo sistema de medicion an-
gular, cuya unidad de medida es el grado

H[ 1*), Si se sabe que 3k equivale a la quin-

. n
ceava parte de un angulo Erad,

exprese 1 en minutos sexagesimales.

C) 130
E) 1200

A) 10 B) 115

D) 145

Determine el numero de radianes de un an-
gulo si se sabe que su nimero de segundos
sexagesimales excede en 4800 a 30 veces su
nimero de minutos centesimales.

n k.2 £
A) 3 B) 2 © 1o
n B2
D) 1 E) 25
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. 4 9 9
: r nocidos para un mismo an- N = B} = _%
18. Slendﬂ 5 } C co p ic=5) -—{-JE}_ ] 2[' 29 C} g
gulo, tal que cumple (C-S5) B T 9
determine el niimero de minulos cenlesi- D . E) -_l_
males del &ngulo. 3

22, Calcule el mayor valor que toma e] dngulo g .

A) 250 B) 5000 C)-5a0 en el siguiente grafico.

D) 900 E) 400
D

19. Siendo S y C los niimeros de grados sexa-
gesimales y centesimales de un mismo an-

g Byl

gulo que cumplen L 10+ 10 10 ;
Co+108%=n rad+2°, A 0 B
calcule su mimero de radianes. A) 81° B) 805 o) 7

D) 72° E) 70°

n
N B) % 0 %
23. Un angulo es expresado como a® <> b%;

D) -]% E) 'IEE a,byce Z}. Sib-c=3ya-b=5, determine

el angulo en radianes.

20. Siendo S el nimero de grados sexagesima- n lln . lln
les de un determinado angulo, que cumple A) 50 v B) o5 rad  C) 50 e
15
~=-V5=2
4 "

Vs D) 51?—315 rad E) %rad
determine la medida de dicho angulo en
Fadiangs, 24. Convierta
[a] 1
e : imal.
On n 5 [ e )rad al sistema sexages!
A) — ! n g=" 9
)p™ B prd Tg rad
65n 1600° 900° 800°
et 8n A) B) — C)
D) 137 "2 E) 5 rad 3 ) n In

21. Del gréfico, d ) s E) 1%@.1

+ Del gréfico, determine la relacién i n "
entre ayb, (ue existe

25. Calcule la suma de los angulos expmsad%

(E+E+1+1+...)md

3 12 24
K rad
— T
A) %Erad B) 2nrad C) 3 i
Bad
02 iad B3 3
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sl “Capitulo I: Sistemas de med
' R, Ty e e S R 25

ndo Sy R lo convencional para un mismo
Sie
4ngulo qué cumple

“_.3: E-—.\rfl
R 2\®

determine el valor de S,
b 3 E) 20

Bl nimero de grados sexagesimales que
mide un &ngulo mas el nimero de grados
centesimales que mide otro angulo es 194,
Calcule la medida del menor dngulo en ra-

dianes si se sabe que son suplementarios.

T 3n T

i = rad Pl
A) 5rad B) 0 ra ) 10 rad
D) %nrad B) % a

10

Siendo S el niimero de grados sexagesimales
yCel nimero de grados centesimales de un

mismo &ngulo, calcule el menor valor que
asume

9 CY =«
[5"'7"_5] +§ral:l.

A) 590

B) 60°
D) g0

C) 61°
E) 63°

- Siendg § ¥ Clos nimeros de grados sexa-

Besimaleg Y centesimales de un mismo an-
Sulo que cumple

S+ S+IS+JS+... <>2cC,

dEl&’miHE el nimero de minutos centesi-
Males de dicho éngulo.

init‘)r:i angular, longityg de un

30.

31.

32.

arco de circunfarencia..,
A) 70,5 B) 71,5 C) 72
D) T1 E) 725

Los nimeros que expresan |
un angulo en los sistemas
centesimal cumplen
5=39-4" y c=-%,3a

as medidas de
sexagesimal y

Determine 1a menor medida

del &ngulo en
radianes,

s N . b1

A) —rad — Easch

) 51 B) gprad ) 35 "ad
s n

DJ 40 rad E) —SE!'EI.E[

Determine la longitud de arco de un sector

circular si su angulo central mide 22°30' y
tiene un radio de 56 u.

Considere n= %

A) Nlu
D) 14u

B) 20u C) 22u

E) TTu

Del gréfico, calcule —48..
BC

B) 2 C) 10/3
E) 4

A) 3
D) 4/3
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AOR y CBD son seclores cireu- 5.

3, Del grifico,
¥ H las longitudes

)
lares. Indique la relacton entre

de los arcos Al y CD cuando OC=CB.

I
1

3 2 ’,
1 1 *
| D) 3 E) 7 j
20 _ ! 15 : _
A) 3 B) 13 36. El parabrisas de un automovil tiene una
longitud de 30 u.y barre un angulo de 120°.
C) 20 Calcule el area de la superficie limpiadapor
13 el parabrisas. j
10 26 ‘
D) —= E) —
it ) 5 A) 100mu?  B) 200nu? ) 300mu |
D) 400n u? E) 500nu*
34. 5i AOB y COD son sectores circulares, |
calcule L, 37. Calcule el 4rea de la regién sombreada.
1
A
;

Iz u :J
.:;
I 2R
58 52
o A R : .




GaP““'“ Ll g, meq-imqn-e.mg':‘.]a“ longitud de yn arco de circunferencia, .

4 2
A) = £ 4
0 3
NIVEL INTERMEDIO
41, Del grifico, determine el valor de x si AOB
€s un sector mn:ular
C) 03
0 B) 02 .
;% i E) 05
-0 10u
%9, Del gréfico, determine el area de la reg:on
sombreada. (n=3 1)

1 B) 2 Q) 3

42. Del grafico, 3(0A)=4(AB)=6(BC).
L3 + .Lz \
Ta—2Ly"

N e ) 18w  ©) 155u Calcule
2
D) 279 u? E) 34lu

4. Del grdfico, determine el valor de

—r

s +1. (S: representa el 4rea).

C) 16
E)-7

A) 4 B) 8
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45, Determine el valor aproximado del
tro de la region sombreada.

Perime.

43. Indique la longitud de la trayectoria descrita

por la esfera de radio despreciable hastaim-

pactar en la superficie CD.

23 25n
A) 12ru B) =2y C). ==
2 2 _ :
: 311:) ; [ lﬂn]
: 174+ — B) [19+—
D)z—?u “E) 13nu M(J’zu_ ) [P I
17n
18+ —) l
44. Del gréfico, se cumple que . ( 6 ) |
3(A0)=2(L.) y 2(AB)= L. '
() i D) [m+ﬁ’f]u B [1?+1_9E]u
Calcule el nimero de radianes del 4ngulo 6 6
AOD. = il
46. Del grafico, B y D son puntos medios de los
segmentos OC y OE, respectivamente, ade-
P maés el 4rea del sector circular EOF es 96"
A Determine el valor del area del sector circtr
lar AOB.
0 < I
U 4
C
]
A) 1
B) 2 1
C) 0,5 .
D fu
E] ﬂ,ﬁ E} 12U
: D) 8u®
244




. R
termine —.
fico, de e

[xlslﬁ
L esenta las dreas de las regiones

(§: rep
smbl‘ﬁﬂd'as}

10u

A) 180u® B) 9u? C) 32u?

D) 16 u? E) 64 u?
A 242 50. Seaun sector circular de longitud de arco L,
) .ﬁ radio r, angulo central 6 rad y area S. Calcule
0 & gl;ralnr de 6 que yeriﬁque la iguald_ad
D) 3 —“—+4m*2=19§;0-=:5c:21t
E) V3
NS ECE
8. Las dreas de los sectores circulares AOB y
COD son proporcionales a 2 y 5, respectiva- D) 2n | E) g

mente, Caleule Ly/L,.

51. Calcule el perimetro de la regién sombreada

C si maAOB=100°.

l A
0 L,
-
E
I3 ]

D
h — - ! . | _ER
[ 'ﬁ"] Jﬁ 1) J:I']" ) _\‘i:‘ A) {H'l'l]h H]‘ [.!ﬂ+l]f\ {:‘] (m ]

R
R E) (n+2)+
D o ) 5 D) g

245
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ki

=3(CD)=6 Y R B x
52, En el grafico, se cumple_ 2(AB)=3( 13 e A) =2 1 B) 4+ﬁ_]
0C=4. Calcule la relacﬂn entre las long
des de los arcos DN'y AM. = ;!E s
3
0281 B Sy
3 8

55. En un sector circular de radio R y angulo
central 26 rad, se inscribe un triangulo it
litero con un vértice en el punto medio de|
arco. Determine el lado del tridngulo.

J}
N B B) 2 0 3 N 2R
3 3 V3 +1an#
|
D) -;- &3 y 2R
2J3 +cot®
53. Del gréfico, L,sz“- L{fﬁ:du y I'Er =8u
Calcule ry+r,. 2R
i © 243 +tanf
2R
D) ne-43
) 2R
cot8+3
A) 5u B)4u - () 3u 56. Determine la relacién de las dreas represe”
D) 2u E) 1u tadas por S,y S,.
54. SiAOB es un cuadrante de radio 1 y MBO es : TN
region sombreada . P
i .'f. ?:I:SIEE‘ .,.‘ -
| 1 07
- = 4




e r
ng Wy

o wio I: Sistemas de medicion angular, longitud de un arco de circunferencia..

.i:u\ f L

ol g a1

59. En un trapecio circular de perimetro 100 u,

calcule la longitud del lado igual de dicho
A Irapecio para que el drea sea maxima,
A) 10u
B) 20u
C) 15u
D) 25u
E) 14u

60. Del grifico, calcule el drea de la region

2 9 sombreada si AOB es un sector circular,
C) nu
n 2
D 5’ B3

58 Del grafico, determine la relacion de §; §,
v §,. (§: representa el area de los sectores
circulares indicados).

fadg D|

L 3 3
o o[z
on  G=:
{2 o0z

A) $,+$|=§.z C) r G 6
) 5:=8,+8, \ .zr5n+ﬁﬁ]
{:j =‘=2{$i+52) D) 3 2

N
D}s;_—"fﬁ;+‘j§_2 [:} rz EE-—JH!H'_-J_;
E) 8,-5,=3, : 3
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Razones trigonométricas
* de un angulo agudo

Capitulo I

OBJETIVOS -

«  Conocerlos elementos del triangulo recténgulo para definir las razones trigonométricas

de un dngulo agudo.

"

» Determinar los valores de las razones trigonométricas de los angulos notables {30";_
45%; 609, 37° y 53°) y aplicarlos a situaciones praclicas.

*  Resolver triangulos rectangulos relacionando las longitudes de dos lados de un tnan,guiu 1
mediante una razén trigonométrica y aplicarlos a situaciones cotidianas.

@ Tridngulo rectangulo

Un triangulo tal que uno de sus dngulos sea recto
(307) se llama tridngulo rectdngulo. Recuerde
que el lado opuesto al angulo recto se llama hipo-
lenusa y los lados restantes se llaman catetos,

Elementos

@ caleto opuesip a) angulo 0

b : catelq adyacente 3| angulo 0
¢t hipotenysa

8;B: angulos agudos

248

I OBSERVACION
0°<08<90°; 0°<p<90°
0<a<c:0<b<c

TEOREMA DE PITAGORAS

‘ q"_'-l-b’_zé’,_l

®: Definicion de las razones o
trigonométricas de un angulo ag

Llamamos razén trigonométrica de Ui "
agudo a cualquiera de los cﬂCiE“‘f’i "’nh
longitudes de dos de los lados de! '“‘i“g“m e
téngulo que contiene a este dngulo- l?mt.en!fi
tos del grafico anterior definimos 108




Capitulo I} Razones tri .
Bt e S igonométricas” :
il s gudo

T AR g AN e )
‘m"_'gto' esto al <0 Al S
| sﬁna= -_ hipO'tEI'Il.lSa | C 2K 60°
3 . K 1
cateto adyacente al «8 b .
cos=—""15 v . 30
goas hipotenusa c C
. K3
. cateto opuestoal <60 a
m-l = = = _
cateto adyacente al <6 b Tridngulo aproximado
cateto adyacente al <8 b
"~ catetoopuestoal <8  a -
e ' 5K a3°
0 hipotenusa == 3K
cateto adyacente al <8 b
37° A
__hipotenusa S 4K
cateto opuestoal <68 a
Sy ' 2 De los triangulos rectangulos anteriores se ob-
tiene:
* Lasrazones lrigonométricas de un an-
* gulo agudo dependeréan de la medida - RT - 30° 60° 37° 53° 45°
de dicho angulo y no de los lados del B r
tridngulo rectangulo en el que se ubi- | |1 |3]3]4 V2
quen. ~ wn=lz | 7.05]8 |2
* Conociendo el valor de larazén trigo- | Lo
nométrica de un &angulo agudo, es JB|l1]14]3 |2
posible calcular el valor.de las demas Ui u I ]
razones trigonomeétricas. bl
. go Sy | e ey
3 1
o tan -‘;E Bizl3|?
* Tridngulos rectangulos notables NS TUR S
Las fazones trigonométricas de angulos nola- : Bl 3 1
les se calculan a partir de los siguientes trian- cot J3 S 3
8ulos recténgulos. O, R S l ...............
3 51218
sec IE{F . 2 4 ! 3 V2 |
I _____ -
Kz | N o
| 9 | 2\:@ E ‘ E \E
| | F 4
450 csC |l | 3 | 3 | _______l
K e p— - -
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@ Propiedades

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS
COMPLEMENTARIOS

Si 0y p son dngulos agudos, tales que 8+p = 90°,
entonces se cumple

r

senf=cosf}
tanf=cotf}
sech=cscf

Ejemplos
« send0°=cos50°
* tan25°=col65°
* secd2°=cscd8®
* cos(90°-8)=send
» Sia:agudoy senl0®=cosu
= 10°+u=90°

. a=80°

RAZONES TRIGONOMETRICAS RECIPROCAS
Si 8 es un angulo agudo, entonces se cumple

sésnﬂ*csca=l -
cosf-sech=]
tan6-cotb=1

Ejemplos

* send0°-cscd0°=] .
*  c0s50°:sec50°=]

* tanl0°-cotl0®=]

* ©sc42°-send20=]

Si B: agudo y senf csc320=]
- p=32°
250

@ Resolucion de tridangulos rectingulog

Cuando en un triangulo rectdngulo se COhisee
uno de sus lados y uno de sus dngulos agyqy,
es posible determinar sus otros lados asf com,
también su otro angulo agudo. Tenga Presente
que para resolver un triangulo cualquiers e
necesario conocer sus tres lados y sus tres 4,
gulos.

Caso 1

Conocida la hipotenusa (a) y un angulo agudo
(0), determine x e y del gréfico adjunto.

a :
: y
D '
X

Del grafico, por definicion

. £=1:t::|.'s.i3.l — Xx=acosh
a
. i=senﬁ — x=asenb
a
Se concluye
2 asenf
i}
acosh
Ejemplos
2
10
— L
entonces .
. /M i
20°
10co0s20°



v Capitulo Ilf Eazones trigonumétricas

de un angulo agudo

Ejemplos
L i
B [
_ 1
gntonces
entonces
' Ttan®
J5 send o
J.:i- cosb
Caso 2 : :
Conocido un dngulo agudo (8) y su cateto adya- 9
cente (a), determine x e y del grafico mostrado. '
¥y
X
5 .
= - entonces
D
®lgréfico, por definicion 3tand0° 8
X '
g 'and - x=gtane 40°
’ ' 8secdl®
0 %@ - y-gsecd
Caso 3 ) i
: ate
§ ido un angulo agudo (8) y su ¢
3 mﬂtlu:.ee , Conocldo . del gréfico adjunto.
opuesto (@), determine x e y A€1§
®
@
0> atan®
0
a
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toldh entonces
Del grafico, por definicion
« X_coth » x=acoth
a
' V7 \El:scﬂ
. 1:{:5.:6 = Xx=acsch
a

Se concluye

\E cotp

@ Area de una region friangular ()

Ejemplos
1.
S: drea de la region triangular
9
390 Del grafico anterior, se cumple
Ejemplo
entonces . :
Del gréafico mostrado, determine el area de
regién sombreada.
9csc320
'g 2
320
9cot320
2,
Resolucién
7 S: érea de la region triangular ABC
Por teoria se tiene’
| Ji-fJ[f?.]
=%‘-senﬁ{l° - B==oT9

; | 5 §=3u?
%2




PROBLEMAS RESUELTOS

o N° 1 , Problema N.° 2

proble = _2/6
metglﬁﬁm“dﬂ:mcm“d‘c 14 cmytanf= =

En el gréfico, ABCD es un paralelogramo, AB=b
y BC=a, calcule PQ.

B
B C
)
Q
]
A ¢ y =
UNMSM 2008-11 A P b
L UNMSM 2009-11

Resoluci
Datos Resolucion
4B=12 cm; AC=14 cm Nos piden PQ.

Datos:

+ BC=a’

+  ABCD es un paralelogramo

Enel triangulo ABC se traza CH L AB

Por dato
2J6 A
lane*r:_{ - HC=2J6K y AH=5K
Por el teorema de Pitagoras, en el NAHC : i
: Del grafico

(2K) + K2 <142 o K =2

BQC: BQ=asenu
Donge

b BHQ HQ ..—_(JSET'IE{I
N PHQ: PQ=HQsecp

—s PQ=(asen’o)secp

BH=12-5K=9
Ly
*80, por el teorema de Pitagoras, en el NBHC

2
BC)' =224 (a5)°

2
. asen o
" BCs1g o s

cosf)
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Problema N.° 3

En el grifico, se tiene el tridgngulo rectangulo

BAC que es recto en A. Si CQ=a cm, AB=b cm;
a

halle el valor de 5

&

455

30°

B

UNMSM 2012-1

Resolucion

Nos piden ""_].‘
P b

Datos

R

TR

a
2
T
J3
l >

;- B
Ir h 1

Del gréfico
INCAB

b 3 b
E:i( 2 )__3_'\«!5
b J3\J3+1) 3

Problema N.° 4

En el grafico, el triang:ula ABC es rectdn

=

C
P
302 o
A B
UNMSM 20111
Resolucion
Nos piden tanc.
Datos
C
2
u! ar~P
2cosa
3
3sena
30° H o
A 2cosct H B
Del grafico
NAHP
3sena J3- 3
tan 30°= - —=—lant
2cosa 3 2
tano = %
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NIVEL BASICO ‘
el gyﬁﬁtﬂ mostrado, calcule x+y,

40
NN B) 20 C) 19
D) 31 B) 22
- 2 Sifesundngulo agudo ysenf= g, calcule
J5(secB+1tan®).
D E B) 4 0 3
D) 2 E}' |

3. Enun tridngulo rectangulo ABC, recto en &
calcule tan4 +tanB si senA=2senB.

A)

en | ka

B) 5 Q)

D)

caen
ra]en B2 | =2

E)

4. Del grafico dado, calcule 3csc8 si AM=MC.

B

.. PROBLEMAS PHG-P.UESTog""

5. Stendoye Y dngulos agudos, tales que
| SeNx=cosy y tanx-c?ty—l=l], calcule
| sec[x+15°}+tan2[15“+y].

=
A) 1 B) 2 Q)5
D) 4 /B -3
6. Sipesun angulo agudo ytanp= -5—+
calcule tan -E-
A) . B) 3 C) £
3 5 5
X
D)~
,fJ 5 "R
8

5i 0 es un 4ngulo agudo y 3sen®9 -] =0,
calcule 4lan2'3+3cnszﬂ,

A) 1 B) 3 C)
D) 5 E

2
E) 4

8. En un trangulo rectangulo ABC, recto
en B, calcule el valor de cscAcseC si

tanA+tanC=2.
N2 B) 1 ) 112
D) 3 E) 273

- 9, Del grdfico mostrado, calcule 7sen6 si AM=4.

A

A1 B 2 C} :
E
D) 4
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10.

1.

12.

256

Del grafico, calcule BC
si AC=(2+23) cm.

A2 B
B) 4
Q) 6 ol
D) 8
E) 1
45°
A C

Si ABCD es un cuadrado, calcule cot8.

* =
B ! ¢ 3
H L]
rl
A D
A) % B) 2 ) 242
D) 342 - E) V2
Del grafico, calcule x en términos de 0, o
VI
]
m
X
i . l

A) msenftanc
B) msenfcoto

"C) mcosbtanag

D) mtanbeoty
E) msenfescq

108 0 e T e L T el e, e e e 2

T 1 | i AT b
g4l aly ! L S

13. En el gréfico, calcule el drea de I3 regién

triangular.

A) %\[g u? B EU: 0 %‘Eu?

o

D) 2v3 u? E) 5V3u?

14. Del grafico, calcule BN en términos de 8 yR.

15.

A) R(1+cosf)
B) Rsenf

C) R(l-cos6)
D) R(1-sen6)
E) R(14seng)

Calcule el valor de la siguiente expresion.

£ 1an45°sec60°+2sen” 45°
4tan37°+5sen53°

A) 7
B) 1/4
C) 3/7
D) 3/5
E) 2




Capi

i
4]

: i alcule AB
a | ico ad]untn, C :
16 fmﬂq BN=2yNC=3.

B

C) V13

I:ZB(JE B 1

" 1{7. Si el 4rea de la region sombreada es S,

calcule a+b en términos de S y a.
a
sl o
7.8
<
b
A) Scosa B) 2Scosa C) 2Ssenu
D) Scola E) 2Scota

18 816 es un angulo agudo y
lanf=2sen10°an20°tan70°sec80°,
calcule /5 (sen 8+ cos0).

A) 1
B) 2
03
D) 4
E) 5

& _tl:!lp ll; Razones trigonométricas
e BRI R v i

i an
LY I . ¥

de un angulo agudo

19. Si ABCD es un paralelogramo, halle CD en

términos de m oy o ‘

B c

0

A D
A) msenacicsch
B) msenfcsca
C) mtanatan®
D) msenBcoso
E) msen@seca

20. Si 0 es un angulo agudoy
colf= % calcule lan(45°-g)

1 2 3
A) 3 B) - Q) :
5 4
D) 1 E) Z
NIVEL INTERMEDIO
21. Del grafico, calcule tan’0+cot*6.
J3ab .
(]
b
A) 3 B) 5 C) 7
D) 9 E) 1

92. Si v « son angulos agudos, lales que

senﬁzg y tancctanf-cos8=0,

calcule J6l(sena +cosa).

A) 9 B) 11 C) 7
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23. En un tridngulo rectangulo ABC, recto.en 4, A) 1,25 B) 3,75 C) 0,25
si cscB+tanC=2, calcule senC. D) 25 | E) 15
2 4 2 27. Del gréfico dado, calcule
s 3 ) 5 * 5 en(0+a)
' T +tan26tana ,
3 1 cosf 4
o = 0= _ .
5 5 si T es punto de tangencia.
24. Del grafico mostrado, calcule tan@ :
si DC=2AD. ]
B i
: J
4 5 1
i
D A) 172 B) 1 C) 2
- S g D) 3 E) 0
A) 3 B) 2 Q) 372 R
D) 5/4 E) 2/3 28. Sitan2x=0,6 y x e (0° 45°), calcule el va-

lor de 2cotx=3.

25. Segun el grafico, calcule tanatan®.

e o SR Iy L P S

A) 5 B) /2 C) V3
D) V13 E) V7

29. Del grafico adjunto, calcule % en términos
de .

A) 2 - B)" 5/2 C) 3/2 /

D) 4/3 E) 2/3 - b

26. En el grafico, calcule tanx+cotx.

g —

A) sen’p r
B) tan’p 1
C) senPesc2p '
D) cosBescp
E) sen®Bcosp
258 |




2 ,‘3_“""’,"_."’. II:I.Ha_zonas trigonomeétricas de un angulo agudo

i L “:_..-.-'- 'I" b ™ b p F 5
e e e e e i e s o e ® A .
Lok A A L Tuli e o e & - g T IETE e e ¥
. {:«" el el vl oy i X
i, 1

'IL"',.‘-\:

cD=2, calcule tanc. en términos 32, SiABCD es un cuadrado, calcule Ja distancia

E apel Y _
3 [51::&3 de A al segmento CM en términos de 6,
B 2 ¢
> 0
Il i 1
A D C
A M D
cost
A) senf+cosd B) To9sent A) tanf+1  B) cot9+l  C) cotd-I
D) cotf-2 E) tan6-1
2senf
O Tr2cos0 _
- 33. En un tridngulo ABC, recto en C, se cumple
] ) senb ) 2cos6 que 2cosA+cot BcosB=4.
; I+2cos® I+25en9 Calcule senB+secA.
: dea,cy®.
31, Caleule BD en términos de a, cy A) 3 B) 4 0 2
; D) 6 ; E) 8

34, Calcule el drea de la regién sombreada en
términos de m si AC=AD=2m.

~ A) acsenBeosd

! B) asenb+ccosp

L ac :

O e 25en20°sec70°
: né+ccosh A) m'se
] 2 B) m-sen20°

C F

1 D) m C) m“cse50°
i' D) _rnzsenﬂ[}“cslzgﬁﬂu
B B a+c 2sen20°csc50°
: CSen8+dooed E) msen
b

259
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35. El perimetro del cuadrilatero ABCD es 17. A) .‘Z:EH B) 2+l O i 3
| D) 2v2-1 B2z 3
=] ..
Calcule 3 =2c05¢
enf

38. Determine el valor de 4cota+7 sj AB= BC

siAB=4;: AD=3yDC=2, AE:?JE : D=8,

A) 1 B B
B) 2
C)5 3
D) 3
E) 4
45°+a 135°
B A D
D
. : E
36. Determine AB en términos de 0
si EC=ED=a. .
A) 12 B) 16 C) 18
B C D) 22 E) 14
- . .
g ' 39. En un tridngulo isGsceles se inscribe una cir-
4% cunferencia. Calcule su radio en términos
de m'y «, siendo n y 2« la longitud de su
ul lado y la medida de su &ngulo desigual, res-
A D pectivamente.
A) 2asenBsen20 A) mcota
B) 2asenfcos2f B) mtano.
C) 2asenBlan2d C) mtan(d5°-c)
D) 2asenfsendd D) Fidianic
E) 2asenfisec2f i
: E) —tan(45°-a)

2
37. -Del grélfico, calcule tanx si AB=BC.

40. En un cuadrado ABCD de drea P #
construye el tridngulo equilatero AED en®
cual se inscribe una circunferencia
el drea del circulo en términos de P.

P
p 5P
A) nP B) 3:—2— )%
nP
. D) 1“—1‘3 B 5
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.. Angulos verticales

G

OBJETIVOS

Ga!lituln i

+ Reconocer los elementos que definen un &ngulo de elevacién, un dngulo de depre-

sion y un angulo de observacion.

« Graficar correctamente el enunciado de un problema que relaciona a los lados y én-
gulos para luego plantear la solucion empleando adecuadamente las razones trigono-

métricas de un dngulo agudo.

® Nociones previas

LiNEA VISUAL
Es aquella linea recta imaginaria que une el
punto de observacion con el objeto observado.

LINEA HORIZONTAL

Esaquella linea recta imaginaria paralela al plano
horizontal,

&
-,
L
linea  ,°
visual .
*
r
r
Wenador o 4 | E
F"_ ____________ ; '_:_-_. = Lo i,
f) linea horizontal ﬁ

(pl.'mu horizontal

% Definicion

Los angulos verticales son aquellos angulos
agudos contenidos en un plano vertical que es-
tan formados por dos lineas imaginarias llama-
das horizontal y visual.

““ Clasificacion

ANGULO DE ELEVACION

Es el angulo formado por la linea horizontal y la
linea visual cuando el objeto se encuentra por
encima de la linea horizonlal.

objreio m

Pty
W
abser 'I-'Eiﬂl}l') -

‘?f’wﬁ‘.}f"} 0 [
\ f B linea horizontal
o |

0: angulo de elevacion

[E{ﬂ{!]ﬂ”l
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p— Ejemplo

jernplo

Una persona de | m de estatura observa la parie El piloto de un avién observa una carabel, con
superior de un arbol con un dngulo de elevacién un angulo de depresion de 300,

de 37,

linea horlzontal

TEmEEE R RS- -

303 —

“— linea visual

linea visual

C}BSEHVAC!IDN

- ¢ hﬂl B
El éngulo de observacion es aquel fnnnadn
por dos lineas visuales.

ANGULO DE DEPRESION

Es el angulo formado por la linea horizontal y la
linea visual cuando el objeto se encuentra por
debajo de la linea horizontal.

linea horizontal

'-1"__"2;"" """""""""""" L
N
\"-\'a ™, —_
hg::{ti@
S S B angulu de observacién (no necesam
: sy S mente est& en el plam verltcal} R
o i TR T i?‘ NDTA - p—r

BT -.c.-x,‘- Wi

......

lhstmhamu que nos ayuda a medlr IH
g%“Ellh:ls verticales es el teodolito, que €.
hﬂﬂnnanle enla mduslria de la m!ﬁll‘lbf-"
ll. %

11-,*‘ .

sl
$ v
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problema N°1
persona observa un poste con un angulo de
sacion 6, si avanza 6 m hacia el poste su an-

d;u de elevacion es de 45° y acercandose 4 m
. suangulo de elevacion es de 90°-8, calcule
[a allurd del poste.
UNFV 2012-|
Resolucion
(Graficamos
M
6 5nste
(a+4) m
£A8 45° QA90°-9
(’ 6m—+—4m——am—H
pErsona
. [despreciando
la altura de la
persona)
. DelMPMH
a+4
lanf =
f 10+a )]
|
|
F DelbQMH
ie
i T
f a+4 in
- foualamos (1) (i)
a+4

Iﬂ+ﬂ=—_—ﬂ+4 = a=8

Por
otanto, 14 altura del poste es 12 m.

PROBLEMAS RESuELTOS

Problema N.° 2

Un faro de 15 m de altura esta en el borde de un
acantilado desde un punto del plano horizontal
Que pasa por la base del acantilado, los angulos
de elevacion de las partes superior e inferior del

faro son ay ¢, respectivamente. Determine la al-
tura del acantilado,

Resolucion
Graficamos

Hy: altura del acantilado

fara
-

15m

acantilando

¥
. prlaney homzontal .".I'

Del s UPH

Ianu;u:”—"' — UH = H

UH B land 0

Del s UCH

15+ H, 154 H,

larix

— UH =

(1N

tano =

Igualamos (1) y (1)

lang lana

Hy-tanu=15-tang+H, tané

15-tang

A7 lana -tano

263
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Problema N.° 3

Desde la parte superior de un poste se observan
los puntos A y B, ubicados en un plano horizontal
con angulos de depresion de 45° y 37°, respecli-
vamente. Halle la mayor distancia entre A y B si
la altura del poste es 12 m.

Resolucion
Gralicamos
Caso 1
~ poste
Llinea
horizontal

|312m

12m

-

B T 45°,
plano horizontal
T—16m : 12 l'nl-———-:1I
d45=28 m

Por lo lanto, la maxima

es 28 m. distancia entre A y B

264
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Problema N.° 4

Una persona observa la parte mjs alla
faro con elevacion 6. Si camina ¢ metrg
el faro, observaria al punto anterior ¢q
cién 20y a otro que estd x metros mas 3
el primero con dngulo de elevacign p, D
una expresion para x,

de yp
S hacia
N eleva, =
bajo que
elermine

Resolucion
Graficamos

persona

Trazamos QP' y formamos el paralelogramo
que esta sombreado.

De lo cual QP'LPP'
En el PQP'

QP

Y
d ant

X=dtan
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NIVEL BASICO

1 pesde un punto en el suelo, el dngulo de

levacion para observar la parte mas elevada
Je una torre es de 30°% avanzando 150 m en
direccion a la torre, se observa nuevamente
la parte MAs elevada con un dngulo de ele-
vacion de 60°. Calcule la distancia del primer
punto al pie de la torre.

A) 200m B) 230 m

D) 225m

C) 235m
E) 215m

La longitud de la cuerda que sostiene un
cometa envuelo es de 203 myel angulo de
elevacion de la comela es de 60°, Determine
aqué altura del suelo se halla la cometa sila
cuerda se mantiene tensa.

A) 10m B) 15m C) 20m
D) 25m E) 30m

A 20 m de la base de un faro, una persona
observa su punto mas alto con un angulo de
elevacion 0; ademas, si se aleja 20 m en linea
fecta, ahora el punto mas alto se ve con un
dngulo de elevacion c. Si tanf+tana=0,75y

la persona mide 1,70 m, determine la altura
del faro,

A) 127 m

B) 11,7m
D) 10,7m

C) 11m
E) 10m

Dos Personas de 1,60 m de estatura estan
Situadas en Jados opuestos de una montana
de 41,60 m de altura, observan la cima de
'a misma con angulos de elevacion de 30°

PROBLEMAS PROPUESTOS

':" . L
y 45°, respectivamente. Caleyle |y distan-

cia que Separa a las Personas,

Considere
J3=17. R

A) 108 m
D) 106 m

B) 07m ) 105m

E) 109 m

Una persona observa la parte superior de un
arbol con un angulo de elevacion. Cuando
la distancia entre la persona y el arbol se
ha reducido a su tercera parte, el angulo de
elevacion se ha duplicado, Calcyle la cotan-
gente del dngulo de elevacién inicial.

J3
A]‘g' B]':.}; C) V3
D) 3 E) 2

Dos personas de alturas h y 2h separadas
una distancia d, observan un globo con igual
angulo de elevacion. Calcule la colangente
de dicho angulo si sabemos que la longitud
de sus lineas visuales estan en la relacion de
2 a 1, respectivamente.

2h d o
Ll Bl — C) —
A) 3d 3h 2h
d F d
)+ '

Una gaviota observa un pez en el mar, con
un angulo de depresion de 60% Si en ese
instante la gaviota volaba a 2503 m de al-
tura, écudl es la distancia entre la gaviota y

el pez?

C) 50043 m
E) 40043 m

A) 500 m B) 400 m

) 750 m
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10.

1,

266

Un helicoptero viaja en linea recta ¥
horizontalmente divisa en tierra un punto
A. con un angulo de depresion igual a 53"
Si luego de recorrer 900 m se encuentra
exactamente por encima del punto A,
caleule la longitud de la primera visual.

A) 1800 m B) 1700m  C) 1600 m
D) 1500 m E) 1400 m

Desde lo alto de un acantilado de 54 m de
altura, se observa en la misma direccion
dos bovas en el mar, con dngulos de depre-
sion de 60° y 45°, respectivamente. Calcule
la distancia que hay entre las boyas.

A) 2043 m

B) 18(3-v3)m
C) 19(3+3)m
D) 19(3-J3)m
E) 18(3+v3)m

Dos botes son observados desde lo alto de
un faro en la misma direccién. El bote mas
cercano se observa con un angulo de depre-
sion 8 y el otro con un angulo de depresion
de 37°. Si la altura del faro es de 50 m, am-
bos botes estén separados por 40 my el faro

esta a 22 m sobre el nivel del mar, calcule el
valor de tanf,

A) 7/6 B) 6/7

C) 97
D) 7/9

E) 5/7

Desde la pane mas elevada de un faro de
12 m sobre @) nivel del mar, se observa un
b.a:rco que se aleja con un angulo de depre-
sion 6; 0,4 segundos mads tarde se observa

12.

13.

14,

al barco en la misma direccion, ahora
un angulo de depresion . Sj | lang=( 5
tana = 0,3, calcule la velocidad dej bareg

con

A) 106 km/h B) 105km/h ©) 13y

Desde un hidroavién que est4 por alerrizay,
se observa en su misma trayectoria ej largo
de un rio, al extremo mas cercang con un
angulo de depresion de 60° y al extremq
mas alejado con un angulo de depresidn
de 30°. Determine la longitud que recorrers

el hidroavién si se encuentra a 60043 m de
altura.

A) 1300 m B) 1200m C) 1000m
D) 900 m E) 800m

Un avién de guerra que vuela a una altura
de 120 m observa un tanque enemigo con
un angulo de depresion de 37°. Si el cafion
del tanque apunta con un dngulo de eleva-
cién de 53°, iqué distancia debera recorrer
el avién para que el enemigo dé enel blanco’

A) 40m B) 60m C) 70m
D) 80m E) 90m

Dos personas de alturas Hyh (H>h) - i
cuentran frente a frente separadas '-mﬂ“'m;
distancia. La persona de alturaf obsen?

cabeza de la otra con un dngulo d¢ e
cién o y los pies con un angulo de
si6n 0. Si tang=0,17 y tana=03, d¢!

[ A W P .

e

depre

el valor de %

c) 036
A) 05 B) 06 £) 09
D) 0,81
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yuela horizontalmente a una altura 19. Para calcular

4 ﬂ'\"iﬁﬂ
£ 15 Uﬂ"&wme; antes de pasar sobre dos puntos

; on tierra: M y N, los observa con angulos de

la altura de una montana un
topégrafo observa la parte mas alla de esta

con un dangulo de elevacién g, luego se aleja
una distancia d y observa el mismo punto

con un angulo de elevacién B. Calcule Ja al-
tura de la montana.

depresion de 45° y 37° respectivamente.
T cuando esta sobre N es visto desde M con
un ngulo de elevacion 6. {Cual es el valor

de tan®?
A d
E Al B) 2 Q5 tanc - cotp
LoD E) 3 By d
tanf-tanao
| 45, Una hormiga observa la parte superior de d
un arbol con un dngulo de elevacion. Si la C) m
hormiga se acerca hacia el arbol una distan-
a igual al doble de la altura del arbol, el D —9
nuevo angulo de elevacién para el mismo cotp - cota
punto es igual al complemento del anterior. E) (cota+cotp)-d
Calcule la cotangente del dngulo de eleva-
| cion inicial. 20.

Una persona se dirige a un edificio y obser-

' va lo alto del mismo bajo un dngulo de ele-
A) V2-1 B) J2+1 0 V2 vacién «, después de caminar 10 m observa
D) V2+2 E) 2-2 la misma altura con un angulo de elevacion

0. 5i la altura del edificio es 30 m, calcule el
1. Desde un punto en el suelo se observa un

pedestal de 12 m de altura, este sostiene
una estatua de 13 m de altura. (A qué dis-

valor de lanu'[-:ﬂl A+ %)

tancia del pedestal estara el punto para ver A) 1 B) 2 C) 3
el pedestal y la estatua con angulos de ob- D) 4 E) 5
Servacion iguales?
A) 6 NIVEL INTERMEDIO
Om B) 50 m C) 40 m
D) 20m E) 30m 21. Desde lo alto de una torre se ve un punto en
tierra con un angulo de depresion « y a otro
18, Dos edificios separados por una calle de punto ubicado a la mitad entre el primer
0m de ancho son observados desde el punto y la torre con un angulo de depresion
|
i' Punto medio de Ja calle con angulos cuyos 90°-q. Calcule tand.
- v
? ;EES S0n complementarios. Determine el i _
- Uclo de sus respectivas alturas. A) V2 B) C) V2
Eoas
LD zgum S ERm .. i A py Y2 E) |
l M E) 175m 1
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22.

23,

24,

20,
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Desde un punto en tierra se observa la par-
e mas alla de un edificio con un angulo de
elevacion. Si después de avanzar las 2/3 par-
les de la distancia original que separaba al
observador del pie del edilicio, el angulo de
clevacion es el complemento del anterior,
Calcule el angulo de elevacion inicial.

A) 22°30
D) 60°

B} 157 C) 45°

E) 30°

Un alpinista esta descendiendo por una
montana inclinada con respecto al plano
horizontal un dngulo 6, y observa un objeto
en el suelo alejado de la montana con un

angulo de depresién (. Avanzando la mitad
del recorrido observa el mismo objeto con

un dngulo de depresion «. Determine el valor
de (2 cotfi—cotu)tand.

A) 3
D) 172

B) 2 C) 1

E) 1/4

Dos personas observan la parte superior de
un edificio de altura H con angulos de ele-

vacion ey f. Determine la maxima distancia
que separa a las personas.

A) H(tano+tanp)
B) H(cota+cotp)
C) H(tanu~tanp)
D) H(cotu-cotp)
E) H(cotp -cote)

De la parte superior de una torre se observa
Un punto M en el suelo con un angulo de
depresion x. De otro punto N ubicado en el
Punto medio, entre |a base de la torre y
el punto M, se observa la parte alta de una
antena, que se Cncuentra en el extremo

26.

21

superior de la torre con un
elevacion y. Si la torre liene y
20 m, calcule la longitud de la

dnguly de
N altyr, de
anten;,

10(tan y - 2tan x)

A) lanx

10(coty - 2cot x)

B) col x

10(cot y-2tan x)

©)
tan x

10(coty—2cot x)

D)
tan x

E) 10(2tany - tan x)
coty

Desde un punto del suelo se observa la
parte mas alta de un edificio con un angulo
de elevacion 6. Si en la misma direccién nos
acercamos al edificio una distancia igual a
triple de su altura, el angulo de elevacion

es el complemento del anterior. Calcule
tanf+cot6.

A) 3 B) 11 ) V6
D) 7 E) V13

Desde la orilla de un rio el dngulo de elev
cion de un érbol en la ribera opuesta & de
0 y desde un punto 2 u mas atrds y en lined
recta, el dngulo de elevacion es de p. DI
mine el ancho del rio.

2lant
2tanf} B) .—--'g'j'ﬁ
A A cmﬁ -
tan® +tanp
2tanfp
© tan® - tanf
2col
2cotp E) ""ﬁﬁ
D) ——— col
cotf-tan®




Capitulo |: Angulos verticales

ersona que se desplaza por una colina

L‘nal] da un angulo 0 con respecto a la ho- D) <m 2 10
| [iontal 5€ dirige hacia un castillo y observa Jcm o+ col?
E Paﬂe masaalta con un angulo de eleva- N
' o igual a £ 6; luego de subir una distan- Jl_a vy -

dadedm hacia el castillo, el nuevo dngulo
clevacion mide 26. Calcule la altura del .
: i:ﬂmu 30. Unarbol, en posicion vertical, es visto desde

un punto en tierra con un angulo de eleva-
cion x. Debido a los afios del arbol, este se

: :; jf;;ﬂﬂz desvia' desde su base un angulo Y respectoa |
) 2cot9m la 'ﬂ‘amcal y hacia el lado del punto de obser-
. D) Zanfm vaff]én' Desde este mismo punto se observa
~ ) 2(tanB+cotB) m el arbol, que no ha perdido su longitud, bajo

un angulo de observacion Z. Calcule cotx.

. 19, Desde los extremos del diametro de una

. plaza que tiene forma circular, los angulos | A) cos(z-Y)-sec(Z)
: de elevacion para ver el asta de una bandera B) sen(Z+Y) sec(Z)
. levantada en un punto del contorno de la C) cos(Z-Y)-csc(Z)

plaza son ct y P. Si el didmetro tiene una lon-
gitud de 10 m, calcule la altura del asta de

D) sen(Z-Y)-csc(Z)

ARk E) tan(Z-Y)-csc(2)
l .
[ 31. Un hombre que mide 1,70 m de estatura, ob-
: 10 ;
! A) 2 > serva su sombra a las 4 p.m. Asumiendo que
[ \JCUI o.—cot“ amanece a las 6: 00 a.m. y que el sol hace un
1 B) 10 circulo sobre el hombre, calcule cuanto mide
I- - 4
‘ Jlani B-tan o, su sombra.

8] e A) 154m  B) 167m  ©) 2m

;..lmttrcniﬂ D) 2,55m E}] 294 m
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_ Razones trigonomeiricas de un

angulo agudo en posicion normal

OBJETIVOS

«  Reconocer a los angulos en posicién normal.

Capitulo 1y

»  Caleular los valores de las razones trigonométricas de los angulos en posicién normal

utilizando la definicion.

« Identificar el signo de las razones trigonométricas de los angulos en posicién normal

segun el cuadrante.

¥ Nociones previas

RECTA NUMERICA

Es la representacion geométrica de los niimeros
reales, donde a cada punto le corresponde un
ndmero real y viceversa.

°
o
w O

|

m_

|

| Caz

I

=]

—_—

L
03| Ln

Donde
O: origen de la recta numérica

-3: coordenada de P

: coordenada de Q

o |

PLANO CARTESIANO

Es aquel plano que se forma por la interseccion

de dos rectas numéricas perpendiculares entre
si en sus origenes,

270

Y 4 eje de ordenadas
segundo 31 primer
cuadrante » cuadrante

(nc) 21 (1)

1T eje de abscisas
-3 < l” 123 X
lercer 2+ cuarto
cuadrante cuadrante
(e -3¢ (V)

Donde

0: origen de coordenadas
OX: semieje positivo de las abscisas

COORDENADA DE UN PUNTO
A todo punto del plano carte
un par ordenado y viceversa. Se

P(x; ¥).
Yt

P(x;y) Donde

ey

P
1 abscisa del P

y: ordenadd del

siano se I asocd
le denold pot

f

b

P T R R

Il el




r(r)
wEGTC' fiel origen de coordenadas a un

Es ja diska ! alquiera del plano cartesiano.

Y '
Px;y)

s

§e cumple

(;m;_f&-p ]

& Angulo en posicién normal, candnica
0 estandar

Es un dngulo trigonométrico representado en
¢l plano cartesiano y que cumple las siguientes
taracteristicas;

L Elvéntice coincide con el origen de coorde-
nadas.

Il La posicion inicial esta sobre el eje positivo
de las abscisas.

. L2 posicien final posee cualquier ubicacion

enelplano cartesiano.

Nﬁjﬁﬁn ﬁ“ﬂl F L]
N
| E " r ¥ ' ] |
""""-—--EIEE ! \ Dm-l{j{m |I1|L.|.1
0 X

Capitulo IV: Razones trigonometricas de un angulo agudo en posicidn normal

Donde

0: medida del Angulo en posicion normal

B € IIC: la posicién final del angulo nos indica
el cuadrante

0 > 0: sentido antihorario

@ Definicion de las razones trigonomé-
tricas de un angulo en posicion normal

Sea 0 un angulo en posicién normal y P(x; y) un
punto que pertenece a su posicion final

Py 1

r

:-i:w

1. @
-\l
I

0
donde
x: abscisa de P
y: ordenada de P
r: radio vector de P
se define
- L
ordenada del punto P ¥
sentl = e i
radio vector r

abscisa del punto P _ x
raclio vector r

cosbt=

ordenada del punto Py

0= : :
lan abscisa del punto 2 X
abscisa del punto 7 X
) = e
2 ordenada del punto P )
radiovector I
et abscisa del ;mnlu i

radio vec tor i

= ordenada del ]mnln ol ¥
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MNoTA
Para hallar las razones [

un angulo en posiclon norim: B
copocer las coordenadas de un pun » 4

posicion final de dicho dngulo.

rignm:-lm'-lrir.'u; de |
1, es necesario |

' Signos de las razones trigonométricas

en los cuadrantes

El signo de una razon trigonomgetrica depende
del cuadrante al cual pertenece el angulo en

posicion normal,

Ic Ic mc IvC

: ‘ T
seno + | ¥ i S bastaon
coseno + | IR = + i
tangente * B L W
cotangente =+ 2 U
secante + - ol I -
cosecante + T { = E = 1
+ OBSERVACION ——— \
Una forma praclica de recordar la regla de
signos de las razones trigonométricas en los
cuadrantes es a partir del esquema mostrado
¥
e IC
seno ¥ cosecante | todas las BT,
son posilivas son positivas
X
mc vc
langenie y colangente COseno
¥ secanle
$0n positivas 500 positivas
o
S
Ejemplos

* Sisend <0y

-

' anb >0 - eec
Sicosu >0y coty < 0 - welve
Sitanfi < 0 y csePp>0 - ge e

272

4 Angulo cuadrantal
Es aquel angulo en posicién norma)
citn final coincide con cualquiera
ejes cartesianos. Estos angulos no p
cuadrante alguno.

Y4

CUYa pogj,
e log semi.
ertenace, S

180% 1000 .,
AN\

zmﬂk'/
= 'Hl[:l'-"—'

Del gréfico, se observa que 0° 90° 180° 97p
-90” son angulos cuadrantales.

b

] MNoTA

Todo dngulo cuadrantal es mﬁltiplna
90°, es decir, si 0 es un dngulo cuadran-

tal, entonces 6=90° o %rr,n el

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS
CUADRANTALES
Se calculan del siguiente cuadro.

0° 90°  180° 270° 360°

se 0 1 1 Lo LALY

cos 1 1o | =4 ] olll]
tan | 0 | ND_ '.Z'.,ﬁl___._l_._w_ﬂ 1o}
cot | ND | 0 | ND |
ese - [no [T T |

ND: no definido
4 OBSERVACION e )

* 10 es cuadrantal y 8 e (0;2), entonces
ool
21 ! 2

. 32—“: son angulos cuadrantales

2 »
ﬂ.li‘-'-_“_ﬁ- e

(

‘positivos menores a una

\&




oL oug |24

L
.o yn angulo c en posicién normal, si su
final contiene al punto (-4;-3), calcule

ecr Ol

WMII
pel enunciado, tenemos
Fl
o
._4' (‘ -\ :
: X
‘ r
¥ 5
P(-4;-3)
Del gréfico

r=y(-4) +(-3)2 =5

Por definicién (respecto de P)

EEEII'I:L:i:__S.-
x -4 4
m|ﬁ=£="—4=£
y -3 3
- Luego
sﬂfﬂcﬂl[.t:[___s. [i)
H] 3
SeCicotg = 2
3

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 2

Sia, ¢, 0 son angulos agudos tales que

oo

y sen(u+o+0)=1,

halle lan[%ﬂ],

UNMSM 2009-1|

Resolucion
Nos piden tan(g—;'ﬂ )
ﬁatos

* o, ¢, 0: angulos agudos (N

« Sala?
45 6 n

sen(a+¢+0)=1 (1)

De (1)
a=4K, =5K; 0=06K

De (1) y (IlI)

Como sen(o+9+0)=1 — a+d+0=00"
pues «o; ¢; 0: angulos agudos

Reemplazamos

AK+5K+6K=90" — 15K=90" — K=b"
Donde

a=4(6=24", p=6(6")=36"

Luego

{ 3
anf 219 ) .;...[
. & 7

[

H'lu+:m-“-] tan 30"
2

".|:;|"-|-HmI \.fr:i
tan| —— |7 3
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Problema N.° 3
Del grafico, calcule cotf.
]/' 1

g

p
AN

Resolucion
Nos piden cotf.

Datos

X
(2;n)
(4; n-3)
r'n.
N "
el X
(2;n)
(4; n-3)

Por definicién

tanﬁ=£=£_—%
2 4

i)

4n=2(n-3)
n=-3

cotﬂ=3=-
n

ca|na

" Problema N° 4

Si Viana cscosec? g < 0,

encuentra g?

Resolucién

¢én qué cuadrante se

2
Como sec >0 - Jlanusenu.-:ﬁ

274

Tl
4 ‘:"' = B .
o P P e e

ComoJtana >0 — seno < ()

= aelllC v we IVC

Como Jtano >0 — _ianﬂ:aﬂ
— 0elC v ae llC m]
De (D) y (1D 9

ae lIlIC

Problema N.° 5

2
Sitan®= 5 y senb < 0, calcule Jﬁ[senm cosf).

Resolucion
Nos piden L = 13(sen 8+ cosf).

Cnmn;anﬂ=%:»ﬂ ysenb<0 — fellC

Consideremos a 8 como un angulo en posicién
normal. I

|
|
|
|
!
|

Y}
[ ) 5
r Ix -
(x; y)
Por dato y definicién
2_y
tanf==== =-2x=-3
3 % L

Puesx <0,y <0

Ademas

(22 ()



it s | ROBLEMAS PROPUESTOS

AsiCO ;
NIVEL B determine la secuencia correcta de verdad
! § P(-2;3) es un punto que pertenece al (‘:"}ufalsedad (F) respecto delas Siguientes
¥ 0 T
E' f. ado final de un angulo en posicién normal f Eplﬂsmfnnes.
| e ST e=cosi) . Elradio vector es 7.
r B, Il. La ordenada del punto 4 es 2.
—\3
i D2 &7
|
5 A) FVV B) W ) vFvV
{ 9 Del gréfico, calcule sencicosp. D) FVF E) FFF
I
i
l . Y4 4. Del gréfico dado, calcule rcotf,
i (-3;4)
}-"' F
P(-5;12)
| < : :
E b X
| I -
E [;\Jr X
i (5:-12)
|
73 5 85
l 6 4
LA = B) — Q) -+
13 13 1 65 15
i D) o E) -—
r D) ;1—3 E) ﬁ
5. Calcule n.
3 Del grifico dado 't
}l" '
| ) X
(n:n-=3)
: kT 3 _i (n+2;-2)
1
+ , A) | B & i§
! A(E,—u‘ﬁ} D) 4 E) 5
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T 2 g e ] i6 9. Sisenfd <0 y tanB=2, calcule '&
6. Si lan9=1—2, calcule el area de la region J5 (sen8 +cosb) |
sombreada.
D) -4 E) -5

0 10. Determine la secuencia correcta de verdag

4 B > (V) o falsedad (F) respecto de las siguientes
X proposiciones.
26 . Siee lIC — tant+colb >0

1. Sisenb <0 — 06ellC v [IVC
.Sitan® >0 y secB <0 — BellC

A) 100u>  B) 140u?  ©) 1350°
D) 200 u® E) 120 u® A) FFV B) VVV C) FFF

D) FVF E) VFV

7. Del grafico dado, calcule 8tanc si AB=BC. .

11. Si cos’send > 0 y tan® > 0, determine el
cuadrante al cual pertenece 0.

Y4
C
A) IC B) IIiC C) IC
23 D) IvVC E) ICvIIC
B
2gno 180°
. 12. Calcule —; :ﬂﬂ:z‘m fﬁn. |
A) 1 B) 0 C) -1
D) 2 E) -2
A) -1 B) -2 ) =3 |
D) -4 E) -5 13. Reduzca la siguiente expresion. -j
a” sen90°+b” cos180° +abtan 360° i
8. SioellCypellC, determine el signo de asen270°+bcos0°+a’ cos270°
las siguientes expresiones.,
-b
I. senfi+tanf} A) 1 B) b-a () a b
D) a+b E) -a-
Il eseb-secf
L. senbcosOsecfiesep 14. Calcule el niimero de angulos cuadrantales
comprendidos entre 80° y 800°.
A) 4+ B) - — - i
D) = 4+ } == (j} +; +: + A) 4 B) 6 C) 10
3Ty E) +: 4+ - DJ 9 E-] [
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Capitulo IV: Razones trigonomeétricas de un an g
Lk xih,l S e L, 8 ) M Lt Q | A A B QUID EQUdD €n posicion narmal
{ e ! i By A i p AL e 1

- R o ki e 5 & ) A _"_ 1 : .
s A ot LA = ! 4 . -
i -

2 medida de un éngulo cuadrantal

: 2
18. = n
5“}.?51 . menor a una vuelta, tal que Sitana T calcule tan®.
i 0 0
cosd==1 calcule tan 7 % senE.
1 3
5 ot C =X
N3 ¥ 73 g
T
D) 1 E) 3
| grafico, calcule tand.
{5, Del§ X B "l
. » 11
(-2;5) 1 .
D) 3 6 1

19,

A) ! B) i 0) 2
S 5 5
3 5 ‘;‘
D)3 B) 2
n+
. Calewle esco, N P 8) n+q 0’ p
" n-q m+p n+q
| m-p
=
\la _1_ W 3] 1_.[_ E:l "”___;.;
§ L”' 9 n+q
o. - 20. SiF I —\'ET\'_EL\'IE: J3 | es un punto que per-
N enece al lado final de un angulo en posl-
1 cion normal 6, calcule sec-0+csceo.
2 7)) 4
4 B) 12 Q) 3 A) 12 B) 8 C) I
" EY A m 16 E) 10
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? gl ST LY
AFEi e vl 1 Y

21, Del gréfico adjunto, calcule tanccotf.

2z

23.
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NIVEL INTERMEDIO

Y4
y=x*
B~ X
xz+y2=l
A) -2 B) -2 C) -%
D) —% E) -1

Si AB=3 y BC=15, calcule cota-cotf.

Yu.
B C
|
8 o ] "
A ﬁ\r' D x
A) 3 B) 5 C) 1
D) 2 E) 4

Sixe (0;2n]y cnﬁﬁ'=2cusx-t, calcule

%! 2[1’)
= bkt a8
5en{2]+ an S

A) 1
D) —/2

B) 0

C) -l
E) V2

24,

25.

26.

27.

28.

Six,ye (0;2my
senty+cosy-2(senx-cosy)+2=0,

calcule cosx+seny.

024 E) 0
Si 0 y o son angulos cuadrantales positivos y

menores a una vuelta, tal que
tan?f=1+senc, calcule a.-0.

A) B) 3% C) 2n

D) E) 0

g

Al resolver la ecuacion
xsen270°+2x’cosl 80°=col90"-cosl®,

indique el mayor valor de x.

lbi} "'ﬂ:rs B) “]. C} 015
D) -1,5 E) 1,5

Si 0 e (90° 180°) y ¢ e (0% 90°), determine
el signo de las siguientes expresiones.

. sen(g}cuszmal

1. cos(0+c)

. (1-coso) - tan®

A) — - B) +;-- C) ;4. +
D) + +;- E) = +-

Si dtan0+11tand-3=0 y 6 e HIIC, calcule
sech+csco,

17
R
D) —{1 E) -sJ17



]
|

E

e ———

"

i:"l
S .
PR L

e

ﬂﬁ

alcule JGlsenx+ cosXx).

g -

B2
o -2

D) !
E} 'qr:i‘i‘\'ri

¥ Sila ecuacion

N -3
B) -2
) V5
D) 2
E) -5

R T e
‘ s _I“_

= I [ e
','_J,,!J:u i A W

B ™
WI_J:EEEZQYW X 3‘

£-'a

2Bl b I
PR, e s T
1 ‘-|. [t e b A — -

+tanfx+1=0 tiene raices
jguales y O € IIC, calcule sec®.

Capitulo IV: Razones trigonométricas de un angulo agudo en posicion normal
s o .

i) 7 W

2 32. Del grdlico, determine send+ cosf)
si tanu:'—s.
12
}"4
0
R .
A
17 17 7
= B) — C) ——
A) 13 ) 13 ) 13
16
D) 13 T

33, Del gréfico adjunto, determine

31, Del grafico mostrado, determine tanf si so-
bre AD se construye un cuadrado ABCD que
pertenece al segundo cuadrante en donde
N es punto medio de BC y 8 es un dngulo en
posici6n normal cuyo lado final pasa por M,

(M punto medio de AN).

}"J

34.

s
D X
Ay -2 2
4 B) - Q) =%
1
by -~ 5
3 B) -3

(cosO+1)c sclo.

|
A) 2413 B) 5 ) 4
J13 o
q— E) 2
b) 45 )

Del grafico dado, calcule
Jﬁ?i cos o dlanc,

‘A) 2 Y4
B) -2 AN\
C) -4 /7 K“x (5:2)
|]] | ,."'r..' .'
) 5 x
i (2 0) \
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35. Siae lICy0 e lIC, ademés, se cumple
gesecatd_gdan-2 4atarmine
24/5tana+ 3413 sech.

A) -10 B) -14 C) -16
fico mostrado, calcul
D) 18 E) -12 39. Del gra e secgescs,
EE 5. l : d l : Y &
. 91 se cumple que senx=cscy, determine
s:an:".nr+-::t;:rI.:'-:.vc:-l:s.::2 : : ,oAx49)
Y. Y= :
i
A) 1 B) 2 c)o
D) -1 E) -2 i
A
s 17 v 4
37. Si (sen’o+seno~1)sena > 0, ademas, / ¢ 4 5
cosa+seca < 0, determine el signo de las !
siguientes expresiones. 5 13 }
l. secatana A) "2 B) < C) -IE-?_ 1
II. senu+cosa 3 ) J
D) —= i .
Ill.ms[E +u) ) 2 = 3
4 -1
5 b 40. En el grafico, ABCD es un cuadrado de lados
B) +f _f; paralelos a los ejes coordenadas. Si las co-
0 +f tl' ordenadas de A son (-a; a), calcule |
D) + +:— tancatanf-tanf. :
E) +&+ 1
C B ‘ '
38. Del griafico mostrado, determine tance+ cotf), 1
F4 I
D A 1
f |
= ] a 1
[ 2’ X |
0 |
!'
A) 1 B) 2 C) 3
D) 4 E) -2
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+. Circunferencia trigonométrica
L Capitulo V

foa Rﬂlmr el estudm de expresiones trigonométricas de arcos dirigidos (nimeros reales).
Analiza: las vaﬂacmnes que se dan para el seno, cosenoy tangente de un arco.

i
-

. B Definicion Yy
| Esaquella circunferencia inscrita en el plano pB
cartesiano con centro en el origen de coordenadas
yradio igual a la unidad. ' 1 H% rad
ON ¢ rad X
Y4 A CT.\ I
B :
i av

t’+)v1+| % ) % Del grafico anterior
' o y 0: son arcos dirigidos en posicion normal

m':ﬂg’: de fa P: extremo del arco 0
ENcCla 1
trigonomeétrica B : Q: extremo del arco «

Lr : es un arco positivo (sentido antihorario)
Donde o es un arco negativo (sentido horario)
A(l; 0): origen de arcos Ejemplos
B(0;1): origen de complementos 1.
A11;0): origen de suplementos Yt

B' T L T
©;-1): sin nombre especial

Ly: eje g tangentes

“Are
S 08 dirigidos en posicion normal

" aquelyq,
g 5 arcos que se generan a partir del

B ar
fina) ms (4), siendo el extremo la posi-
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Lumbreras Editores

Yh )

& Representacion del seno.de un arco
en la circunferencia trigonométrica
DEFINICION

El seno de un arco en la C.T. es la ordenada del
extremo de dicho arco.
¥
1 (x I }'l}
CT. 0

(Xz; }'g}

Del grafico, tenemos

[y,:sena] [_',r2=senﬂ ]

. OBSERVACION

)
| El seno de un arco dirigido en la C.T, se

representa geométricamente mediante
un segrmenlo dirigido,

282

VARIACION DEL SENO

S R ke

Ejemplos

YJI.
: 2n
B.r*""_
4
C.'!:.‘

I 2n

—_— 1 5eNn—

sen 2 3
&l M -
X

G Representacion del coseno de un
arco en la circunferencia trigonometrica

DEFINICION

El coseno de un arco en la C.T. es la abscisa del
extremo de dicho arco.

Y4

e ¢

(x2; ¥9)




Capitulo V: Circunfere Ncia trigonometrica

% Representacion de la tangente de un
arco en la circunferencia trigonométrica

DEFINICION

enen - La tangente de un arco es la ordenada del punto
2 de interseccion entre la prolongacion del radio

que pasa por su exlremo y la recta tangente a la
C.T. en el punto A.

7 3 DEE,EHUAGION

i )
ﬂ coseno de un arco dirigido en la C.T. Y :
| ,,an geométricamente mediante 1 Gy
segmenm d'rlgidui' e L . R
Y4 4
: g
CT. FO8 ﬁ f

X (5 ys)
> CT
Del grafico, tenemos
' » {y;=tanﬂ ] [y2=tan|3 ]
~ dond
VARIACION DEL COSENO bl i .
tan® > O pues t) €
l Voe R, se cumple tanf} < 0 pues p e IIC
~-l1<cosB<{ OBSERVACION srmrpmesree e

La tangente de un arco en la C.T. se re- |
Ee presenta geométricamente mediante un |
- segmento dirigido.
Yt I |
i '1 |
Vcosq; senc) & . M(cosb; sent) I
ﬁ |
'*'
|
. |
P[CQS‘!"; seny) A 1 |

Q(cos); send) TSR =yt e bt Lo
283
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VARIACION DE LA TANGENTE | 1% NoTA _
La cotangente de un arco es la abscisy |

del punto de interseccién entre la prolon.

L]

VO @n+l)w2;ne Z, .~ gacién del radio que pasa por su extremo
~se cumple que s T tait! y la recta tangente a la circunferencia en | 3
tan@ e R <> = < fand < +eo el punto B(0; 1). _
¥
B___ P
7 :

Ejemplos
1. Representacion de latangente para el arco0.

‘| tan@
En el grafico mostrado, se cumple

N Y,

. OBSERVACION == "

P

Arcos relacionados con E;E y E
Si 8 & 1lIC entonces 0 < tanl) < =<, h 8

2. Enelgréfico, se determinan las coordenadas
dePyQ

P [ l; ti;n4—R]
3

i
u[ | tan o8 ]
i
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e PROBLEMAS RESUELTOS

- Ned Entonces
prllﬁ ¢ . o —
gifico representa la circunferencia trigono- P ;! " 1 " [_._"‘@ ]+ V3 [“@-_ . I
Elémca Las medidas de los arcos menores AB, 29 2 2 J*5
oy EF S0 todos iguales a E Six, Y, z son res- . B3 ig_
ivamente, 1as medidas de los arcos trigono- 2 2
nétricos AB, AC y AF, entonces
cenxbseny+SENZ+HCOSX+COSY+COSZ es igual a Problema N.° 2
De las proposiciones
g . send0° < sen50°
I cos190° > cos200°
¢ B lll. tan60°=tan240°
D A, es correcto afirmar
X UNAC 2011-1
= 7 Resolucion
L. ¥4
UNAC 2011-1l
-:‘%F \
Resolucion 3
Nos piden ’
P=senx+seny+senz+cosx+cos ytcosz - L
g 4 50°
Del gréfico X
el y=n-= 3n =« sen50° > send(0®
SriYsER-—z=—
6 6" 2 6
Y &
Dedo ey 1l
n om on
A= Sl BN P
6’7" %3
LI.IEgu
P=senZ, senX senE—;- +
51t on o
+CGSE+C05—{; +C08-o c0s200? > cos290
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ML Problema N.° 4

Calcule la variacion de la siguiente expresign

2 : LT R
sen“o-sena+lae E'”E

Resolucién ' |

2

M=sen“a-senua+l

X -
M‘(senu 5 +4

Lo
6

rencia trigonomeétrica.

T -
Representamos ue[ :”E) €n una circunfe-

tan60° = tan240°

Por lo tanto, son correctas 1 y IlL.

Problema N.° 3

El nimero de cuadrantes en los cuales la desi-
gualdad 2cosx <+/3 presenta solucién es

UNAC 2011-11
Resolucion
Despejamos el cosx Del gréfico, obtenemos
J3
_— |
2cosx <3 — Cosx< : () R
Graficamos en la C.T.
1 -1
-—<seno—-—<—
2 2 2
e 2
% . Dﬂ(senﬂ.w"J 5%
372 AGH
e . v 2
J3/2 .} 4 E{( _._] E{E+§~
\S_._, 4_521'1[1 x +4_4 4

Por lo tanto, la desigualdad (1) presenta solucion <
en los cualro cuadrantes, o Mel—3
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AT R T !
Ay I ||Jl b o Tty e ¥ e 4+

el

NIVEL BASICO

V3
uleel valordey,siP [?1 ¥i | pertenece

i Calc
una circunferencia trigonométrica.
a L]
V2 1
I e T ——
N3 b O -3
| N
g E) +—
LA ) 3
/

9. iCudl de los siguientes puntos que se pre-
sentan en las alternativas pertenecen a una
circunferencia trigonométrica?

0 i 7)

vd33)
57)

H

W)

3. Del gréfico, calcule X, -x,.

QR

E
t.ﬂlm

E) N

i
&

;:’
Q(-’-’z; -0,5)

A(x;0,25)

PROBLEMAS PRropuEsTos

,_r

e B -3V5 -
4 :

P) 'Eﬁ g Y15
3

Determine el area de la region sombreada
. 3n
sie=—, -

4

ey

4n

3
3 VE]
vE  wf ol
J3
1 E) =
D]2 3
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6. Ordene en forma decreciente los valores de

sen210% senl00%; senl0°; sen340°.

A) senl0¢ sen210%; senl00°; sen340”
B) sen210°; sen100%; senl0?; sen340°
C) senl00% senl0%; sen340°; sen210®
D) sen340% sen210°; senl00°; senl0®
E) sen210°; sen340°; sen210"; senl(®

7. Determine la expresion que represente el

area de la region sombreada en términos
de 6.

cos#H send send
Ay —— O 5
) = B <= G
cosf
= > E) -send

8. En la circunferencia trigonométrica del gra-

fico, determine el area de la region som-
breada.

288

10.

A) -senb
sen® :
B) - :
: 4
_sen 7] ;
C) 1

sent .
B~ _
tan®:sen |
) — |
2 |
Determine la secuencia correcta de verdag 1

(V) o falsedad (F) respecto a las siguienes

proposiciones.
I. cos357° < cos2”

II. cosl00® < cos260°
Ill. cos271° > cos269°
IV. cos350° < senl70°

A) FVFV
D) VFVF

B) VW () FFW

E) VVFF

Determine el perimetro de la region som-
breada.

¥4
 JH
X“+y =1
L™ |
/| o

0

e

A) 2(y2 ¢ 1+ coso) ‘
B) 2(J24 I-cos0) ’
C) 2(¥2-1+ cos0) !
D) 4(V2 - 1-coso) |
E) 4(y2 14 send)




/

; ! =t Capitulo v: Ci c
g e v | ."- = T"’ S r fos, ¥ S ircurlfaren i i ' ” . 4
'%&*b:-#'\‘i 5 l-lr .['.l. & lu";_s ii.l..-..“l-éﬂ-. F R i trrganu EItnca

> . n e gk g s e R,
e ] J 4T 2 e g AL ]

{, Del grafico, 0B'=BC. Determine el sreade 13, Determine ef perimetro de la

ja region sumhreada drangulsr COMN. region cua-
Y“ ].-'n
B :
Wi
= | =\
. 0 X
8 ¢
) CT.

A) 2(tan6+41) B) tanf-2 Q) 2(tanB-1)

D) tanf+2 E) 2-tan@
A) -senf+cosB i .
B) -2senf ‘ 14. Del gréfico, determine el area de la regién
C) -2cos8 sormbreada,
D) -cosB
E) 1+cos@ £
CT.
2 En la circunferencia trigonométrica, deter- N
mine el drea de la regién sombreada. 1A
X
)

2tan6+06
W ()

tanB-0
E‘)(zm2 )uz

) (tan6-0) u*

tanﬁ+2]u
e o coe . tan6rl D) ( 2

2 2 2 ” [tanﬂ-ﬂ]uz
D
) 2tang E) —2tand ;
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15. Determine el maximo valor que toma m en
la siguiente igualdad.

-1
sen(@+10%) = 3m

5
A) =173 B) -1 C) 0
Dy 1 E) 2

16. Si 0 e IIC, calcule el intervalo de variacion
de la siguiente expresion.
3senf-2
4

o (3 (34 o (4

olh] el

17. Indique la secuencia correcta de verdad (V)
o falsedad (F) respecto a las siguientes pro-
posiciones.

u"'§+1
2

5
1. cosﬂ:%

l. cosp=

ll.cosfi = g

A) VVV
D) FVV

B) VFV C) FVF

E) FFF

1-3x

18. Sifie IVC y cosfi=

determine la variacion de x.

B) {--2; l>

3

3 |
D) [‘E‘ EJ E) |-

I\
A (—--
) 3,.!}.-

290

19. Determine para qué valores de g |y sigui 3

20.

21,

igualdad se verifica.

tanztmhs%—i

N .

D) [§;+m> E) [n;.gl

Si a € IIC, determine la variacitn de b que

verifica la igualdad

2b-1
IEI.‘I"I(Z:G'.-—-—II

ofie) ® e ol
o ()

Si los puntos

] {2. )
et B|=: b
A( 7 a] y 5
pertenecen a la circunferencia trigonome-

trica y estan ubicados en el IIC y IVC, ft'-:r
pectivamente, determine el valor de a-b

A) _?E
25

B) .‘3'\'{:;5
28

C) ~25728

28

~1V35
3

1)



it o2 P VSCELE Shal A RT M, Loy Cif‘cunferenc;ia tfigﬂncmétric;a

NIVEL INTERMEDIO 24, Del grafico

cifico, calcule el drea de la regién poli- S,: drea del
g sombreada.

sector circular QoOpP

gonal regular Sy

area de) seclor circular POA

calcule el valor de ?L
. S,

X
W2 2 23 , 443
— —u iy
A) 7\ B) 3 C) s
3‘6 ) \I'ri 2
D) Tu E:l ?Ll Ji ‘JE
A] 5 B) \'@‘—] CJ —4—
B. Enla circunferencia trigonométrica del gra-
V2 +4
fico, se cumple que D) VZ+1 E)
4
m+n=_l
Calcule la suma de las coordenadas del 25. Del grafico, calcule la ordenada del punto P,
punto P,
}r"n.
Yl
P
u ;
: X
" AlUn; n)
A) —senf-cosb)
! } .enl)—=cost)
A) - i 4 B) sen-cos
‘ B) ""; ©) 5 C) mﬁﬂ-:svnlil
D) .l. 13 D) -send+ cos™
3 ) e E) -senl-cost
’ 291
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la expresién que
)= (p+q): 28. Determine que represep, 1. |
26. Del grafico, calcule (m+n)-(p+q longitud (BC)-cosb. 1y

}’n Y C
C.T.

0 / B8

[ ;

A) (1-send)(1-cosb)

A) -2cosb B) (1+senB)(1-cosb)
B) -2senf C) (senf-1)(1-cosB)
C) 2senf D) senB-cosf

D) 2tanb E) (1+senf)(1+cosf)
E) 2cosB

29. En la circunferencia trigonométrica del gra-
fico, determine el area de la region som-

27. Si HE(%: g), determine la expresion que breada en términos de 6.
representa el area de la region sombreada. va
Vi . ; ]
X
2]
|
X
o / 1
A = —cr::s&)tanﬂ
2
B) ~(1-senB)-cot@
2
A) -0,5-cot26 0) (1-cos®)tano
B) 0,5:coth 2
C) -0,5-cot’n D) (1-sen)-coto
D) -0,5-tano 2
E) 0,5(tanb+coto) E) (1- cos®)cotd
2
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0

3,

Ddcn“me el drea de la region cuadrangular

sm.nb[eadﬂ.

Y II-
C.T.

m—

>

| (sena+tanc)

A]g «

8) %(mamsenu]
1
Q) ~E[lanu+25e.-nu}
1
D) E(Es&na—tanu]

1
E) -E(lanu.+25enu]

Six-senf=x+senB+1 y B:{—%;%}, deter-

mine la variacion de x.

Determine |4 variacion de la expresion

9sen’ 4+ 24seng+7 [ n ﬂ:]
““"-———————_9 el ===

B [ ol32

B) =1 1]

33.

34,

35.

Capitulo v Circunferencia trigonomeétrica

Si @ es up

arco que pertenece al
> al segund
Cuadrante, i

ademas, es positivo y
2m, delermine |a variacion de

2 n |
sent|lg-—= ey
[ ﬁ)+2'

menor g

V(2 w63 e
» [53) o (3]

Determine el méaximo valor que toma la ex-
presion

2:sen20+ 16 E[%—E; E]E]

1 V2 Y3
A) 1 B)'E- C)‘;j—

D) 1 E) 2

Determine el nimero de valores enteros
que puede asumir la expresion

1-cosH
24+ cosB’
A) 1 B) 2 0 3
D) 4 E)Y. 0

Calcule la suma del maximo y minimo valor
que toma la expresion

Miﬂe(—ﬁﬁ—n}

2 4" 4

7 Cl ) 3
A) 5 B) 5 <3

1 B -5
) 2 2
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Lumbreras Editores Sty .I ; I'LI o, : ‘ __ . . '__il.: :::._: u -._r i

“ .
39. Si BE<,.E;{]>, determine los valores Qe

37. Si IEEEG:%)’ determine el intervalo de va- 1
de asumir @ para que se :
riacion del cos(&+~g-} puede 4 q cumpla |, 1
igualdad tanf = i §
N <'5'“>”<'2"2) A Ed BRI 0@ |
A _ L
14 D) (=es; 1) E) ( " 1
B) <2' / 2 } ;
V3 40. Determine la variacion aproximada de |3 |
) (T: l) expresion ]
2
; 1Y .2 _E-3_?“] |
b (_l-g>u<_{§+ ;) ["anﬂ+§] "7 BE[ 2’180/ 1
) 2| 2 1 !
3 3?] (l 3]
L Sai == 0 [0
B O » 38 B (53 0w
37 3 .
38. Si —%{co:a%-::%. determine los valores D) (Ui E) E) [31 E] *
ﬂ-i
e QE{E‘ r:> S e e 41. Determine la variacién de la expresion |
la desigualdad. ]
2f2m. : L
| sen (3 lanﬂ), BE( 4.4>+ \'
in 1l 3
A) (ﬁ’ !2> ; 1
1 A [];E]
B) (E‘-: LE> .
g 12 3 |
B) ['U; —] !
o (18 “
il ) 10;1] ‘
1
D) <2?K= EE} o i
I D’) ']',:- F
2 :
E) <£Tm“> 3 :
: gy [1.
) 2.]_
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/’/’_—_ .
. |dentidades trigonométricas

_— - Capitulo VI

e vy Ly i
a 4 Ayt s 11 i
"L I.--'-,_ F R T W e

| Cono-cel'las ldent]tiaQes b&smas y reconocer Iaa furmas equwalentes de cada una.

i '. Reducir ymmpliﬂcar expresiones tngnnurnétncas mediante las identidades trigono-
méu'lcas. i e i :

et L W TR A S S S

8 Definicion 9 |Identidades trigonométricas

Una identidad trigonométrica es una igualdad ~ fundamentales
enlre expresiones trigonomeétricas que se verifica
para cualquier valor admisible de la variable an-
gular. [ )
tano=3€0 o
— cosf
"vhJ-::-r admisible es aquel vatm que toma la )
variable para que la expresién esté definida.

Expresion  Valor admisible coso
senfiycosd PeR send

lanf y seco IH‘ER—.{(EH#-]}%;HEZ} ) o

Cycsch 0e R-{nmne Z}
SR =/

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS POR COCIENTE

DEEF_FI'IMCIC)N

Ejemplos
s 9
’ Cos” X
Yemplos + cot’x= S 2
cOs
' 2 x? , sen” 10°
Sen’x + cos?x=1 . 1910%=—
@ cos” 10°
2os’x~1=cos2yx
' o X [sen® —=
SCX+cotx = cot X - send _ fan0
2 -J'-L_‘D::'.U
" sep|®
"(§+x]=casx
Y3 . m'_".—q{l cot® 5°
ENX~dseniy=geniy sen” 5"
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IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS RECIPROCAS

: :scﬁ:—]-w— — senfesch=1
{s seng

. secf= 1
cosb

— cosfsec=1

coL = EII;E — tanfcotf=1

Ejemplos
* s5en20%sc20%=]
1

7= csc @
sen- o

1
cos” 20°

1
Jsen 0

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS PITAGORICAS

+ sec®20°=

* ycsch=

senzﬁ+cnszﬁ=l
I+tan’0=sec?d

1+cot’8=csc’

Ejemplos

*  l-sen’0=cos’0

*  l-cos’6=sen’s

*  sec’10°=I=tan®10°

* ese’50°—1=cot?500

OBSERVACION - —
|
.I"J'JI ]
~ 45 ﬁuiia—laﬂﬂ_,.._
it m

sech+tanl =

P SR | -
| C:-LHH":_:'[I}——” “» csch-cotp=t1 |

| m |

|
i

296

Ejemplos

+ secB+tan®=2 & secB-tang-

—_

2

2
. csc&+cul9=§ & cscO-cotp=2
2

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS AUXILIARES

b
tanf+cotB=secOcsch
sec’0-+csclf=sec?0csc?o
sen’0+cos*0=1-2sen®0cos?o
sen®0+cos®0=1-3sen?0cos%)

(1 + send + cos0)? =2(1 £ sen6)(1 + cosh)

Propiedad

| ]
Si @ y b son constantes reales y B va-

riable real, tal que asen®+bcos=c ¥
a*+b%=c?, entonces se cumple que

b
senf=4< y cosf=—
o c

Efemnplos

Si 3sen0+4cos0=5 y 3%+4%=5"

3
— senﬂl:g . tt}sﬂ=%

9_1a2
Si bsenO-12cos0=13 y 524+(-12)*=13

- cospot2
) cosf= 13

—3 thl.lr—f?-




O i

| o

f mhlgmﬂ N° 1
mine para qué valor de K, la expresion

’ nsx+cusﬁg-+K[sen4x+ cos*y)

g ndep.gndienle de x.

ter
UNMSM 2004-11

p;snluﬂﬁn

os piden K.
| pato
' R=5enﬁx+ cosx+K(sen'x+ cosix)
poridentidades auxiliares

R=(1-3senxcos’x)+K(1-2sen’xcosx)

| Agrupamos :
i R=1+K+(-2K-3)se n%xcosx

Luego, la expresion no dependera de x, cuando
-2K-3=0
3

. K==3

Problema N.* 2
Sisenx+cosx=q, halle el valor de

E+sen3 X+cos® x

i Resolucion

e a -
Nos piden L = —2;-+5en3 x+cos® x

(senx+cosx)(l-senxcosx)

Dato; Senx+cosx=qa

El
®¥ando a cyad radom-a-m
2
(sen X+cosx)“=q*

562
SeN o5t X+ 25enx cos x=a’
|+259n.r cosx=q*

5 2
¥Nxcosy= 9 =}
.

UNMSM 2006-11

PROBLEMAS RESUELTOS

Reemplazamos

1
L= (_f;l
Rl Lol ]

Reducimos

o3
2

Problema N.° 3

Si secO+tanf=3, calcule cosl,

Resolucion

Nos piden cos8 = —L

sech
Datos

secB+ tam® =3

(+)
secf- tan® =

25ech=

secl=

cost=

Problema N.° 4

; 1 .
Sisenbcost = 7 calcule sen’0+cos’e.

Resolucion

sen‘*l‘H coso=1- 2sen Hcos 0

=1-2(senbcos0)?

1 s
=1-2(1]
4

" i
S'E_"nllﬁ‘l" CDSIﬂ="§
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PROBLEMAS PROPUESTOS

NIVEL BASICO
Si tan6=2, calcule el valor de sen+cost
cost

A) 1

B)

)3

D) 4

E) 5

Sea f(x)=tanxcol8+cosbsecx, calcule f(6).

A 1 'Bj-E
D) 4 L

C) 3
E) 5

Reduzca la siguiente expresion.
E=sen*15°+ sen?15°cos?159+ sen?75°

A) 0
D) 1/2

B) -1 C) 2

E) 1

Si secB+tanf=2, calcule cosb.

B) 3/5 Q) 2/5

E) 1/3

A) 4/5
D) 1

Si tanf+cot0=3, calcule el valor de
lan25+cnt2ﬁ.

B) 5 C) 7
D)9 E) 11
Simplifique la siguiente expresion.
sec? 0+ csc” O

(tan 6+ cot 6)°

A) 1
D) senB

B) cosO C) sech

E) tant

7. Sisenxtanx=1, calcule sen’x+cosy,

D) -1 E) -2
8. Sila siguiente igualdad -
sen®x-cos’X _ , B, -

‘ SE[]?' X +C052 X

es una identidad, calcule A+B+C.

B) 3 C) 5

E) 2

A) 1
D)7

9. FElimine 6 a partir de

senfcosb=a

sen‘d+cos’o=b

A) 2b%+a=I
B) 2a’+b=0
C) 2a’-b=0
D) 2a*+b=1
E) 2a*-b=1

10, Sisen'0+cos'B=a, calcule se n“ﬂ+cosr’ﬁ.

a+2 3a-1

A L Eﬂ"‘l
ir B )

D) 5{:214 E) 3a+l
11. Si 12senx+5cosx=13,

calcule Stanx.

A) 10 B) 12 o M

95 5
)] E E) 13




?.'-*r—

13

14,

15

18.

1

simplifique la siguiente expresion.

sectcsc?0-(tand+cot6)” 19,
A) 0 B) 1 C) 2
D) -1 _ E) -2
§i 40secB-9cscO=41secBcsch, determine el - 2¢

valor de senf.

40 8 9
45 B) 40 R
13 40
D) & ' E) &
Sisenf +cosb = é, calcule
2(1+senB)(1+cosh) 2,
A) : B) 3 C) 2
4 25 25
16 9
D) — =
) 9 E) 16
22.

: 3 3
. en“fB+cos” B
Sitand =2, calcule™ 3 s
sen’f—-cos”' 6

A) 1 : B) 3 C) 5

D)7 E) 2 23,

5. b = | -
E'”"Phﬁ;‘[ue la siguiente expresion.
=(sen x~cos?x)(sen’x+cos’x)+costx

A) la nsx

B) 1 C) cos®x
D) o

E) sen'x

1+ cos® 18.
enf
C) -1
E) 1/3

Capitulo VI; Identidades trigonométricas

Si tanb +cotp= sec60°, calcule

tanEEI+cutEB.

A) 1 B) 2 C) 4

D) 128 ; E) 256

Si c0l31+c012x+cmx= 1, determine el valor
de cot’x+tanx. '

A) 1 B) 3 C) 2

D) 4 E) 5

. Reduzca la siguiente expresién.

secx+tanx
Jf—— —lanx:xe IC
secx—tanx

A) senx B) cosx C) secx
D) -secx E) tanx

NIVEL INTERMEDIO

o

es independiente de x, calcule a..

Si f(x)=sen’x+cos'x+asen’xcos
A) 1 B) 2 4
D) 4 E) -1
Si secx+tanx=3, calcule 5senx.

A) 2 B) 1 ) o
D) 4 E) -2

$i escx+colx=4, determine el valor de

cscxcoty
4 27 oy 2.
A) 17 B) 555 ) 955
255 5 1_3_5_
D) 61 E) 64
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24. Encuentre una relacién entre a y b a partir de

25.

26.

P 8

28.

300

tanB+cotb=a

secO+csch=b

A) b%-a*=2b
B) a’+b®=1
C) a=b

D) a’=b*+2b
E) b’=a’+2a

SisenB-cosf= % calcule sen®0+cos®.

37 8 64
A) 2 B) 27 C) 57
23 37
i) 'E i
D) a2 - ) 64

Sisen'0+cos’o +senﬁﬂ+{:ﬂsﬁﬂ=a+detennine

sen’0cos20 en términos de a.

l b2
I
]
=
[
|
=]
3
S’

A)

+- tn

2+a

A

Si senx+cscx=>5, calcule senx-cscx.

A) V21
B) —ﬂ."'ﬂ

|
C)E
D) 5

E} "\n"lﬁ o0 \I'llﬁ

Si secy—tan®v=Asectx+C
s una identidad, calcule A+B-C.

D) 5
29, Si+/nsenf-cosf= Jn+ 1, calcule

A) n B) n+l Q)
D) 2n E)

30. Reduzca la siguiente expresion.
1 1 1

n-
2n-1

sec?p.

1

=+ + + L
1+sec’® l+csc?® 14cos’® l+sen’q
A) 1 B) 4 ) 3
b) 2 E) -1

31. Sise verifica que
3verst+2covl=5- Jﬁ,

calcule secB-csch.

Considere versf=1-cos0; covB=1-sens.

A) -3J13 B) -5—“? 0)
D) -2V13 E)

32. Dada la ecuacion sen’f + cos*p=
calcule sen®fi+cos®p.

3 3

A) 1 B) E C)
1

)] :l_ E)

i3

El

33. Sisec’x+csciy=4, determine el valor de

B
secyv+escly

A) 12 B) 14 C)
D) 18 E)

16
20



|
!
.*

e —————

C) -a

2
1 et
D) == E) a

I
%, Si sen? x +cos’ x=§+ sen® x +cos® x;

3
xe IVC, calcule (senx +cosx) _

S’E!.l'l3 X+ C053 X
1 4 . |
A) 3 B) . Q) 8
2 1
D3 ® 3

3. Simplifique la siguiente expresion.
[ cos0+tan@ ]2 -1
l+senf-sen’o

A) secd
D) tan%

B) cot’d

31. Simplifique la siguiente expresién.

-1 n+l
cos"(x) - cos™(x) ] tan"(x)

sen!(x) - sen™!(x)

A) secly
B) tan’y
C) cot’y
D) sen®y
E) cos’x

C) send
E) cos’0

38.

39,

11.

Capitulo v Identidades tngonomeétricas

Calcule el minimo valor de la expresion
sec Tx+2cot x-tan’y,

A) 1 B) 2 03
D) 4 E) 5
Si cnt2ﬂ=2cmz.r+ 1, calcule
[5eczﬂ+csczﬂ] 2
5 sen‘ x.

sec o
A) 3 B) 4 C) 1/2
D) 1/4 E) 2

Simplifique la siguiente expresién.
(sen® X+cos x—l}(lanx+mtxl

xe llC

V1+2sen xcos x + cos x
A) 3 B) -3cosx C) 3senx
D) -3cosx E) 3cosx

Reduzca la siguiente expresion.
sec? x +tan” x—1

tan?x
A) 2cscix  B) 2sen’x  C) 2tan’x
D) Ecaszx E) 2sec*x
. Sidsenfi=secBesch, calcule

CGSEE+CDSH+SEHEB.

15 13 5

e B) — C) —
A) 16 ) 16 16

17 £ L
D) 16 16

3N



Identidades trigonomeétricas
de arcos compuestos

Capitulo Vi

Ommw&s :
+  Reconocer expreslnnes trigonométricas para la suma o diferencia de arcos.

» Calcular el valor de razones trigonométricas de angulos no conm:ldos medlanle la-
uhhzacmn de las identidades. :

: afi de ob
@ |dentidades para la suma de dos DRt grafice, 5¢ FuEaS oknstvAr gue

arcos AB=MN+NH

Tenemos un cuadrante de centro O y radio 1, tal Entonces
que m<AON=0 y m<NOH=6.

[ sen(o+6)=senacosb+cosusend ] '

También se tiene el coseno y la tangente de la
suma de dos arcos

1: cos(a+0)=cosacosd-sencsensd ]

[ j
- i ‘ lan(u+ﬁ)=M
/A.«' CG.‘;’ILSU‘I[IE 1 I-tanc.tan®
A1) . d e,
0 B H
1
* Eneltriangulo rectangulo ONA “ ldentidades para la diferencia de j
AN=sena v ON=cosa dos arcos |
*  Eneltridngulo rectangulo NOH | sen(u—0)=sencacosd-cosasent
NH=(ON)sen0t — NH=cosasend '; cos(—-8)=cosccost+senusend '
*  Eneltriangulo rectangulo AMN l lstll[r;—ﬁ}z__ﬁ_llar:“_tanig
+tan o tan |
MN=(AN)cosh — MN=senqucosg et *
- ; Eje ;
En el triangulo rectangulo ABO Jemplo |
sen23%=canf530_ s
AB=(OAdsen(a+0) — AB=sen(q-+6) SR

e =Tt - ) 4 A0
02 sen23"=sen53%0s30° - cos53°sen30



# |gentidades auxiliares

amos las identidades auxiliares para reducir
r expresiones trigonomélricas com-

1
. plicadas.
| — - T T
sen(o+0)sen(x-B)=sen‘o=sene
cos(a+B)cos(a—B)=cos’a—sen’d
sen(o+8)

coso.cosf

fano+tanB =

gl sen(a—8)

fano—tant =
cosocosB

\ano+tanf-+tan(o+0)tanatand=tan(c-+6)

Eemplos
' sen(2'9“+x]sen(2ﬂ°-x)=sen22ﬂ°—se:12x

' cas{ﬁﬂ“+x)cns(ﬁﬂ“-x}=cnszﬁﬂ°-5en2x

sen(f +8°)
cosfcos8”®

sen(y-37°)
cosycos37°

' lanf+tan8°=

' lany-1an37°=

PRoPiEDAD 1

[ —

o
Siendo @ y b ndmeros reales, x variable
'EEL S¢cu mp]e

asenx + beosx = Va® + b sen(x+0)

donde

seng = "’_ ;
;uz + bz i
cosf=.... 9
. a + b
\.."""Iln-.._ ] e

.Fap-ituln Vil: Identidades trigonométricas de arcos compuestos

Ejemplo

dsenx+4cosx =v32+4% sen(x +0)

=  3senx+4cosx=5sen(x+53°)
donde

4
sen@== A cos@=>
0 5

. =53°

, (75 OBSERVACION
Sea E=asenx+bcosx; x € R,
_enlonces se cumple que
~a®+b? sE<|a? +b7
donde R r
Em= vat +b5_!. A EI“[&‘ =—a? + b

&

&

Ejemplos

*+  M=3seno+4coso
donde
M_ .. =5 My,in=-5

max.
«  N=bsenfi-12cosf)
donde
=13; Nypin.=-13

I
N Mdx.

ProPIEDAD 2
oo o N

Si A+B+C=180Y, se cumnple
tanA+tanB+tanC=tanA" tanB-tanC
colA-colB+cotB .cotC+cotA-colC=1

§i A+B+C=90°, se cumple
cotA+cotB+cot C=cotA-cotB:colC
tanA- tanB+tanB- tanC+tan.4+tanC=1

__.._._-._._-__—.n-—-"—'_'_"

——

—————

Ejernplos

tar tﬂﬂ”+tunEll“+|;mI 10°=
0= Cl)!II]'”+:'_'|:1I5["]"-+-1::JI

Ianﬂﬂ“%nuﬁh”dnnﬂﬂ”
L '_I‘rjll
rﬂtl[}“*t.ulﬁﬂ”-cul.ﬂ - -::, |
('nl"’,u'?"I‘(]T?f]“-t-rul?ﬁ”-1'{1[?1]“-+-{'u[.1‘n"'-f'ul.r.:n =
N iy
so4tanl0”- tanaa =1

- o
tan2h'- !:-nf’:ﬁ“a-nmlﬂ” ‘lan2

303



PROBLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 1
(ﬂ; -:-), halle m

en funcion de x para que se cumpla

Si x € y pertenecen al intervalo

sen(x-y) _ cos(x-Yy) B
senxseny cosxseny

UNMSM 2013-I

Resolucion
Haremos uso de las identidades

sen(x-y)=senx-cosy-seny:Cosx

cos(x-y)=cosx cosy+senx-cosy

En el dato

sen(x—y) cos(x-y)
senxseny cosxseny

= msec’ x.

SENXCOSY—Senycosx (cosxcus_ﬁ senxseny ]

senxseny cosxseny

=mse::2x

Senxcosy Senycosx (COSXCOsy  senxseny
senxseny Senxseny \cosxseny cosxseny

=HI'SECEI

coly=-cotx-coty-tan x=m5ec2x

—(tanx+cotx) =msec’x

~SeNXCsCX = msec? x
cscx

SeCX

Luego obtenemos
I

m=-|Ssenx |__Cosx
S 50N X
Cosx

304

Problema N.° 2

Determine el menor angulo agudo que verifie
a

tan3x+tan2x+tmﬁx-laan-tanzx_ﬁ:u
IﬂIF\rgm_u

Resolucion _
Por identidad auxiliar

tan3x + tan2x +tan5x-tan3x-tan2x = /3

Obtenemos

tan(3x +2x) = J3
tanox = \1@
— 5x=60°

x=12°

Problema N.° 3
Sean «, B v X los angulos interiores de un tridn-
gulo. Si 2tana=tanf+tani, halle (tanf-tand).

UNAC 20074

Resolucion
Por la propiedad 2

Si o+p+A=180°

— tano+tanf +tan A = tan o-tanf-tanh

—_——— =
W

lanw + 2tan = tan o tan - tank
3 tana = tana ‘lanf-tan

tanfl-tanA=3



Capitulo Vii:

 Th s e b SRS T B M e T = W (i

ema N4

'_,!Presién
3 2 ﬁ[mﬂ 13°-cos’ 47°)
F." =

hrat»entﬂ d

u
e UNMSM 2008-1

nlggll.lﬂlﬁn

Como
470+43°=90° — cos47°=sen43”

mmp]azando en la expresion que nos piden,

lenemos

k=243 (cos? 13°—sen? 43°)
4 K =2/3cos(13°+43°)cos(13°-43°)=

=23 cos 56° cos(-30°)

4 K=2J3c0s56°c0s30°= 23 cos 5{50[%)

.. K=3cos56°

Problemas N.° 5
Calcule K en

senl0°+cos10°=K - cos35°,
UNFV 2005

Resolugign
Sa el datg de |a forma

I"sen10941 - cos10°=K - cos35°

"orla propiedad 1

e

P sen(10°+9) = K - c0s35° 0

Ildantldadas trigonomeétricas de arcos comp
uestos

Donde
I

1
senf= A C
050 =
N 24

— B=Erad=q5u

En (1)
V2:5en(10°4450) = K -cos 35°
J2sen55° = K -cos 35°
V2 c0s35° = K- cos35°
K=\2

Problema N.° 6

En un triangulo ABC si
sendA=nsenBsenC
cosA=ncosBcosC

determine tanA.

Resolucion

De las condiciones
senA=nsenBsenC (1
cosA=ncosBcosC (1D

Restamos (1) A (D
cosA -senA=n|cosBcosC-senB- sen(]

cosA-senA=n-cos(B+C)
cosA-senA=n-(-cosA)
cosA+ncosA=send

cosA(1+n)=senA
sen A

l+n=
cosA

tanA=n+l

305



ProBLEMAS PROPUESTOS

NIVEL BASICO

1. Siseno—coso= "'—;-2-. calcule IE*sen(afj#S"].

L ia 1 v

A) 1l B) 2 C) 3
D) 4 E) 8

2. Simplifique la expresion

2.senf-+J/3-sen(8+30°)
cos(30°+8)

A) -1, B) 0 o)1
D) V3 E) 2

3. Calcule el valor de la expresion
2-cos80°+4-sen70°-senl0®.

A) V3
B) -1
€1
3
D) 3
E) 0
4. Simplifique

tan A+ tan B . tanA-tan B
tanlfA+B) tan(4A-B)

A) tanA

B) tanB

C) tanA+tanB
D) 1

B 2

1
2

5. Sitanlm-nl=~ vy

tan(n—-p)= 1

ey 1

calcule tan(m-p).

306

G —m = —, calcule cotf.

pC_AD _AB
3, 2. 1

B

-

B) 8 C) 4

Simplifique

cos?2x —sen® x

cos3x

A) senx
B) cosx
C) tan2x
D) cot3x
E) sen’2x

5 [E ) (E_ ]:K.

i sen 4+i€! sen| 2 0
calcule un valor que toma cosb.
A) VK B) - x--% 0) K-1

|
D) K+% E)"K*

B Ll




_§0°, calcule el valor de

gjxt)
)
{mn.ﬁtaﬂﬂ_
secysecxy
I V3
2 V3 B3 ol
3 g 28
D) 3 3
10, Calcule el valor de la expresion
sen50° sen25°
0s20°-cos30°  cos20°-cos45°
A Bl B Ba QB
J3+2 J3+3
3 =3 B 5
11, Calcule el valor de la expresion
tan23°+tan 22°+tan 23°-tan 22°
tan28°+tan17°+tan28°-tan17° "
i 1
A) 2 B) 1 Q3
D) V3 E) 2
12 Calcule el valor de x para que se cumpla la
igualdad
landx~tan2x-tan5x-tan3x -tan2x= J3.
A) 200 B) 30° C) 12°
D) 180 E) 10°
1
3 Reduzca 1 expresion
cos10°
N3 B) 1 C) V2
I
02 A T

14,

15.

16.

17.

18.

Capitulo ViI: i i
. ap i Vil Identldadestngnnnmétriaas de arcos compuestos

Calcule el valor de

ﬂsenSﬂ“-cosSﬂ“
sen25°- Cos% 259_._*

A) V2 B) V3 C) -2
D) -V3 E) 2
Calcule el méaximo valor de
3-senx+5-cos(53%+x).

A) 5 ‘B) V10 C) 22
D) 3 E) 10

Calcule la diferencia entre el maximo el y
minimo valor de la expresion
sen(0+377)-sen(53°-0).

C) 5
E) 242

A0
D) -2V2

B) 10

Si tan(x+y+z2)=0, reduzca
tanx +lany+lanz
tanx-lanz

A) coly
B) tan(x+z)
C) tany
D) tany-coty
E) cot(y+x)

Si x+y+2=90% calcule el valor de la expre-
sion
2 2 2

+ _"I‘ » " T -
cotx-coty coty-cotz CcOLX cotz

I E) 0
m 5

307
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19. Calcule el valor de landﬂ“-:man?ﬂ“ N
tan*70°
A) tan70°
B) cot40°
C) 2tan40°
D) tand40°

E) tand40°-tan70°

20. Sisen30-cosdf=send, calcule tand0-cot36.

A) 5 B4 _ O3
D) 2 E) 1

21. Si5senx+12cosx=13, calcule el valor de

SEH(I +£)
1)

J2 1742 1342
A B) %6 9 5

72 1742
D) S E) 235

22. Sisend+cos3d=x » send-cosd=y,
determine el equivalente para el senl.

xE4y?-2

A) 5

X2-y242

B) 2

)
X2yt 42

D)

L 2R
i E=tes

308
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23, Del grafico, calcule tang.

Yt
(-2:3)
™
3 2
A -1 B 1
o T
) - 11

24. Del gréfico, calcule cotx si

cota = 4 y cotb= l
m n

|

E) mn+l

25. Si tan{x —% ]: 3, calcule col(E# X]

3
I
A) 2 B) -2 Q) 3
D) -5 p) V6~



pif

_- Capitulo VIi:
NIVEL INTERMEDIO

pe las condiciones dadas,

SEﬂ{x . }') = U,E A COSY" 5Enx=ﬂ"5‘

calcule sen(x+Y).
| 2
N - B) 1 ) s
| 1
D) 3 E) 5
5i x,-x;=nrad, calcule
sen(x-X;) sen(x—xy)
COSX'COSX; COSX'COSXp
A) 0 B) 1 C) -2
D) -1 E) 2
S sen’ x + cos’ y=1 _ l
I-(sen® x+sen®y) 3’
calcule cot(x+y) - cot(x-y).
N3 B) -~ C) 3
3 3
2
D) - ek
) -3 E) =
Six+ys= «Erad, calcule
{+tanx)(1+tany)+1
u'l‘ lan 5?“}[] -.tanlzn} '
A L 2
2 B) 1 ) =
D) - 3
) -1 B 5

Id : :
e?tid-jzxdes trigonomeétricas de arcos compuestos

30. Simplifique

31.

32.

33.

34.

2
Cos0+sen’p-2senf- cosp- sen(B+p),

A)
B)
0
D)
E)

sen’(0-p)+1
sen®(0+f3)
cos*(0-p)
cos*(0+f)
cos*(8-P)+1

Calcule el valor de

tan 38°+tan 16°
cot 36° -

+tan38°-tan16°,

A) 1
D) -1

B) 2 C) 3

E) -2

Si sen(a®)+sen(b®)=m vy
sen(a®)-sen(b®)=n,

senla®+b")

calcule ..
cscla®-b°)

A) m’n?
D) m*-n*

B) m-n C) 1+mn

E) l-mn

Calcule la suma del maximo y minimo valor
que toma la expresion

92.sen(x +45°) + (7 - V2)cosx + 1.

A) 0
D) 4

Caleule el maximo valor que asume la ex-

; 9
presion gsen-x-24senxcosx+16cos™x.

C) 16
E) 49

A) 9 B) 24

D) 25
309
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35. Reduzca la expresion 37. Calcule el valor de la expresion

X tan (x —10°)+tan(10°-y) +tan(y- x)
Sen(—)+c05(z] {an{x_|ﬂﬂ}-[an(};_x].lan{lﬂnh;r+

5)

4 A) -l B) 0 C) 1

A [XET D) 1 | E al

) co - ; 9 2
X-T '

B) tﬂ"( a ] 38. Calcule el valor de

2 2
(cos2°—/3sen2°) +2(cos17°+sen] 7o),

4
T-X A) 1 B) 2 C) 3
D) ““l[ 3 ) D) 4 E) 5
X+
l i S il Ly
B an( 4 ] 39. En un tridngulo ABC, se cumple la siguiente
: relacion.
36. Si A+B+C=90° determine el equivalente 3.cotA=4cotB=T7cotC

de cotA+colB+cotC en términos de 0. Caleule tanC-tanB+tand.

|B A) 2 B) V6 C) V3
y ) D) 1 E) Vi2
C
: 40. Sise cumplen las condiciones
A+B+C=90° (1)
tanA+tanB +tanC =3 (1)
A) tan@ . ,
B) cot calcule sec’A+sec’B+sec’C,
C) tanf+1
D) coté+]
E) tanf+cotd g; _1 ;8 E; g
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:. Reduccion al primer cuadrante

T Capitulo vin

OBJETIVOS

Conocer la equivalencia de la razén trigonométrica de dngulos de la forma (90°K £ x)

en los términos de la razén trigonométrica del dngulo x (K € Z).

~ «  Reduciry simplificar expresiones trigonométricas mediante las identidades de reduc-
~ ¢ién al primer cuadrante.

I
@ para angulos positivos y menores a

na vuelta ;
v _ nece el angulo a reducir.
En este caso, el angulo a reducir se descompone
como la suma o diferencia de un angulo cua- iR RN e
drantal (90°: 180°; 270° o 360°) con un angulo -
que sea agudo, teniendo en cuenta lo siguiente. ~suRazon “Corrazen
~ trigonometrica - trigonometrica
(R.T.) (CoRT)
¥ ' e
Seno ;' coseno ;
gﬂn+a an i s I 5 mm ]
" 2No SEno
1800—o([ ' IR commil
| tangente | colangente
X | cotangente |  tangente
180° 0 secanle cosecante |
i }mc 270°+0. |y | |
=0 360°-o cosecante secante I
A Al e g A i
Luego aplicamos _
Ejemplos
Ty e li¢

1
= +sen30°= 2

R.T. (90°+ ) =(signo) CoRT(c) . senl20°= M
R.T. (180° + o) =(signo) R.T. ()
R.T. (270°+ 0) = (signo) CoRT(c: = L.

RT.3 5 : 2 an3159=1an(270°+45%) =7 cotd5°=-1
" 1860°-w)=(signo) R.T. (@) v o T T 8

.

| Donde el signo (+) que debe anteponerse al re-
: sultado dependera del cuadrante al cual perte-
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« tan(1440°+a)=tan(360°x4+u)=tan

N = i i . sec(20n+a)=seca
nc « csc(255n+a)=csc(254n+n+o)=
I lc
. O _g)== —_——
5;55[2?{1 o) 15&(:(1 T W

mc

*  cot(n+ a)=+coto .,La Para éngulns de la forma {- Dl)

: ‘sen(-a)=-sena. |  ecscl-o)=-
@' Para angulos mayores que una vuelta sen(-0) : (-0)=- csca
ms(—-u] =cosa . sec(—a]=sm
- S ' tan(-o)=-tana mt(n .-cm
R.T. (360°n+e)=R.T.(x); n e Z . ( {ﬂ : %)
R.T. @m+a)=R.T.(0);ne Z
Ejemplos
Aqui se observa que si a un &ngulo de una razén *  sen(-30%)=-sen30°=-_
trigonométrica se le elimina el nimero entero N
de vueltas que contiene, el valor de dicha razén *  cos(—45°)=cos45°= 5
no varia. liC
- » tan(u-1809)=tan|- (180°-u)]=-tan(180°-c)
Ejemnplos
=—(-tana)
»  sen750°=sen(360°x2+30°) =sen30°= -
=lanc
e
o
«  cosl560%=cos(360°%4+120%)=cosl20° [ In ] [ {31: ]]_ [31: _u]
¢ gsec|g—— |=sec|—-|{—-—-0 ||=5€eC| —
Iic 2 2 T\ 2
(180°-602)= {‘05{;[]" =-cscu
=C0s - =
S

*  col(24n-a)=cot(-u)=-cotu
«  cot(1080°+a)=cot(360°x3+au)=cotu *  cse(720°-a)=csc(360°%2-u)
«  sen(1800°+a)=sen(360°%5+c)=sena =cscl-0)=-csca
. cos(=1560%)= S saﬁﬂﬂxd-lrlﬂlﬂ
R S S s(=1560°)=cos1560 CUE_EJ.',E_,
_Ie =cos120°=cos(180°-60°)
=cos(n+a)= -cosu

=—cnsﬁ{}°=-§
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plema N.°

e 53[1330“ tan134°
_send <=

5isen® =" an226°

Jcule 1 medida del angulo agudo a.

én
pesoelO 1 (360°-30°)tan (180°— )

SN =" 1an(180°+46°)

. (-sen30?)(-tan46°)
gena= tan 46°

sena=sen30°

. a=30°

Problema N.° 2

Del gréfico, calcule cola.
o

Resolucitn
o

360°-¢¢

€Ot (360° - o) = 3
5

‘tﬂlcr.:.a.
9

: lr:{:'lfil.';-..r"}_»
5

PROBLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 3
Simplifique la siguiente expresion.

tan(180°+8)sen (270° +0)
cos(90°+8)csc(180°—g)

Resolucion

= tan(180°+0)sen(270°+8)
c0s(90°+6)csc(180°-9)

_ tan6(-cos8)
(—sen®)cscH

senf
M=ms { cos) -senf

=

]
(-sen@) ——
el senf

M=senb

Problema N.° 4

Simplifique la siguiente expresion.

sen[g +X ]cus{x— nhan(dr - x)

secim+ .r‘!lan[.t— 3—:: ]sen{x —1)

Resolucion

sen[-ﬁ + X ]cuts{.r ~mitan{dn - x)

1'1I= ,in
seclnm+x)tan 1—-2— seniy -m)

(cosx)=cosx)(=tanx)
(—secx)-cotx)(-senx)

M=

senx ]
COSX

e b }[_S.ﬂ*:-* ]1__..-,”1-}
cosy Seny

SONACOSX

cos X l—cos \l[

.‘uII -

II|I' =

M=-senxcosx
313



e J

_ ProBLEMAS PROPUESTOS |

T Y RO T P A Y e L e gl o T T, M
S e o Y 3 (e i it B Ll | ] L
AR e ¥ £l T -

NIVEL BASICO 6. Del grafico adjunto, calcule
4] o+
1. Calcule (sen150°+tan2259)s¢c300° J2sen [Eg— )+ tan (T ).
D) 34 E) 3/2 B) 0
2. Simplifique D) ﬁ
sen (180°+x) + cos(270°-x) E) v2-1 5.0
sen(90°+x)+2cos(180°-x)
A) tanx B) 1 C) 2tanx
D) 2senx E) 2cotx

7. Del gréfico, calcule tanf.
3. Sitan(180°+6)+x cot(270°-0)=

tan(360°-0)+tan(180°+0), determine el va-

lor de x.
A) O B) 1 C) 2
D) -1 E) -2 2 -
. ﬂ.ﬂ.‘i{]"'ﬂ
4, Sif(0)=senb+cosh, calcule D
(50°) ‘A) .LJ‘I_I_BL B) 1
9 3
A) -1 B) 1 o
D) -2 E) 2 D) —?
5. Del grafico, calcule 3tan®. 8.  Sisen(20n+0)=cot(57-0),
¥4 ; calcule cus"!ﬂ-cnsﬂ.
A) 0 B) -2
0 ' D) 1
X
9. Si tan(EEE - B]z 2y b e INC,
(-2;-3) calcule /5 (send + cos@).
A) -1 B) =2 C) -3 A) -1 ;
- B) -2
D) -4 E) -5

D) -5
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'Iﬂ DEI gr&ﬁ(‘,‘ﬂ. CEIEUJE ﬂﬂlﬂ. 15-
13
l 5
i
§

A) -5 B) -12/5 C) -13/5

D) -5/12 E) -5/13
16.

11. Sia+p+0=>5m, calcule el valor de

sen(+p) cos(p+0+m)
sen(n-0) cos(dm+a)

D) -2 E) 0

12 Se)=2D0tsend cajcmer(_g)

cosf-cot8
A) -1 B) 1 C) -2
D) -1/2 E) 2
18.
; 13. Simplifique la siguiente expresion.
f sen(-x)-cos(-x)-sec(n—x)
cscl=x): cut[g + xJ
A) tanx B) 1 C) -l
D) secxescx E) senxcosx
19.
14, cos(x ~y)= _;_ ~cos(y-x),
Calcule sen?(x— .
,L Ao B) 7/24 C) 35/36

0) 2477 E) 36/35

A) 1 B) 2 Q) -1 17.

Capitulo VIlI: Reduccitn al primer cuadrante

Del grafico, calcule tano.

}"ll.
A) -4/5
B) 5/2
C) -2/5
D) 2/5 i
E) -5/2 0 X
(-2;-5)

g 2%en(180%-x) _ 41205[36&“ 2

%) calcule sec?r,

A) 1 B) 2 C) 3
D) 4 E) 5
Resuelva

CDS(ZII.'-.JC‘]-I—SEH(%—I]#—IE <4

X

A) <1 1) B) (2,0} C) ;2
D) (-2;2) E) (-2;2-{0}

T £ .E i
Sea la ecuacion cuadritica x®-2x+3=0,
cuyas raices son tana y tanfs.

Calcule lan[% - )- cot(2r-P).

A) -2 B) 3/2 C) 2
D) 2/3 E) 1

Elimine 0 a partir de
sen(lEU"—[]}sen{E?ﬂ“—i—[!]-:a (1)
lﬂn[lB{}"H}}—fnl{ﬂfiﬂ“—i.’r}=-h (1)

A) 1+ab=0 B) ab=1 C) a=b=0

D) a+b=0 F) l-ab=0
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25, Reduzca la siguiente expresién,

20. Simplifique
sen [23% -X )

[secn-x)+tan(m+x) oo . i (v 1)
vcsc(gﬂc} cot[% + x] tan(-x) cos(-20m- x)
xe lC. A) -2 B) 0O C) 3
D) 2 E) 1
A) 1 B) cosx C) -secx
D) -cosx E) secx 26. Del grafico mostrado, calcule tanficotq,
NIVEL INTERMEDIO e
3
21. Calcule el minimo valor de . ] f
tan(180°+x)-4tan(270%+x); x € IC. 9
A) 1 B) 5 C) 2 ; o X
D) 3 E) 4 '
(-2;-5)
22. Determine el intervalo al cual pertenece
f(8)=3sen(360°-0)-4sen(90°+86).
A) -2 B) -15/4 C) -4
D) -8/15 E) -4/15

A) [-55) B) <551 ©) 55

D) [-4;-3] E) [-5;5] :
27. Indique para qué valor de n se cumple la

23. Sisen(5n-0)-cos(-0)=a"", calcule identidad
3n
tanz[lz’—‘—e]ﬂanz{?nme]. *a“‘““*ﬁ}"ﬂﬂl(E-T]M—
n
A) a*+1 B) a*-2 Q) a* =sec{—BJsen[—§+ﬁ}
D) ﬂ2—4 E) ﬂ2+2
A) 1 B) seco  C) -I
24, Si D) eséd £) 0
sen(n-0)+sen(2n-0)+
+sen(3::-ﬂ]+...+5un[3]n—ﬂ}=él 28. En un tridangulo ABC, simplifique
‘ C
calcule tan®(-511-0). (ﬂii”_-m]
] SQI]{AEE}I " tan(m 4 B:' SECW‘
s€n T csc +
2 I cut(-—+.ﬂ.+£‘]
A) = | r
) 3 B3 v 2
I i
"% E) 2 A) 1 B) 2 03
2 D) 4 E) 5
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|
49 «os(-8)+sen(-8)= 5

calcule sec(n-0)-csc(0-4m).

B) -5/8 C) -8/5

E) -8/3

N 18
D) -3/8

%, Del grifico mostrado, calcule senf+cos6.

Yy
(-3;4)
BN X
A 25 "B) 15 Q) 75
D) -1/5 E) -2/5

3. Si [an(—n+'ﬂ}=2—tan(5?“—ﬂ]. determine

elvalor de tan’ (207+8) —cot>(1254n—6).

A) =2 B) 0 C) 2
D) 1 - E) -1
senf+cosB+tanB

. Del grafico, calcule

seno—coso—tanc

}J"Jn.

A1 B) -1 C
.49 ) )

| ]

52
|
I+

Capitulo vi|I: Reduccion al Primer cuadrante

33. Si se cumple que D+a=2n, calcule la dife-

rencia entre el maximo y el minimo valor de
la expresion

M =cus[ﬂ+£)+sen[u +E]
4 4 )

A) 2
B) -2V2
C)o
D) 2V2
E) 4

34. Del grafico, calcule /5 sen® +13cos® Y.

};J

A(1;2)
0
i .
. X
B(2%-3)
A) 2 B) 4 Q7
D) 8 E) 10

35. Del grafico mostrado, OABC es un cuadrado.
Calcule cote - v5sen o si MB=MC.

}fl
C b ,
X
0
r'l'.' \\
\\
B*; F‘A \

C) -2/5
E) -5/2
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36. Calcule el valor de la siguiente expresion.
m_ % \een[ - ;35]
N = tan(E—MEn)cus(-—B )sen(ﬁ. 20 5

‘o o3 V3 J3
p— ity .C S
A B) - e
1 1
D) -3 E) 2
37. Si -
f(ﬂ}=sen2?H—sen239+sec2'?+sec2'T,
: T
calcule f[g]
. J5-1
A) 5-1 B) 1 Egi—
1
D) 0 E) 3
38. Determine
5cns(%~ﬂ]cut(2n~u}
a partir del grafico mostrado.
Yll.
o
X
B
(-4;-3)
ke E) -3/4

318

30, Sia+p+0= 3?1:' calcule

sena+sen(o+f)+cos(B+6)+cosh,

A) 2cosf
B) 0
C) -1
D) 2seno
E) 1

40. Calcule el producto del maximo y minimg

-+

+4sen(1351n+8).

valor de la expresion

L =4cos(200r +0) - cos (4{]23“

A) 5
D) -16

B) 25

41, Sitan(n+0)=3 y 8 e llIC, calcule sen2f.

2

3
A
}5

]Ei)g

2
B —=
. 3

42, Sisec(2n+a)+tan(-ca)=4,

1+sen(25m - o)
sen [3n + u] |
2

1 I
A_ =
)4 B) 2

calcule

C) -5
E) -25

3
&y =2
}5

3
o
) 4

0 -3

E) -4
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. |dentidades de arcos muiltiples
# (arco doble y arco triple)
- Capitulo IX

OBJETIVOS

» Conocery desarrollar expresiones trigonométricas que relacionan un arco simple
un arco doble y triple. : ple con

s _Slmpﬁ_ﬁcar expre siones donde intervienen arcos o angulos y sus miltiplos

@ |dentidades del arco doble Ejemplos

Para determinar la identidad que expresa cos12°=cos’6°-sen’6°

sen(26) usamos la identidad del seno de la »  cosl8°=2c0s°9°-1
suma de dos arcos: ’ cas4x=l—~25&n22x

sen(o+p)=senacosp+senfi- cosw
. Identidades de de i
Siu=P=6, se deduce sen26=2senl-coso. #dagraces

25en‘0=1-cos26

SENO DEL ARCO DOBLE
92c0s°0=1+c0520

[ sen29=253r_1{-]cnsﬂl

Ejemplos Ejemplos
™ . 2rc = =
' SEHZ[}”zgsenmncﬂﬂu.} 2-cos {ﬂﬂ} ]'i‘ffﬂbUUﬂJ
. 9.coniy=]-cos2¥
" sen53°=2sen 537 ms@f 2-sen“x=1-cos2x
- . 1+cos6°=2cos"3°

sendx=2sen2xcos2x

Coseno peL Arco DoBLE
D
€ forma analoga, se deduce

=
cos> 0 -*:%ien2 o
c0s20 ={2cos* -1

1-2sen® 0

. e

[ 3A
e ]-cos(3A)=2sen” [37]

TANGENTE DEL ARCO DOBLE

Para hallar la identidad que expresa tan20 en
anl, usamos la identidad de la tan-

términos de |
gente de la suma de dos arcos.
tan o +tanf

tan (ot + ) |- tanctanp

Cad
Lo
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Si a=p=0, tenemos

tan® +tan®

tan(8+0)= 1~ oane

Por lo tanto, se deduce

o tanh
o tant0)

/5 OBSERVACION

Una forma préctica de recordar las iden-
tidades del sen20 y cos20 en términos
de la tand es
2
1+tan‘e s
20
1 -tan’6
2tani l-tan®@
< l+tan®@ ! 1+tan®@
- S
Ejemplos
o P |
. senlﬁﬂ:L““gﬁ . ms43:1 tani 20
1+tan” 8° 1+1an® 26

IDENTIDADES AUXILIARES DEL ARCO DOBLE
Por identidades trigonométricas fundamentales
se sabe que

sen'0+cos’o=1-2se n%0cos20

.o .y Ve
sen’ 0+ cos' 0= I-E[M]
sen'9+costg=1- 2560720 | (1-cos4e)

Luego 1

sen' 6+ costg=2

I
+ =08 ¢
1 4LDSIH

320

En forma analoga, se tiene

a0 oo D o
rmnl 6+ cos H B+§§m43]

Ademés, se cumple
(m:ﬂﬂan%gesggg- ; cotd _milﬂ

Ejemplos
« sent15%+cos?15°= % +-:Icnsﬁ{}0

. sen® 4“+cusﬁ4°=—§+%cm]ﬁ“

8] Li]
« cot [ig— )+ tan (Eg— ]= 2cschH3®

«  2cot32°=cotl6°-tanl6®

© OBSERVACION

cscB+cotf= cui-g- : esc’ﬂ—cmﬂnm.i;

Ejemplos
*  cscdO+coldfi=cot20

* tanl5®=csc30°-cot30”

“ Identidades del arco triple

SENO DEL ARCO TRIPLE

{ -

sendf=sen(0+20)

_-__________.--"'-'

sendt=senbcos204+cosfsen
5“"3“:f‘-'i!“”fl-Esenz{]}+(‘n5ﬂ[25en[i::ﬂﬁﬂ}

- : 2
send0=senl-2sen’0+2sendcos™

sen30=senl-2sen’0+2sent(l -sen’t)




gjemplos
35en20°- dsen’20°=sen60°

53“150=35en5“f45en 350

COSENO DEL ARCO TRIPLE

| cos3p=dcos’o-coso

Ejemplos
. 4c0s°10°-3cos10°=cos30°

p ms45“=4c05315°—3{:us]5“

Identidades de degradacion

4sen39-3senﬂ—sen33
400536 —3msa+mssﬂ- .

ﬁﬁﬁﬁﬁ

Eemplos
v 4sen®8°=3sen8°-sen24°

' 4cos°20=3c0s20+c0os60

TANGENTE DEL ARCO TRIPLE
: an 3}
tan3o= 3t_ana _ta oL
1= 31311
Ejf'mﬂfns

* lango- 3tan3°—-tan® 3°
1-3tan? 3°

= tan 60
1-3tan? 200

Capitulo IX:

Identidades de arcos multiples (arco doble y arco triple)

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS AUXILIARES
DEL ARCO TRIPLE

| sen3o=seno(zeos20+1) |

Ejemplos

sen6’=sen2°(2cos4°+1)

senl8°=sen6°(2cos12°+1)

[,cbﬂ&=cosﬂ[2cus2ﬂ-1] ]

Ejemplos
*  cosl5”=c0s5°(2cos10°-1)

*  c0s9°=cos3°(2cos6°-1)

2c052B+I]
tan36 = la-.nﬂ(z 581

Ejemplos
2c0s20° +1
- 30°=t mo[__,_ ]
tan30°=tan 50052091
2cos40°+1 _lan Go®
2cos40°-1 tan20°

También se utilizan las siguientes identidades:

-

sen30=4senfsen(60°-0)sen(60°+0)
cnsBB=4cnsﬂcns{{iﬂ"—ﬂ}cns{ﬁﬂ“w}

tan3H=tanﬂtan[ﬁ{}“—B}tnn[ﬁﬂ"ﬂ’l}

L S—

Ejemplos
0 ﬂenz?”-:-laenﬂ“-sunﬁl"-scnﬁﬂ”
«  drcos20” L‘ﬂﬁd[}”~cnsﬂﬁ“=cusﬁﬂ“

i, hr‘n
tanl5"=tand"" tan55”-tan
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I P"'_]B.LEM“ RESUELTOS ..ol :

N.°2
Probiema N.° 1 EIvepe Ny
En el tridngulo BAC del gréfico, AC=b cmyy simplifique la expresion
o ]
BC-AB=Fk cm, donde b > K, halle tan [—2-] sen3@ cos30 !
: cosf senb
C 1
Resolucion :
Sea la expresion
” sen3ﬁ+CDSSB !
" cos® sen® J
0 o |
A B Operando
UNMSM 2012-1 sen30-senf+cos30-cosh
M=
cosf-senb
Resolucion
Recordamos la identidad
C cosAcos B+senAsenB=cos(A-B) 1
cos(30-0)
- M=—
senB-cosB
b
Sabemos que sen28=2senfcosb
1
s o yf = 2:€0s20 .‘
A B 2:senB-cosb
A = 2-cos26
De las identidades auxiliares del arco doble ' senll
a ]
tan (_f ]= csc(o) - cot(a) s M=2cot20
Reemplazamos Problema N.° 3
(w)_ BC AB i =
S Bam Bor ' 51[]*-’~U€E ytanEBzéenmnces
G () _BC-4B 13sen48+5cscdf es igual a
\2/  bem uNAC 20101
— tan rE |- &em
\2/ bem Resolucion |
tan o ]= A Sabemos de las identidades auxiliares d€ angulo
\ 2
b doble que sen2x = _;Z_Ia_n_x__
1+tan® x
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[l T T %

[onces: del dato tenemos

|
|

I.'.nl-—-

2:1an20 2{

sendo San
1+tan” 26 1+(

| —

L

13

13-send0+5- csc48=18

problema N.° 4

Halle el valor de

21
M:seci;—“+3cusz~—

i UNAC 2007-1i
Resolucion
Lievando todo a cosenos
1+8cos’ 2—“
[ 7
CBSEE
9
l+2(4-c053 2—“)
M= 9
C(}SEE
9

Por degradacién de identidades de arco triple

e .]:2[1:05-2—;*#3(:05—29—“]
CDS?—TE
9

Capitulo IX: Identidades

de arcos muiltiples (arco doble y arco triple)

= 2n
1+ 2[—-],;5.,.:05[_“)
M= - 9

2n
COs —

9

2n
. ( )}
s Equ 9

('5)

M=6

Problema N.” 5

tandx
tan x

. sendx
= m, determine .

senx

Si

Resolucion

Nos piden
E= sendx
Senx

=2cos2x+1

Dato
tan3x
=m
tan x

Usamos la identidad
2cos2x +1 ]

e Ianx[ZEDsEI—]

Obtenemaos
2cos2x +1 "
2cos2x -1

m+l
m-1

m — 2cos2x=

Lyego

m+
= 2x — +1
E =2cos2x +1 el
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PROBLEMAS PROPUESTOS .

ARCO DOBLE 6. Del ﬂl’éﬁCD dado, calcule cos29,
NIVEL BASICO
1. Si sen20°=a, calcule senl0°cos10° en tér- , ‘
minos de a. g
A) 4a B) a/2 C) a
D) a/d E) 2a o2 *
/2 o
2. Si sen.nr+-:{:s,.r=%1 determine el valor de
sen2x. A) 3/4 B) 2/5 C) -1/
D) 1/9 E) -2/3
A -2/9 - B)29  C) -89
D) 5/9 E) 179 7. Sila siguiente igualdad es una identidad

cos"x—sen"x=2cos°x—,
3. Si9x=m, calcule el valor de % %
! calecule cuiantos valores toman,ne 2.

COSXCOS2Xcosdx

A) 1/4 B) 1 C) 1/2 A) 4 B) 1 ? 2

D) 2/3 E) 1/8 D) 2 )

4. Del grafico, calcule csc20 en términos de a. 8. Sitan®x+4tanx-1=0, calcule tan2x.
A) 1/2 B) 1/4 C) 1/8
D) 2 E) 4
a
9. Del grafico, calcule tanZx.
A) 3/a B) a C) 2a
D) 1/2a E) la

9.  Simplifique la siguiente expresion.

cos’ 0 -sen’ @

Ccos 20
N9 B 1 0 -l A) 172 B) 2 ol
D) 2 E) -2 D) 1/4 E) 1/3
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1.

12,

13,

10.

geduzca la siguiente expresion,
tan x

o x)(i-tan? 2x)

A) dcotdx B) 1 C) tan2x
4x
l'a%_ E) tandx

Si f(0; o) =senzﬂ+cu52a, calcule f (% 18‘.]

A) V2+43

4-Y3+2
4

C) V3-+2

B)

Simplifique la siguiente expresién

VI-cos2x + 1+ cos2x

V2

sixe IC.

A) senx+cosx
B) senx

C) cosx

D) 1

E) senx-cosx

Sixe liC, simplifique la siguiente expresion.

VI-senZx +cosx

A] ECDSx
B) Senx+2cosx -
C) 2senx
D) cosx
E) seny

14,

Calcule el maximo valor de
f(B)=sendcos0+cos%y,

A) \E+l B) J2 -1 0 B
D) V2 41
2 E) 1
15. Determine el minimo valor de
1) (R
20820+ 1
A} 2 B) 1/3 C} 3
D) 1 E) 23
16. Elimine x a partir de
SenxXcosx=a 0
cos'x-senx=b an
A) a’-b*=1 B) dd’+b’=1 C) a*+b’=I
D] ‘152—{??:] E‘J 2ﬂ2+b'.’.:]
. 1=cos20
17. Si———=2,
1+ cos26
determine el valor de cos®0.
A) 1/3 B) 2/3 C) 3
D) 1 E) 2
. 2¢sc20-tand [n)
= , calcule f| =
1S 2cot 20+ tan® 7
A) V3 B) 2 C) tm.lT‘.
It
) col—=
D)1 E) co -
19. Simplifique la siguiente expresion.
ﬂ;‘.uﬁ?..k‘“ _2sen” x cos” x)+sen® x
A) sen'x B) sen’x ) lau'“_'.m
D) cos°x E) sena
325



NIVEL INTERMEDIO

20. Reduzca la siguiente expresion.
c5¢20%+csc40%+ csc80°+tanl0°

21,

22,

24,

25. Sisen®v+ cos’x+se n'x+co shy= A+Bcosdy

326

A) secl0®

B) cotl0®

D) cosl0®

C) tanl0®
E) senl0®

SiVesch—cot ++JescB+cold =a,

calcule tan (E—E} ]+ cot [—)

A) 2-g°
D) a*-2

Si tan®6-6tand+1 =0, calcule sen26.

A) 1l

D) 1/2

Sicos28= -} determine el valor de tan?0.

A) 3
D) 2

B
2

B) a’-1

B) 2

B) 3/5

C) a*+2
E) a*

C 3

E) 1/3

C) 25
E) 1

Simplifique la siguiente expresion.
tan®-tan’ 0

]
(1+tan?6)

A) 2sen?0

D)

4

B) 4sendo

sen4de

C) 4cos20

E

es una identidad, calcule A+B.

)

C)

E

)

cos46

[F L

4

27.

29.

30.

Calcule el méaximo valor de
f(6)=cos26(3+cos46)+4sen’y,

ﬂ} 4q B:l 2 {:]. 3
D) 1 E) 5
Del grafico, calcule sen26.

2

B )
b 5 -
A) 4/5 B) 3/2 C) 10/7
D) 9/5 E) 7/4

Del grafico mostrado, calcule 49cos28,

A) 51
B) 47
C) 41
D) 23
E) 39

Simplifique la siguiente expresion.

tan[45“~§.]+ tan @

A) csch B) senf C) cosb
D) seco E) tanb

Elimine x a partir de

SENX +cosx =+1+2a (I]
tany + cotx=b (1
A) a’b=1  B) 2=ab C) a=b

=]

E] gz-i'bf"

D) 1=ab



wi ;2'-

n__._,‘_ﬂ....,,,_.,..- _.,.._{'w. "0-.-1 AF

cot2x.

MK B) -:; 0 -3

D) % E) _%
3. Calcule el minimo valor de

f(6)=cos20+sen®.

A) -2 B) 1 C) 0

D) % E) %

1. Calcule el valor de la siguiente expresi6n.

J1-senl0° +sen5°

J1+cos10°
N 2 B) 1’2_3 01
D) 242 E) %

M. Simplifique la siguiente expresion.

csc26—cot 20 2
—_—  —sec“0
csc20 4+ cot 28

Ao B) 2 C) -2

D) 1 E) -1
5. Dela siguiente identidad

colf—

ﬂ;—@:A{catBBHanﬂﬁ]

cos" 20

Calcule A+B.

A5 B) 2 C) 4

D)1 E) 3

S mt’x-—tanar= 8cot®2x~1, determine el valor

: Gapltuln m Idenhdades de arcos muiltiples (areo doble y arco triple)

36. Reduzcala siguiente expresion,

. 3.

38.

39.

40.

1-cos26 _l+cos2
tan@ cot®

A) -1 B) | C) tano
D) 0 E) senf

Si se liene la siguiente identidad

1+sen20+cos26 _ A
l+sen20  1+Btan6'

calcule AZ,

A) 1/2 B) 2 1

D) 1/4 E) 4

Reduzca la siguiente expresion.

||l+sen5{]“
J\'@'Q‘J:— -—2-—

A) V2sen50°
B) Y8 cos40°
C) J2 cos40°
D) ¥8cos20°
E) ¥8cosl0”

sen®x+cos’x _ |
- TR T
sen’ x+cos" X

determine el valor de dsecdy.

A) =1l B) -9 C) -7

D) -4 E) -2

§i tandxtanxy=d, calcule tan2 xcolx.

A) a+l B) a-2 C) 2a+l
E) a

n) a+2



Lumbreras Editores
ARCO TRIPLE
NIVEL BASICO
41. Simplifique la siguiente expresion.

4sen” 8-3sen®
sen66

A) -‘-;--cscﬂﬂ B) —%*tan.’iﬂ C) —%-secﬂﬂ

1 1
D) =8 — ]
) 3 ec3h E) 5 csc3
42. Determine el méaximo valor de -
senx(4cos’x—1)+cosx(l1-dsen®x).

B) V2 C) V3

E) 45

A) 1
D) 2

43. Reduzca la expresion

3senf-4sen” 8 +sen30

2c05&+4sen2[%]-l

A) senB
B) sen28
C) 4sen3®
D) 2sen3B
E) 0

44, Calcule senl119-cos]59°,

234 17 17
125 B) 135 0 5=

234
£ B o
‘ 112

A)
D)

45. Calcule el valor aproximado de tan(79°30"),

—

1 I
A) = B) = o N

11
'3 B o

P
328

46. Si4senx-5cosx=0,
calcule el valor de cot3x.

23 236
A) BT B) 5
111
D) 17
]

47. Si cosﬂ=—3—;ﬁe IIC,

calcule el valor que toma sen36.

23 12 V2
A) '2—? B) ﬁ 0 ﬁ

V2 232
D) 5 B) 7

48. Sitany=2;y e IIIC,
calcule el valor de cﬂsy(]—tlsen?y}.

V2 1145 V3
A=y RATF BT
J6 115
% B 2

49. Calcule el valor de tan30 en la siguiente
igualdad.

3tanf-2=tan’0-6tan6

A) -1
D) 2

C) -3
E) 1

B) -2

90. Calcule sen[3(x+120)]

.l. l
st se cumple que sen(x +60°) =<

:.
7l 71 11
A i3 B -5 O
13 13
) = —
ST E) 125

T
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Capitulo IX:

11V2
BN i
) 51
1
5 92
27
Determine la variacion de
4sen3i]-:125enﬂ+15.
A) [0; 30) B) [-2;35) C) [-1;31]
D) [-4;32] E) [-2;51)
360 =x?- 1, determine x.
sen2b
A) 2cos26 B) 2senf C) 2sen20
D) 2tanB E) 2cosB

Si cos(60°-x) = -%, calcule sec3x.

D -2 _ B -
Calcule

%l;:: Ef?*]: ]-[sen 149+ cos14°) ™.
Al B) 2 ) 3

D) 4 E) 5

Reduzes la expresion

- senzﬂ
eN20(cos30+ 2cos0)’

5?!

58.

59.

60.

Identidades de arcos Multiples (arco doble y arcq tr le)
ple

A) 1

B) sec3p
C) 0,5:cse30
D) 2-csc30
E) 05:sec30

Determine los valores que toma la expresion

sendx " cos3x
senx  cosx

A) [-4; 4]-{0}
B) (-4; 4)-{0}
C) [-4; 4]
D) (-4;4)
E) -4;3)

Simplifique
sen30-cot-2cosk.

C) sen3d
E) csc30

A) cos3b B) cos66

D) sec36

Reduzca la expresion
2cosbx -sen3x+send..

A) senllx
B) senix
C) . senbx
D) senldx
E) sendx

Sicosx = -l. caleule el valor que orma
Sicos: 3
.

lan3x-cotx

]..rl
3
il
-
I‘...

B) +=

e

3

83| &
-
E

:
[
A==



Lumbreras Editores

NIVEL INTERMEDIO

61. Calcule el valor de ms42‘-"+4c053?4“.

C) 21/25
E) 21/24

A) 725 B) 20/23

D) 724

62. Calcule el valor de
sendx-cscx+secx-sec3m-cosdy.

A) 0 B) I C) -l
D) 2 E) -2
63. Simplifique la expresion
2:sen” 0+ sen30
2+cos20
A) senf B) sen2@ C) cosB
D) sen36 E) cos36

64. Si2senx-cos’x=a-s endx+bsenx,

calcule b-a.

A) -1 B) 0 C) 1
D) 1/2 E) -1/2

65. Del gréfico, calcule cos26 - %

a
b
H
10 €
f :

A- e 'a+f_ G
N
D) Hﬂzb E) c
a+ b

330

67.

68.

69.

70.

Fg ¢

i X =3, calcule secx‘

cot3x sec3x
A) 1 B) V2 Q) i
D) 1/3 E) 3
Reduzca la expresién

%-(tan 3x~(1-3tan2x]+ lanax).

A) cscx B) cotx C) tanx

D) senx E) secx
Elimine la variable 0 de las siguientes expre.
siones.

sendf=a-senb _ (I)
cos30=5b-cosb (11

A) 2a+3b=7 B) a+b’*=6 C) a*+b’=5
D) a-b=2 E) a+b=10

Calcule cos20°-cos40?-senl0°,

A) 1/4 B) 1/8 Q) 12
D) 1 E) 1/16
Reduzca
sec2®-sechb2? secl22°,
A) tan2g8¢ B) 1 C) —tand?’
D) -2-secg® E) -4-secd®
Calcule el valor de
sensl?sen70v-cos 80°
tan 20°-tan 80°-tan 40°
3 J /3
i 4t C) 1o
A) 53 B35 ) 10
by Y3 E) |




_ .cap[tulo IX: Identidades de arcos myi;

Ples (arcq doble y arco triple)

oduzca la expresion 76. Delaj
Henl 0°-cos 20°-sen 50°-cos 80° .
== sen%" : (tﬂsg+3cnsg)z [l~cusa '
g o
! 4 +‘—_2—~—~=m+nms[g?.]_
sen20” caleul ’
: ule m+n,
cos5°
B3 A) 58
) ‘ B) -5/8 C) 38
p send D) -3/8 E) 4
4
cos10° i
) 4 77. Si SEHI—\'JEEGSI:%, calcule sen3x,
sen20°-cos5°
r A) -5/8 B) -3/8 C) -11/16
. D) -47/64 E) 91

1. Calcule el valor de .
[2-tan8[l°+lan 20° ] tan 40°. 78. Calcule

i (1-cos156°)(1-cos84°)(1-cos36°) - csc®54°.
3 J3
5 3 o ] £ o A) 14 B) 1/2 C) 5/3
D) 23 E) 3 D) 2 E) 1/3
14 SIITIpliﬁque 79. Calcule
4 0 cos30(3cosh +cos36)+sen36(3send - sen38)
4cos18?-3sec]§e E
lan]8° cos” 20
A) 5 B) 4 Q) 3 A) 1 B) 2 E j
D) 2 E) 1 D) 4
B, Determine el valor de 80. .[:Etem:.nf el equivalente de
SEHMD'EEn?ﬁD ._.CUSEB 'f'l :
2sen5804) 2cos+
— -0sh C) cosO+l
A) 1/ A) 2cosb B) cos 1
B 8 . E) 2cosd-1
wig B 3 dm 2
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i Transformaciones trigonomeétricas
Capitulo X

OBJETIVOS
* Identificar las equivalencias que transforman sumas o diferencias de senos o cosenos
a producto para simplificar expresiones complicadas.

* Identificar las equivalencias que nos permiten transformar el producto de senos o
cosenos a una suma o diferencias de los mismos.

De sumao diferencia a PFDdI.ICtD . casﬁﬂ—cas?ﬂ:—Zsen[ﬁE;m ]sen(ﬁﬁfa] l
A+B A-B ==Zsendbsen?d
senA+senB=2sen COS
r 2 2 . e 1
o cosT04send0%=cosT0%+ cos507=2cos60%c0s(®
A+B A-B
senfi-senﬂzzms[ )se 1( ]
7 ) g = !
: A B iy . l+25enlﬂ"=2[%+senm°)= 2(sen30°+senl0”)
cosA+cosB=2cos COS
2 =2(2sen20°cosll?)
A+B A-B = 4sen20™cosl0®
cosA-cosB=-2sen sen
2 2
ProriEDAD
Ejemplos SiA+B+C=180° se cumple
B0 g L] 4]
. 55::15U"+5!:|12U"=21-iu|1['m 2y ]-:.05[5“ 20 ] A B 6
2 2 senA+senB +senC :4cﬂs--i:05-'555‘§
=25en35%cos ] 5¢ 2 2 i
30+ 0 3 COSA+cosB+cosC=4s iSEHEEE"EH
e Sen30-send= L’rm['- — ]'--nrn['—”—~_-E ] iy o 2 2 2
2 .
= 2cos20se
coscosent sen2A+'sen?B+sen2C=4senAsenBsenC
RN 40"+ 10" 402~ 1g°
« cosd0®+cos510%=2cos| ——— leos| 2= i -
e WK “[_ 9 ]“ -‘*[ 5 ] €082A+c0s2B-+cos2C=-4cosAcosBeosC-!
':..I'l:'rl.\'-'_;}.:r"q'rr:.lﬂ" l e
= 3
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Ca - i
pPitulo X: Transfonﬂacnon es trigonométricas

gemplos
send

0°+sen60°+sen70°=4c0525°0s30°cos350
ms;gu%msﬁlﬁ%cuslﬂ“=4senﬁ5°sen20°sen5n+1

sen260°+ sen70°+sen30°=4senl30%en35%en]5°

cos100°+ cos140°+c0s120°=-4c0s50° cos70°cos60°—]

L}

@ pe producto a suma o diferencia

25&ndm$B=sen{A+ﬂ]+sm{A—B}
2cosAcos B=cos(A+B)+cos(A-B)
2senAsenB=cos(A-B)-cos(A+B)

Ejemplos
v 2sen32%cos10°=sen(32°+10°)+sen(32° - 10") =send2°+sen22*

v 2sen0cos30=sen(0+30)+sen(0-30)=send0-sen2i
v 9c055%c0os2°=cos(5°+29)+cos(5”-2")=cosT"+cos3”
v 25enl0°%en82=cos(10°-8%) -cos(10°4+8”)=cos2"-cos18”

2sen70sen30  cos 46 -cosllie

v sen70sendd =

2 2
Y gt 2[-‘? ]'505 10°= 2¢0s30” cos10°= cos 40" +cos 20"

v Vo=4 [—2@' ](£ ]= 4cos30° cos 459 = 2(2c0s 307 45° )

=2(cos75"+cos15%)

Aplicacion
Demuestre sen30=3sent—4sen3o.

Hr;sm‘urﬁjn

r ; -MNcosh-sent)
25'..'"2{][.‘“5{]=HE_‘H3[]'+5[1"” o 5{‘113”:Etﬁﬁﬂnl]fﬁ:h{”{.ﬂh’

'it‘nl".lljr-~1.~;L‘nﬂ'cur[]-5cnii

s 3 3

sen3i=4sent(] _gen-#)-send

Sen30=35en0-4sen3o
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PROBLEMAS RESUELTOS

Problema N.° 1

Si ®=33°20"' y B=56°40", halle el valor de la si-
guiente expresion

2 2
M= (CDS% +EOSE] +(SEHE—SETIE]

2 2 2
UNMSM 2009-11
Resolucion
2
M= (2::05 [azﬁ}cus [u;—ﬂ]) +
2
+{2c05 {HIB} sen {u;ﬁ})
M= 4cn52m—+ﬁ1msz (a-B) 5
4 4
+4cos? {UIB] sen? (a;[}]
M =4cos® (cc+B) [ct.‘nvs.2 [u;ﬁ] +sen® [-:1;[3] ]
. : )
S s |
M =2(2c052@]:2[1+c0&—{u;m]

Como a=33°20' y B=56°40' — o+p=90°

M = 2(1+ cos45°) =2[1+%)=2+J§

Problema N.° 2

Sil0cos2u—13cos3u+ 25{::15-; sunf—; =0

)3 5
o# (2K + ‘IJEH? € £), calcule secu+sec3,

UNMSH 2009-11
334

Resolucion
Dato

l_ﬂcas?u—13c053a+25en-5—2253n%=ﬂ

Empleamos transformaciones trigonométricas
10cos2a-13cos3a+cos2a-cos3u=0

Entonces
cos2c 14 0

cos3o 11

Nos piden

|
P=seco+sec3a= +
cosce  cos3o

_ Cos Jo+cosa
cosoLcos 3o

Transformando el numerador a producto

—— 3
p 2cos2acosa_, cos2o =2(E] de (1)

COS50LCOS 30 cos3o 11

28

p===
11

Problema N.° 3
Simplifique la siguiente expresion.

cos(x-120°)+cos x+cos(x+120°)
Resolucion
Sea

E=cos(x-120%)+cos x+cos(x+120°)

Agrupamos de manera conveniente

E=[cos(x+120°)+cos(x-120°)]+cosXx
Transformamos a producto

E=2cosxcosl20°4cosx

E chsx[ - -% )+ COsX

E=0)



sroplema N 4
s mp;inquela expresion

sendx +sen3x +2cos x

Hﬁu[uﬁlﬁll
(sen5x +sen3x)+2cos x
" 2sen®(2x+45°)

=

fransformamos a producto

2sendxcosx+2cosx
1-cos(4x +90°)

Usamos la identidad
25en26=l-c0529

Oblenemaos
2cosx(sendx+1) 2cosx(sendx+1)
M= =
1-(-sen4x) 1+sendx
Simplificamos
M=2cosx
Problema N°. 5

Sisen36+4send =a, calcule sen0-sen36
entérminos de a.

Resolucion
Dato

sen3b+senB=q, por transformacion
Esﬁnzﬂmsﬂ =0

- 2sen?(2x +45°)

Capitulo x-
* Transformaciones trigonométric
i el i N EE

Por angulo dobe

2(2senﬂcnsﬂ}cnsﬂ=a
4senfcosg=2

Por identidades pitagéricas
4(sen0)(1 ;senzﬂ] =g

Luego
4(53116-— senaﬁj =q

2 senﬂ-sen:*a:%

Problema N°. 6
Calcule el maximo valor de
fixy=2cos(x+30°)cos(x-30°).

Resolucion
Dato

) =2cos(x+30?)cos(x-30°)

Por transformaciones trigonométricas

f vy = cos2x +cos60” = cos2x +%

Como xv-1 £ coslx

h&

= X+

n

208

<
<3
i =9

|'~u.|'ll-—-L
l‘\.rl—*

l

=

.r.]'

2 fﬁlﬂ.\

.L..lE}



 PROBLEMAS PROPUESTOS

NIVEL BASICO

1. Si sen20°+sen8°=2acos6?, calcule senld4®
en términos de a.

A) l-a B) a. C) 2a
D) a+2 "E) a-1

2.  Reduzca la siguiente expresion.
sen6i +sen 26
cos60+ cos20

A) secdd B) cot26 C) cotdd
D) tand6 E) tan20

3. Simplifique la siguiente expresion.
cosB-cosob

5 +cos3Bcos28
A) sen2ﬁ1 B) tan@ C) cos
D) secB E) senf

4, Elimine 8 a partir de

sendf+senf=2a (n

sendf—senB

=2b Il
cos 20 an

A) 2a=2b+b
B) a’=2b+1
C) 2a=b+2a*
D) a*+b’=a
E) 2b=a+2b"

5. Del grafico mostrado, calcule 0,

send)”+sen20°

-IH'

-
sen70?-sensQv

336

10,

A) 65° B) 60
D) 50°

De la siguiente identidad
(cos30+cosB)(sen50-sen30)=Asen(Bg),
calcule A+B.

A5 - B) 7 O n
D) 15/2 E) 1772

Simplifique la siguiente expresion.

sen®+sen30+sen5h
cos 0+ cos30+cosHo

A) tan30 B) cot30 C) tans8
D) cot50 E) tandb

Si 70=n, calcule el valor de

senbd +sendd
sen3b+send
A) -2 B) 1 3
D) 2 E) -l

Calcule el valor de a en la siguiente igualdad.
c0s80°+2cos40°=acosl0?

A) 2 B) V3 ) 1
D) 2J3 E) —?

Si fi,y=(cos3x+cosx)cosdy, calcule £(20°).

A) 0,225 B) 0.25 C) 325
D) 0,15 E) 1,25



: J3+2cos10°=qa, calcule el
1. Si

sen70°sen100° en términos de g,
A a B) 3a C) 2a
D) a/2 E) a/4

12, Seala ecuacion cuadrética

m.z +bx+c=0, cuyas raices son cosby cosc,

calcule cos(8+0a)+cos(0-a),

A) 2c/a B) a/c Q) c/a
D) ac E) 2a/c

13. Al resolver la siguiente ecuacién

(cosB0°+cos40°)(send0+sen20) _ (o 7o) xsenzoe

indique el valor de 2x.

A) senl0®  B) secl0® ) escl0°
D) tanl0Q® E) cotl0®
14. Sicos2+cos8=(cos2- cos8)a,
calculeﬂﬂ.
» a-1
A) tan2 B) sen2 C) cos2
cos8 cos?2
D] cos2 E] cos8

5. En un triangulo ABC, se cumple

CosA+cosB=senC.

Calcule la medida del angulo A.

A) 300
D) 1200

C} gﬂﬂ
E) ][}51:

B) 60°

18
+ Caleyle el valor de

*eNx+5en(120°+4x) - sen(120°-x).

valor de

Capitylg X:
- Transfc:mwaciones tn‘guncmémca
. S

17.

18.

19.

20.

A) o
B) |
D 3 D o
Del 8rafico, Calcule x ep términos de a
A) Basen2go 2
B) acos2pe 241

C) av3cos2ge “
D) 2V3acos20° A5q0
E) 2acos200 ——— —y ——=

En un triangulo ABC, simplifique

JsenA+5ﬁnB+senC
A B C
COS — COS — CO§—
5 Cos 5 €0s .
A) 1 B) 2 C) -2
D) -1 E) 112

En un tridngulo ABC, se cumple
sen2A+sen2B+sen2C=2sendsenB.

Calcule tancC.
: |
A) % B) 3 03
D) ﬁ E) ]
3
NIVEL INTERMEDIO

{En qué lipo de triangulo ABC se cumple

o ¥ II"_ B o E.'?
cosA+cosB+cosC=1+ J».EsenEsLn 1

A) equilitero
B) acutangulo
C) obtusangulo
D) escaleno
E) rectangulo
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a8y

21.

22,

23.

24,

25.

* Lumbreras Editores

Si 2sen20°cos10°=a, calcule

(sen5°+cos5°)° en términos de a.

a+l

a+l
B} sia
) 2

A) T C) H+-;-

D) a E) 2a

Calcule el valor de la siguiente expresion.
senl0°cos20°+cos70°cos10°

A) 4 B) 1/4 Q)1
D) 2 E) 1/2
$i£(0) =200 _o os20. calcule r{E}
send 7
A) 112 B) -1 0 1
D) 0 E) 2

¢

Simplifique la siguiente expresion.

sen3fcosB+sen2Bcosdd
sen58

A) cosH B) sen® C) cos50
D) sensf E) 2cosb
Reduzca la expresion
senb®cos2°+sen4”cos8”

2cos®1°-1 '
A) senh® B) senl0® C) sen2°
D) cosl(® E) cos5?
Simplifique la siguiente expresion,

26.

338

sen(x+45%sen(x-45°)+sen(90° -Xx)

A) -2 B) -1 C) 2

29,

. Sif(e)= (2 sen 2&+%cscﬂ)tan 8,

calcule 7(20°).
A) % B) 1 C) V3
D) -1 E) 2

. Reduzca la siguiente expresion.

senlbxsenl3x
senl9xsen9x +senbxsendx

A) sen2x B) -1 C) cosx

D) 1 E) 2

Reduzca la expresion
2cos6°cos4°—cos10°
2sen5°cos1®-sen6®

A) % csc2°  B) csc2° C) 2csc2°

D) %sen 2 E) 2sen2®

En el grafico mostrado, sen50°=0,766 y
AD=4. Calcule AB.

D
&
40°
o
80°
A B ,
|
A) 2,532 B) 1,532 C) 3,532
D) 2,232 E) 2,732 '




3.

calcule el valor de la siguiente expresion.

J3cos10°+1-cos40°

~  1-sen®10°

A) -2 B) 1 b 1

D) -1 E) V3
Calcule el méaximo valor de la siguiente ex-
presion.

2sen8xsen3x+cosllx+3sen5x

A B) V10 C) 4
D) ? E) 210
Halle el maximo valor de
N=sen(2x+50°)-sen(10°-2x).

A) 1 B) 2 C) 14
D) 4 E) -2
Elimine o a partir de

cos Eg—ucus % = % S ()]
sen%{isen % =- % (i)

A) (a-b)*=a+b+2
B) (a+b)’=a+b-2
0 (a+b)’=q-b-2
D) (a-b)*=2ab

E) (a-b)’=a+2

Simplifique la siguiente expresion.
L“ECSchosEEi-i-secZBsen{En+4B)

A) sen26secH B) 2cos20cotd
) cos26tang
D) cot26secy E) tan20seco

C .
‘Capitulo x: Transformaciones trigonométricas

36.

37.

39.

iean .l’{‘EI]-.Eset:flﬂ Y gla)=4sen(a+30),
etermine el equivalente de f(20°)-g(40°).

A) 4cosige

B) cos?10°
D) 8cos’igo

C) 6cos1Q®
E) 16cos?10°

Reduzca la siguiente expresion,
4sen®20°sen80°+sengQe

A) V3 cosd0°
B) V3 cos10°
©) 3cos20°
D) V3sen35°
E) 3senl0°

Si la igualdad
senl(® +% sec400°= A+ Beses0°

es una identidad, halle el valor de A+B.

A) 0 B) 1/2 C) 2

D) 14 E) 3/

De la siguiente identidad

2cos E"—ﬂsenE + s‘eng-TE - senﬁ—“ = K sen ix
7 7 7 5 5’

calcule el valor de K.

A) 1/2 B) -1 C) 2

D) -2 E) |

40. Simplifique la siguiente expresion.

ms” g-sen’0

: %)
( Esenﬁﬂsenﬂwns-'lﬁf+[2cns4ﬁms‘29 +eosin+60))

| i
—sec” 20
C) 5

A) 2sec’20  B) sec2
] v A% §
D) %HL'('EH E) :I-&-L.LEH
339



Resolucion de triangulos
oblicuangulos

Capitulo XI

OBJETIVOS ;
*  Aplicar el teorema de senos y cosenos en la resolucion de triangulos oblicudangulos.
s

Conocer los teoremas derivados para resolver tridngulos y simplificar expresiones que
involucren los elementos del triangulo.

@ Teorema de senos

En todo tridngulo, los lados son proporcionales a los senos de los angulos opuestos. Es decir, para
cualquier triangulo ABC

SN L
send senB senC

A b C i

se verifica

OBSERVACION re—eee

En todo triiingulo ABC, de circunradio R,
se cumple que

ta=2RsenAd
bh=2Rsonf
c=2Rsend

340



Qapituh_u Xl: Resolucion de triangulos oblicuangulos

, I 5 OBSERVACION

El coseno de un dngulo de un tridngulo
ABC se puede expresar en funcién de los
lados. !
2 2
T i
2bc
- e T
cosB = E%.b_
ac
ﬂ:ERSrE'nA i
_ Y5 a® +b%-c?
. d=2(2)sen60° b
(7) . "
a=4{ 3"
. a=23 Ejemplo
B Teorema de cosenos B
El cuadrado de la longitud de cualquier lado de
un tridngulo es igual a la suma de los cuadrados 0 55
de las longitudes de los otros dos lados, menos
el doble producto de las longitudes de los mis-
mos lados por el coseno del angulo entre ellos.
Es decir, para cualquier tridngulo ABC A 76 ¢
B
2 2 2
i 6) +(v2) -(3)
cosA=
¢ a 2(J/6)(42)
e 6+2-3
A b e Y
e verifica
: <k 5
cosA=——7
a*=b*+c*-2bccosA 2(243)
b2=a2+c2-20ﬁ:055 /G
5
’-“2=‘.72 '!'bz—Eab{:DﬁC ;. CcosA= BUE
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®: Teoremas derivados

TEOREMA DE TANGENTES

En todo tridngulo, la diferencia de dos ladosesa

su suma como la tangente de la semidiferencia
de los 4ngulos opuestos a estos lados es a latan-
gente de la semisuma de dichos angulos.

B
€ a
A b [
tm{d‘s)
a-b= 2
qu Em(A+H)
2
Ejemplo
6
60°
Su 3u
B A
2 5-3 2 1
- =3 = -
e 5+3 tan60°® 4

342

P
L Tk

TEOREMA DE PROYECCIONES
En todo tridngulo, se cumple que un lado cual.
quiera es igual a la suma de sus otros dos lados
multiplicados cada uno por los cosenos de Jos
angulos adyacentes a dicho lado.

B

E=bi:u§-_£'+r:§:qs-ﬂ._ﬂ'
b=acosC+ccosA

c;bmsd+aéﬁ§ﬁ

Ejermnplo

S5=6cosC + TcosB
6=>5cosC + TcosA

T=6cosA +5cosB




ema N°1
th: iriangulo ABC de la figura, AD =43 cm,
fne

Halle BC:

A ; e
UNMSM 2012-1

Resolucion

Prolongamos CD hasta H, para lo cual en el
hAHC aplicamos resolucion de triangulos rec-
tangulos.

£=c5c2ﬂ“ — AC=6-c5c20° BC=x
b

A 6esc200 C

Aplicamos teorema de senos

X - besc20°
5 o
end0®  senll0
senl90°+20°)
e 6esc20°

25en20° 00s20° | 008200

¥=12sen200-csc 200
h—._____v____
1
Tox=12 cm

... PROBLEMAS REsuELTos

Problema N° 2
En un triangulo ABC, se tiene

AB=c,BC=q y AC=p.

" a C
SI-——__+_____ =
b+c a-b+l 0,

el valor de V3 (cot B-tan B) es

b3

UNAC 2010-11
Resolucidn
Del dato, obtenemos el grafico
B
C a
A C

Operamos el otro dato

ala-b)+clb+c)+(b+c)a-b)=0
EIE —ab +ch + e 4 ba +ac-b*- bé =0

a+c =b"-ac
Del teorema de cosenos
@ +c=a*+c*-2accosB-ac

Reemplazamas en lo que piden

J3(cotB-tanB)=2
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Problema N.° 3
En el gréfico, se tiene el triangulo ABC con

BC=3AC.
sen2atan (o —0)

Ha[le_el valorde E = T Sjsen?D
G
20 20
A B
UNMSM 2012-11

Resolucion
Del dato, tenemos

BC 3 BC =3k

—_—— =3

AC 1 AC=h

Por el teorema de tangentes

2 J_3R-R =4 tan(a—-86) 1 m

(2E+29)_3k+k tan(a+0) 2
tan -

[

Por el teorema de senos

k 3k

sen 2o
= =i Il
sendd  senZo 3 (1)

sen20

Multiplicamos (1)x(Il)

3

E=~—
2

344

Problema N.° 4
En el triangulo del grafico, se tiene que

(BO(AC)=12 U, (BC)(AB)=8 v* y

(AC)(AB)=6 u’
Halle el valor de M=3cos at+4cosf+6cosy.

B
o g
A C
UNMSM 2008-1
Resolucién
Nos piden M.
Sean AB=C, AC=b, BC=a
Del dato
a-b=12 u® )
a-c=8 u? (n
b-c=6u® (I
Multiplicamos (1), (11) y (111)
abc=24 )
Reemplazamos (1), (I) y (111) en (1V)
— a=4,b=3yc=2
Por el teorema de proyvecciones
Jcosa+4dcosfi=2 V)
Por el leorema de cosenos
92 L 42 _o? 21 ]
os*fzi—u — 6cosy=7 v

2(3)14)

(V)v(VI) en M
99

4

M




1

NIVEL BASICO

£nun tridngulo ABC, BC = J2; m <ABC=60°
1« BAC=45°. Calcule AC.

y
A) V5 B) V3 C) V2
D) 1 E) V7

9. En un tiangulo acutdngulo ABC, el lado

BC=6 u, ademads, se cumple
J3-senA=senB. Calcule AC. -

C) 4¥3u
E) 63 u

A) 2J3u B) 3J3u

D) 5J3u

3, Del gréfico, sen® = % Calcule V19 x.

43 V3
it — q
N S5 B) 15 C) 43
D) 22 E) 33
4. Del gréfico, calcule seco.
B
b a
26 0
A i

PROBLEMAS PROPUESTOS

9 a A
WG oo Hg. BT

b

—_ b
D) 2a E) S

Sea R circunradio del AABC cuyos lados
sona, b y ¢, respectivamente. Si se cumple
3R2=4c2-c0526', determine m< ACB.

A) 15°
D) 30°

B) 16° C) 50°

E) 24°

Se tiene un tridngulo ABC de lados a, b y c,
respectivamente, donde se cumple

senA+senH:%; senC=§ y c=6.

o :
Calcule el perimetro del triangulo.

A) 18 B) 16 C) 14
D) 12 E) 20

En un tridngulo ABC, de lados a, b y ¢, res-
pectivamente, determine el equivalente de
la siguiente expresion.
b-c-senA-(colB+cotC)

A) 3abc B) abc g) &*
D) b E) o

Se tiene un triangulo ABC de lados propor-
cionales a 2; 3 y 4. Calcule el menor valor
del coseno de uno de sus angulos internos.

o

7 1 e
A) —3 B) -% C) y

2 |
= 2 R
D) 3 r

!
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10.

11.

12.

13.

346

Los lados de un tridngulo estan en progre-
sién aritmética de razon 4 u. Si su mayor
angulo interno mide 120°, calcule su peri-
metro.

A) 10u
D) 25u

B) 15u C) 20u

E) 30u

En un tridngulo, el angulo intermedio es 60°.
Calcule los lados del tridngulo si los dos me-
nores se diferencian en 2 uy los dos mayores
enlu.

C) 6,89
E) 3;5;6

A) 7,910 'B) 578

D) 4;6;7

Dos fuerzas de 20 N y 25 N actiian sobre un
cuerpo. Si sus direcciones forman un angulo
de 53°, calcule la resultante en Newton.

C) 65
E) 15

A) 565 B) 30

D) 40

En un tridngulo ABC de lados a, b y c, res-
pectivamente, calcule el equivalente de

S _p?
ag—{cz —-b?)

A) tanB-cotC
B) tanC-cotB
C) tanB-tanC
D) cotB-cotC
E) tanB+tanC

En un tridngulo ABC de lados a, b y ¢, respec-

tivamente, se cumple 3&2=3b2+3f?—2bc.
Calcule tanA.

A Sl L B 1 b W DN Kl w = B g
wohare R L |y .HH':Q'C;IT-'.- T ":“_ III"E 1”-""1.':"" 4
J L 1L L ) s St . i

14.

15.

16.

e |

D) 2v2

En un triangulo ABC, donde BC=a, AC=b y
AB=c, se cumple que
QD L , Calcule 2-sen2A.

c-bJy3 a-b
n 2

B ; 0 V3

D) 2 E) 4

Dado un triangulo ABC de lados a, by c, res-

pectivamente, reduzca

- -A
u+cnt(B+A }t.':a.n(ﬂ2 ]

a+b
B) -1 C) o
E) 2

A) -2
D) 1

En un tridngulo ABC de lados a, b y ¢, 1es-
pectivamente, se cumple que

[3112[.4_1:&]
— L2 )
[ﬂn(ﬂ;ﬂ_]
2
Calcule uot(g ]
2
a-b b-a c
. A c) —=

A) a+b B) a+b ) a+b 1

S g-b
D) “ B 5




7.

18.

18

ulo AB'GI

triang
E":;w= 45° m < BCA=53%AB=b y BC=a.
m

i se cumple que

b-a _jan(a)-cot(8); 6 > a,
h+d
calcule tan(0-o).

B) 0 01

E) 1/2

a) -1
D) 2

En un tridngulo ABC, se tiene que
m<«<BCA=60° BC=3 y AC=1.

]

Calcule tan 5 )

A) 23 B) V3 C) -“L—ﬁ
3 V3

D) 3 E) 3

En un triangulo ABC, se cumple
cdl[%—):?-tan[fd—gﬁ} BC=12u

AB=7 u, Calcule tanB.

2 V5
A) 3 .B) 5 C)

ol 1o

D) V5 E)

En un tridngulo ABC de lados a, b y ¢, se
Cumple que m<BAC=120°.

Caleule [~———___H_.‘:2 i ] cot [C* B ]

-':E-tr2c-.b|+_4{1nz 2
I .
Az B) —J3 o) %
D) V3 £) 1

21.

22.

23.

24,

Ggpitulu XI: Resolucién de triangulos Oblicuangulos

En un tridngulo ABC de lados a,byec, res-
pectivamente, se cumple que

_

a=2V3+42,b=2y3-3 y cotc=_3

Calcule lan(A- < )
2
V2 J2 V3
A) 6 B) 3 C) =
1 V2
- D) 5 E) >

Reduzca la expresién
asenB-cosB+b-cosA-sen B

senC
siendo a, b y ¢ lados de un triangulo ABC.

A) a
D) 1

B) b C) ¢

E) a-b

En un tridngulo ABC, cuyos lados son a, b yc,
respectivamente. Reduzca la expresién
a(cos B+cosC)+b(cosA+cosC)+

+c(cosA+cosB)
Siendo p: semniperimelro.
A) 4p B) 3p C) 2p
D) p E) p/2

NIVEL INTERMEDIO

En un tnangulo ABC de lados a, b y ¢, res-
peclivamente, y circunradio igual a 5, se
cumple que

3-CCOSA _ 1an225°, Calcule senB
a-cosC
V3 hited c) =
A 5 B) 5
|
3 ol S
D) g E) 5

347
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25.

26.

27.

348

En un tridqngulo ABC de lados a, b y ¢, res-
pectivamente, determine el equivalente de
la expresion

b-c'cosA
a+b-cosC-c-cosB

senB

A) 2send’

2send

B) sen B

sen(C

0 2sen A

sen A
2-senB

D)

senA-senC

E) 2senB

En un tridngulo ABC, se cumple que

72
send= 0
leul b-a-cosC
Calcule T
A) 10 B) /7 €T
D) 1/10 E) 72

En un triangulo ABC, de lados AB=c¢, BC=a
y AC=b, determine en términos de los lados
la expresion

()
5en

2
s
2
a-b c—-2b |
B C
A c ) a ) c=20
L 2b+4¢
2 2b-c¢ E) P

28. Del grafico, AB=5. Calcule

29,

30.

31.

acosB+c-cosA +bh-cosA.

B
c a
5a?
A b L
A) T B) 8 C) 9
D) 10 E) 1

Sj los lados de un tridngulo estan en progre-
sion aritmética (@ < b < ¢), calcule

senA+senC

senB
A) 1/2 B) 1/4 C) 1
D) 2 E) 3

En un triangulo ABC, se cumple
a b
cosA cosB senC’

Calcule sen[g J

2
A) 0,3 B) 04 C) 05
D) 0,6 E) 0,7

Caleule el drea de la region triangular de la-

dos v2; /3 y V6.

G Joa . J26 2

A) V6 u? B) _i__:} 2 0) _4...;]
3J6 N
D) i».lh u’ E) -E-u




cos20= él-, calcule 3senc.

g 5

B

2u
o

0

A 3u i
3J5 5 V3
N B)T C]?
243 543
.D]TJ- E)—‘éi

En un tridngulo ABC de lados a, b y ¢, res-
pectivamente, donde

(a+ h+c]{a+b—c}=ga*b,

calcule cosC.
9 3 a9
[ i e
) 14 E) 24 C) 28
5 5
D) 2 ) —=
) 3 B

+ Enun tridngulo ABC, donde a=3b, reduzca

_ (3)
()

A) 173 B) 1/2 ) 1
D) 2 E) 3

Capitulo XI:

Resolucion de triangulos Oblicuanguios

35. Sia, by csonlos lados de un tridgngulo ABC

37.

38.

que cumplen

c

_..__+__.__=]'

c-b a-b

calcule tan(2B),

A) V3 B) -3 0.1

D) -1 ; E) 0

Enun tridngulo ABC, si AB =, AC=byBC=q,

determine el equivalente de

C B
bsen? (5 )+ csen” [E]si p: semiperimetro,

A) p
D) p/2

B) 2p-a C) p-a

E) 2p

En un triangulo ABC, se cumple

a b c
= - =-3R .
cosA cosB cosC V3R +1

Si R: circunradio, calcule K.

A) 3 B):—i- m?
D) V3 E) 1?

En un triangulo ABC, se cumple
cosA cosB
+ = —,
a b c b
Determine el equivalente de

coslC ¢
s o

cosA+cosB+cosC,

A) V2sen(A+45%)
B) V2cos(A+15")
C) J2senA

D) J2cos A

E) tanA

349



+ Funciones trigonométricas

OBJETIVOS

Capitulo X

* Analizar y determinar el dominio y el rango de una funcién a partir de su regla de

correspondencia.

.+ Estudiar y analizar definiciones que nos permitan graficar una funcion (paridad, im-
paridad, creciente, decreciente y periodica).

»  Aplicar el estudio de las funciones trigonométricas a situaciones practicas de la vida

cotidiana.

% Definicion

Una funcion fde un conjunto A en otro conjunto
B (f: A — B) es una correspondencia que asigna
a cada elemento x de A un tinico elemento y de
B. Esta correspondencia se expresa frecuente-
mente por medio de una ecuacion: y=/(x).

Ejernplo

La ecuacion y=senx define una funcién para la
cualA es el conjunlo de todos los niimeros reales
y B es el conjunto [-1; 1]. El valor de y asignado
al valor de x se obtiene al hallar el seny.

350

4 .+ OBSERVACION =
Notacion funcional

variable variable |
dependiente —1 independiente |

y=/(x)

LY. s

regla de correspondencia

e - vy

“ Funcién real de variable real

f:A — B es una funcién real de variable real si
AcR A B c R

“ Dominio de una funcién

Seaf: A — B una funcién real de variable real, €l
dominio de f esta formado por todos los valores

dex € A que garantizan la existencia de y=f(x)

Nolacion: Df o Dom/



-'i
P

DOMINIO DE UNA FUNCION

mmlLﬂ DEL

pard determinar el dominio de una funcién, no
debE simplificar la regla de correspondencia
mds evidente que sea, donde se deben esta-

plecer las restricciones principales.

Formas generales de arcos referentes

" {nn}: ne Z

ol
[ ﬂhﬂ
(@a+n) J

Y4 T
{(4:1 + 1]5}

)
(2n+l) ‘nel

{(-‘m + 3}-;-:
Y+ [(4n +1) %}
{2n+1)n} { gl
4 {2nn} X
{{4.'1 +3) -E—}
R‘ﬂlfit:t:ilunmem-. principales

Por funciones trigonométricas

anx; secx: x {[2n+ ”E}; nel

COLx; escx: x # {nn}yne Z

Capitulo Xil: Funciones trigonameétricag

b. Por funcién cociente l; xz0
¥

c. Por existencia de radicales de indice par
Yx:x20 (n:par)

' ; OBSERVACION

.EIT:.\::»G (n: par)

®. Rango de una funcién

Sea f: A — B una funcién real de variable real, el
rango de f esta formado por todos los valores de
y € B. Se calcula a partir del dominio.

Notacion: Rf o Ranf

CALCULO DEL RANGO DE UNA FUNCION
12 Determine el dominio de la funcién (restric-

ciones principales).

2° Siempre y cuando se pueda, trate de simpli-
ficar la regla de correspondencia y expre-
sarla en funcién de un Gnico operador.

30 Calcule el rango considerando los pasos

anteriores.
Funcion Dominio Hangu
y=senx R } 1 I H
: o | v 1, ;
i N T -
[ i H I "
}'-—-IEIHI R- {'r.;!ﬂ +1) E} | R
i }scou ] R i_:lr_n_}_ R
oesor | Retamh |Gty 1; +
hid |
: - oy =] 1; +e3)
y=56CX [ —{‘EH +1) 2} | (- Jul

Donden € £
351
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& Andlisis de una funcion

FUNCION PAR

Una funcién £ es par si para cualquier nimero x
en su dominio, el nimero -x esta también en el
dominio y se cumple

2 OBSERVACION \

La grafica de una funcién par es simétri-
~ca respeclo al eje Y.
}’u

e - ”

FUNCION IMPAR
Una funcion f es impar si para cualquier nimero
x en su dominio, el nimero —x esta también en

el dominio y se cumple

[ re0=—109 |

. . OBSERVACION - -

La grafica de una funcion impar es simé-
trica respecto al origen de coordenadas. !

—

¥4

FUNCION CRECIENTE
Una funcion f es creciente sobre un intervalg g

de su dominio si para cualquier X, y x; en /, dop.

“de x; < Xy, se liene que f(x;) < Flxy).

FUNCION DECRECIENTE
Una funcién f es decreciente sobre un intervalp

I de su dominio si para cualquier x| y x, en |,
donde x; < xy, se liene que f(xy) > fx,).

FUNCION PERIODICA
Una funcién £ se dice que es periédica cuando

existe un namero real T = 0, tal que
f(x+T)=f(x), ¥ x, x+T € Domf

El menor nimero positivo T se denomina periodo
principal de la funcién. En general, se puede
calcular el periodo para las siguientes funciones

considerando B > 0yne N.

Funcién Periodo

! . y=sen"(Bx)

S e ppar < Tel
y=cos'(Bx) -
y:cscntsx) . n im]}ar - T= '&_
y=sec"(Bx) _'

Funcion Periodo
__}r_'_:_‘ran"(Br] _ - "
y=cot"(Bx) "B
* OBSERVACION = oo,

La grifica de una funcion periodica es repeti-
tiva a lo largo del eje de abscisas.

| 'I"'i

VAN,

r——
|r=1

| _ St

P e e ————————




. C&rﬂtleristjcas

@r‘ﬁﬁf

& Graficas de funciones

FUN'CMHSEHO
X y=senx

X y=senx

Lo | 0o
n/2 1
14 1]

Caracteristicas del senoide

* El dominio de la funcién es el conjunto de
todos los numeros reales.

El rango de la funcién consiste en todos los
nimeros reales entre -1 y 1.

El maximo valor de la funcién es 1.

El minimo valor de la funcién es —1.

Es una funcién impar, pues sen(-x)=-sen.x.
La funcién seno es periédica, con periodo 2.

/= OBSERVACION - T——— N
fy=Asen(Bx),A >0y B> 0 . :

¥4
A"/r\
IBE N
Feer |
2n

' Maximo valor de la funcion: A
* Minimo valor de la funcién: -4

ko

Capitulo X1 Funciones Ifgonomeétricas

FUNCION coseno

¥
1

/
/—mfz_l

o

Caracteristicas de la funcién coseno

El dominio de la funcion es el conjunto de
todos los niimeros reales.

El rango de la funcién consiste en todos los
nameros reales entre -1 y 1.

El maximo valor de la funcion es 1.

El minimo valor de la funcion es -1,

Es una funcién par, pues cos(-x)=cosx.

La funcién coseno es periodica, con perio-
do 2m.

. OBSERVACION e S -
fm*-:Af.:Ds(B.r}.A >0AB=0 |

X

Caracleristicas
«  Maximo valar de la funcion: A
e Minimo valor de la funcion; -A

- 2n
» Periodo: = =

353



_PRoBLEMAS ResuELTOS

Problema N.° 1

Calcule el dominio de la funcién definida por
f(x)=secx+cscix+2.

Resolucion .
Restricciones
*  secx:x t{{2n+ l]g}; nel )
* csex:ixz{nnkneZ (1D
De (D) y (1)

x#{(?nﬂ%}u{nn}

x:{..., R ,“.}u{...,ﬂ, m, 2n}

S
x#{...,ﬂ, 2,'J'I:, > ,EI.---}

nrm
.x#{ 2} ne

D‘DI‘I‘I."=R—{%}:HEI

Problema N.° 2
Calcule el rango de la funcion definida por

f(x)=cos*x+2cosx+3.

Resolucion
I. La funcion no tiene restricciones
— x € R: Dom/=R

II. Sereduce a un solo operador

f(x) =5:usz X+2cosx+1+2

f()=(cosx+1)242

354

Ill. Se calcula el rango comox e R

-l<cosx=<1

2, 0<cosx+1<2
() Z
LY, 0<(cosx+1)"<4

i I (cosx+1)°+2<6
e

2 £ fix) = 6

Ranf=([2; 6]

Problema N.° 3

Calcule el dominio y el rango de la funcién de-
finida por
o= senx

COsSX

Resolucion

I. Hallamos el dominio de la funcién
Restriccion

n
Ensx:tl]:x;tl...;a e

e, )
EUEUN

x :{{Enir I}%};ne Z

Domf=R -{[2n+l}g};ne Z

Il Célculo del rango

sendx 2Zsenxcosx .
f(x)= = - =2senx

Cosx COsX

f(x)=2senx

IIJ
|
|
|
1
|
|

bk ol il e i

PR P

SN PR N




n
Como X # f{2n+ 1) E};n eZ,enla C.'T'

e

b it e MR i e o A

CY =1

Del grafico

-1 <senx <1

X2, _9<%enx<?

f(x)

. Ranf=(-2; 2)

Problema N.° 4
Del gréfico mostrado, calcule A+B.

Yy

> ¥

Capitulo X1

: Funciones trignnnmétricas

Resolucion

¥

pe
n

4

Del grafico
A=4

2n 25 %
y A s o i i
B - B3 — B=6

A+B=10

Problema N.°5

Calcule el rango de la funcién definida por

fiy=tanx+senx; x ([}; %)

Resolucion

ComoVxe <[}; E) fiy=tanx+senx es creciente

Por definicion de funcion creciente

n
ilcx<—
si 1

T
= oy <l *’J(q)

() )

355



2. Sea la funcién definida por la siguiente-

PRoBLEMAS PROPUESTOS

NIVEL BASICO

1. Determine la verdad (V) o falsedad (F) de

las siguientes proposiciones.
. Sif(x)=sen2x — Df=R

II. Sig(x)=cotx — Dg=R-{nn;ne 7}
1L Sih(x)=sec’y — Dh:R—{(ZnHJ—;; HEZ}

A) VFF
D) FVF

B) VVV C) VFV

E) FFF

regla de correspondencia f(x)=tanx+cotx.
Calcule el dominio.

A R
B) R}
Q) Z

D) R —{ng:n e z}

E) R —{(2:1 + l}g; ne Z}

3. Calcule el dominio de la funcion definida

por
f(x)=senxcscx+3;ne Z.

A) R-{nn}
B) R
C) Q

n
D) R r{n E}

E) R —{EE:H I}E}
2

356

e B Pl Y
G T

4,

Determine el dominio de la funcién definida
por :

1
f(x)=——+senx,nel
tan x

A) R

aTa Ll e ek L e

B) R-{nm}

on-{s]

) .
D) R-—{(En+l}§} |
E) R-{(2n+1)n}

Sea la funcién f definida por

f(x)=+senx-1.

Calcule su dominio; n € Z.
A) {nm}
nr
» {3}
C) {2n+)r}

D) {t4n+u¥}
2

(4 3}1‘-}

E) { n+ 5

Halle el dominio de la funcion definida por

f(x)= ;:x e (0; ).
COS X

0.
o o)

D) <{}; 31}

il

C) {ﬂ: ﬂ

o (53



10

1.

Si el dominio méximo de la funcién
f(x)= Jsenx ++/cosx en (0; 2m) es (a: b);
calcule sen(a+b).

A) =172
D) 1/2

B) 0 C) -1

E) 1

Determine la secuencia correcta de verdad
(V) o falsedad (F) respecto a las siguientes

proposiciones,

L. Sixs(ﬂ;%} - senxe(0;1)

_211:] [ 1 ]]
v =—| = cosxe|-—;—
3 22

Il. Sixe

|

W
I[].Sle_D;E] — tanxe[0;1]
A) VVF B) FFF C) VFV
D) FVF E) VvV

Calcule el rango de la funcién f definida por

fx)=2senx+1.

A) [-1;2]
D) [-1; 1]

B) [-1;3] 0 [-1;4]

E) [-3; 1]

Determine el rango de la funcion £ definida

por f(x)=2cos’x +3.

A) [3:4]
D) [1;3]

C) [3:5]
E) 12;5]

B) (3;5)

Siel rango de la funcién
fx)=senxcosx+2 es [a; b, calcule 4ab.

A) 12
D) 15

C) 14
E) 16

B) 13

12. Calcule ] rango de la si

13,

14,

15.

16.

Capitulo xj: Funciones trigonomeétricag

guiente funcion,
M) =tan’x42 tanyx|

A) RY
D) R§

B) R~ C) R-{0}

E) R

Determine e} rango de la funcién definida

Por la siguiente regla de correspondencia
f(x)=2sen’x+1 six e {0; m,

A) (1;3]
D) (1;4)

B) (1;3) C) (1:2]

E) [1;3)

Sea la funcion f(x)=3senx+4cosx+1,
Calcule la suma del maximo y minimo de f,

A) 0
D) 3

B) 1 C) 2

E) 4

Delermine la secuencia correcta de verdad
(V) o falsedad (F) respecto a las siguientes
proposiciones.

. Sif{x)=senx — fesimpar

1. Sig(x)=lanx — gespar

11, Si h(x)=senx+csex -+ i esimpar

C) VFV
E) VWV

A) VVF B) FFF

D) FFV

Calcule el periodo de las siguientes funciones.
. f(x)=senx

1. glx)=tanx

1. h(x)=cos2x

n — -
A) 2m; z::-z— B) En;g:n C) m;m;n

D) Zm;m, M E) 2m; m; 2n



17. Del grafico mostrado, calcule

X, X
o N
E

A(xg; ¥o)

B{:'p-}"[]

s
A) ) B) 2n

3rn
C) ?
D) n E) 4n

19. Del gréfico adjunto, calcule el area de la re-

gion sombreada.
Y
r}’=—25'&m'
A\
v :
Y EERE
2 3]‘ 2 2
A) mu B) o u C) 2nu
by o
D) %"‘uz E) Eu2

20. Del grafico, calcule sen(xp+x,).

}"JL
; y=cosx

A) 0 B) -1 C) 1
D) 172 E) -1/2

NIVEL INTERMEDIO
21, Caleule el dominio de la funcion f, definida

por f(x) < 3enex+x. o

Cos X
A R B) R-{nn}
C) R-{n+Nn)
D) R_{rz . 'E} _{EE}
n 112 E) R 5

3
!
!
!
1



i,

BRI A e g
e G 2l DA B

petermine el dominio de la funcién £, defi-
nida por la regla de correspondencia
m}=c0t31+cu52x+cscx; neZ.

A) R

g) R-{nn}
nr
o r-{3]
m
D) R -{{2n + 1)-2—}

E) R-{2n+Nn}

. Halle el dominio de la funcién £, definida por

Senx+Ccosx,
f)="""%ne L.
SenX—CcOosx

A) R-{0}
B) R-{nn}
C) R={@2n+1)m}
D) R—{nn+£}

4
o fs)

Calcule el dominio de la funcién f, definida

por f(x)=+Jsenx—1++l1-senx;n € Z.

A) {[4 E}
n+l) >

B) {nn}
ot
2
D) ({z x
n+1) : }

E) {2nm)

25.

26.

27.

28.

29.

Capitulo Xu: Funciones trigonométricas

Calcule el dominio de la funcién ¢, Cuya re-
gla de correspondencia es

f(x)=J2cosx-T;xe (0; x),

n (62 b {0;1’25) 0 (0.2]
> (05) 0 (03)

Si el rango de la funcién
f(x)=2sen2x+5 es [a; b), calcule a-b.

A) -2
D) 2

B) -3 C) -4

E) 4

Calcule el rango de la funcién £, definida por

r{ﬂ=senx+2‘
senx+5
(1.1 1.2 1.2
gzl o) o)
% R _;
D) _‘E*i] E) ,5-2>

Determine el rango de la funcion

f(x}=tan2x+2 sixe {—%: E)

[2: 3]
[2; 4)

A) (2;3) B) (2;3) 2
D) (1;2] E)

Sea la funcion definida por

f{x)= 5en2x' determine el rango.

Seny
A) -2;2) B) -1; 1} Q) [-2;2]
|
D) [‘2'2] 2
359



Lumbreras Editores

30.

31.

32.

33.

360

Calcule el dominio y el rango de la funcion

f(x) = seny +2.
senx+4

.rl.] 1.3 _[1,3"
A} Rr 1 B} Ri[glg] C] R| 515-

|3
D‘] R _lr 2] E], R: [_!_3-'
lh31 ¥ 3‘ ]

Calcule el minimo valor de f si

fix)=tanx+cotx; x e <[l; %)

N
D) V3

'B) 2 C) V2

E) 1/2

Analice la paridad e imparidad de las si-
guientes funciones, e indique cuantas son
funciones pares.

I. f(x)=sen’x

II. g(x)=cos(senx)
1. h(x)=1-sen|x|
IV.F (x)=lan2x

V. G(x)=x+senx

VI. H(x)=(n(cscx)

A) 0
D) 3

B) 1 C) 2

E) 4

Determine el periodo de las siguientes fun-
ciones.

I. flx)=senZx
Il glx)=tanx+colx

1. hix)=cos(senx)

A) 2mmn B) 2, 2m;n Q) 11-;J'E;E
2 2
D) i;m;m E) DR

34. Determine el nimero de puntos de intersec-

36.

37.

cién de f(x)=senx y g(x)=cosx en [0; 2n].

C) 3
E) 5

A) | B) 2

D) 4

Determine la secuencia correcla de verdad
(V) o falsedad (F) respecto a las siguientes

proposiciones.
I. f(x)=senx es creciente en (n/2; 3n/2)

Il. glx)=cosx es decreciente en (-n/2; 0)

1ll. h(x)=|senx| es creciente en (n/2; m)

A) FFV B) FFF C) FVF
D) VFV E) VWV
Del grafico mostrado, calcule yj.
}-’u
Yo/ — A
- S S
om : | X
12 Ly=3sen2x
3
A) 2 B) 3 03
V3 2
D) — s
) 2 B 3

Calcule el rango de la funcion definida por

f(x)=tanx-cosx: ¥ x e <l]; %>

A 0 1) B) (0:V2)
) (_1;3:_\‘3
2
I
D (0:5) E) 0:2)




Capitulo Xi: Funciones trigono Metricasg

pel grafico dado, calcule el drea de la region

d 40. Bosqueje 1a grafi
sombreada.

ca de la siguiente fynei
1ci
fxX)=sen®xcscy iy

2cosdx A v
" 0| r ﬂ; :31‘:5211_'
X BN :
B) v
3n 2 3r 9 3 2
AU B3 O3
n o 3n 2
D) Vi E) i
C} Vo4
39. Del grifico dado, calcule las coordenadas
deA. L VGt
Y 0| T n\g?/gznj}
AT &

361
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na
m

inversas

Funciones trigonométricas

Omﬁ'mms

Capitulo XilI

e Determinar el leTHl'IICI asf como El rango de las funciones trignnomémcas inversas.

Anahzar las gr&t‘cas que 1mrnlucran funciones tr:gnnornétnﬂas inversas.

&: Definicion de la funcién arcoseno
(y =arcsenx)

La funcion inversa del seno, denotada por
arcsen, esta definida por y=arcsenx si y solo si
x=seny.

Donde-1<x<1 A —

Ya
/2

CARACTERISTICAS
+«  Dominio de la funcién: |-1; 1]
- T
» Rango de la funcion: [—;—; ~]
2 2
»  Es una funcidn creciente.,
» Sixjsxzxy
« arcsen(x;) < arcsen(x) < arcsen(x,)

362

PROPIEDAD FUNDAMENTAL

[ B=arcsen(k) & senf=k A BE[HE: E”

2 2
Ejemplos
san—E A Ee[—E E] — Er—amsen[gJ
5 2'9 ] 5

—2 [ n n;] [-ﬁ]
seno=—— A G€|l-—=;—| = a=arcsen| —
8 43 8

% Definicién de la funcién arcocoseno
(y=arccosx)

La funcién inversa del coseno, denotada por
arccos, esta definida por y=arccosx si y solo si
X=CO0S}Y.

Donde-1<x<1 A 0<y<n

Y4

k Y=Arccosx




mm{:TEH[S‘ﬂcAS
Dominio de la funcién: [-1; 1]

Rango de la funcion: [0; nt]
Es una funcion decreciente.

Six  SXSX2
o arccos(x;) 2 arccos(x) 2 arccos(xy)

L]
L

PROPIEDAD FUNDAMENTAL

Fm'(k} 4 cosd=k A 0& [0;7] ]

Ejemplos
. cnsEl:% A 0e[ln] — © =arccos&)

. cusﬂ=r?2 A Be[0;n] — |3=arccus[—$)

& pefinicion de la funcion

arcotangente (y=arctanx)

La funcién inversa de la tangente, denotada por
arctan, esta definida por y=arctanx si y solo si
x=tany.

11: T
Dond ——<y<—
ondexeR A > y<3

CaracTERISTICAS
*  Dominio de la funcién: R

Rango de la funcion: (--E- E)

32
Es una funcién creciente.
No es una funcién periddica.
Si Xjsx< Xo
© arctan(x,) < arctan(x) < arctan(x)

Capitulo XllI: Funciones trigonomeétricas inversas

PROPIEDAD FUNDAMENTAL

0=arctan(k) ¢ an6 =k  0e(-5;5)

Ejemplos
. tanu=5nme<—§;§> — o= arctan(5)

. arctan(x,}:-:— = x,:m,—.[%}

B Definicion de la funcién
arcocotangente (y=arccotx)

La funcién inversa de la cotangente, denotada
por arccot, esté definida por y=arccolx si y solo
si x=coly.

Dondexe R y 0<y<n

0 X

CARACTERISTICAS
«  Dominio de la funcion: R

« Rangodela funcion: (0; m)

« Es una funcién decreciente.
.  No es una funcion periodica.
. Siflﬂ.h'ﬂ.\'z

s arccot(x) 2 arccot(x) 2 arccot(xy)

PROPIEDAD FUNDAMENTAL

—arccot(k) < cotb=k A BE {ﬂ;ﬂlJ

363



Lumbreras Editores

Ejemplos :
« cota=2 A 0<a<n — a=arccol(2)

. arccut(xljzg - xl=mt(§)

@, Definicion de la funcién arcosecante
(y=arcsecx)

La funcién inversa de la secante, denotada por
arcsec, esta definida por y=arcsecx si y solo si
x=sec).

Donde
x € {—oa; =1]1U[1; 400} ;yE[D;E>u<E;n}
2 2
}-"h
L -
_/{ /2 y=arcsecx
_______ .:,___._..‘-11.-__&‘-..-.
=10 1 X
CARACTERISTICAS

«  Dominio de la funcién: {—ee;=1JU[l; +ee)

+ Rango de la funcion: IU;HLE}

Definicion de la funcién
arcocosecante (y=arccscx)

La funcion inversa de la cosecante, denotada
por arcesc, estd definida por y=arcescx siy solo
si x=cCsCy.

364

Donde

XE(—0";—'I]U[I;+Dﬂ);_}‘£[.—%:ﬂ>u<ﬂ;g]

FJ

y=arccscx

CARACTERISTICAS

+  Dominio de la funcién: (~es;— 1] U[1; + )

« Rango de la funcion: [——2-'-] {0}

PROPIEDAD FUNDAMENTAL

r

0=arcseck « secB=ka0e[0;x]- {-;-}

f=arccsck — cscﬂ:—knﬂe[—g g] {0}

5

Ejemplos

: n
. B=nr¢:sec[%] ~¥ sec*B=%:ﬂE[ﬂ§“]'{§}

* a=arccseld) - esca=5; er[—'— ] {oF



TS een———

. .= ProBLEMAS ResuELTOS
Problema N.° 2
Si tﬂ“(ams'&ﬂ‘»“i-xz)—sen{a:ctan21=u
5, rian( ) ian( S5 Larctan(L)] mones 3l es gl
.‘I:tﬂn[T+2mian 5 " 4 2 PR 5
UNAC 2009-
UNAC 2008-II
gesolucion ; Resolucion
Sea %arctan(;—)=ﬁ - tan23=% ()] ‘ﬂﬂ[afﬂsen\l"‘i“.rz)zsen(arctanm m
Sea O=arctan(2) — tanB=2; 0 e <ﬂ; E)
En 2
om Sn
M :1@[?+B)+ la“[?‘ﬂ] Forma practica
M‘lﬂ(ﬁ+£+ﬂ']+l&[’l(‘ﬂ:+n E) 0
- 4 4 o 1y senf=—2 (In
J5
Por reduccion al primer cuadrante 5
Me n n
=tan E+B +tan E_E Reemplazamos (1I) en (1)
" . tan(arcsen1-x?) =% (1)
M=tan[1+ﬂj+cut{1+ﬂ) V5
SeaarcsenvVd-x* = — SEI‘tIJ:\fI:I X2 (1v)
Por identidades de arco dobl=
M =2-c5c(£+2&) De: (D)
2 2
tanp=—
M= 2sec26 : V5
e 0 Forma priclica
Forma practi .
practica 9 H:_.":' H(?"ﬁ-'-'::;' (V)
V26 J26
20 =—— 5
1 @) sec z J5
23 - lgualamos (IV) y (V)
S —5 2
ri_ ,IL'.‘E = =
M= 2026 L
5 3lxl= -'1\"'-2



~ Lumbreras Editores

Problema N.2 3

Determine el dominio y el rangﬁ de la siguiente

funcion.

38 L eeo(252)
f(x)= 3 +4arccos( :

Resolucion
Determinamos el dominio
Se conoce

-1<

4
X4, 4<2-x<4

=2, -f5-x52

xCN, _2<x<6
Dom/f=|-2; 6]

Determinamos el rango

Dexe [-2;6] — 0 Earccus(z-x)s n

4

1
xS 1 2—1’] n
quarccos( 2 3

3n

+? Hn“.’?ﬁ i 05(2_-:{]55
3n 5u]

Ranf=|=c:22

dan I:S.r 3

366

8

Problema N.° 4

Grafique la siguiente funcién.
f(x)=4arcsen(x-1)+m

Resolucion

Calculo del dominio

Se conoce -1 <x-1<1
X, 0<x<2

- Dom/f=[0; 2]

Calculo del rango

Se conoce

LT :ar-::mf.*n(x—lll£E
2 2

x4, _9n<4-arcsen(x-1) <2n
#n, _p<4-arcsen(x-1) + n<3n

:. Ranf=[-m; 3n)

Graficamos

Fn
WL o cavigueesn

2n




- PROBLEMAS PROPUESTOS

NIVEL BASICO ;
0) {—m;ﬂ]u<§;+m>

i, Sea funa funcion definida por
;(;}—_-—";-‘Ei-arcsen(d:ix-l}+g—. D) {_W:D}U[g;+m>
jcule su dominio.
i . E) (~oo;=1] U [I; 49
1.3 (1, 2]
A-} [ﬁ: ” BJ [Elz] C) -3!3_ 5. Si ﬂ:.r]:aTCE'En #EIE—]; I{'ﬂ, dileile” ol
3 ro 3] minimo valor de su dominio.
e E o Tins
D) []’ 2] ) |32 :
A) -2 B) -l C) =
9. Determine el dominio de
| D) = £) |
f(x)=arccos {m ) 2
A) (-se;=1] U [1; +o9) 6. Sif(x)=arcos(x*+1), calcule su rango.
B) (~==; 0) L {0; +<2)
C) (~o0; =1y U (I; +o9) A) [0; D) B) [0;1] C) {0}
D) [-1; 1] D) {0;1} E) (0;1]
E) <L 1)
7. Calcule el rango de la funcién
3. Sifes la funcion definida por i g—arcmu
f(x)=arcsen(3x—-2)+2-arccos(2x-3), f(x)= ; + 3 .
caleule su dominio.
r.x ol L,
1 A <‘EE> B) {12} 0 (12‘ﬁ>
sl mma o
T /_£.£>
1 D) {E} B'\"5'6
D) [5;1] E) {1}
g. Calcule el rango de /.
4. Calcule el dominio de 1
f[x}sarcm![—-g]
X .
fff}:%*arc{:sciﬂx—l}
NERSC I
A) (=oo;=1] U [1; +o0) 2
n =3
B (ei0l|3:4) o 53] 0 (03]
367
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9. Determine el dominioy el rango de la funcién R {1-- E} B) (:n} O ¢
f(x)=4-arcsen(2x-5)+n 2
D) [ﬂ:-_E} E) {-k—E
A) Df=[2;3] ; Rf=[-m; n] "
B) D/f=[2;3] ; Rf=|-n;3n] 14. Del grafico, determine la regla de corres-
C) Df=[-2;2] ; Rf=[-m; 0] pondencia de la funcion
D) Df=[-3;2] ;: Rf=|-3n; n| .
E) Df=(0;3] ; Rf=[n; 3n] :J y=A-arccos(x+c)
1 | o] (S

P

10. Determine el dominio y el rango de la fun-
cion f(x)=4-arccsc(2x-5).

I
i
L]
]
L)
L)
r
i

A) Df=R-{-3;3) ; Rf=[-m; n]-{0}
B) Df=R-(l;3) ; Rf=[-n;-2n]-{0}
C) Df=R-(2;3) ; Rf=[-2m; 2n]-{0}
D) Df=R-(-2;2) ; Rf=[-m; 2n]-{0} 0 1 3 X
E) Df=R-(-1;1) ; Rf=[-m; nt]-{0}

L]
L]
L]
Ll
L}
L]
L]
1
i
i
:
i i
i i
i 1
Lo\
I
I
i
)
I
i
i

A) y=2arccos(x+3)

11. Dada ]afunCiﬂn BJ }’=3£!l’(,‘ﬂﬂs(x-2}
2x -1 C) y=3arccos(x+2)
ix =3-arccﬂs( ].
= 3 D) y=3arccos(x+3)
calcule Df n Rf. E) y=2arccos(x-3)
A) [0;3] B) [-2;0] C) 10; 3n] 15. De acuerdo con el grafico, determine
D) [-2;x] E) [3; 3n] D
A(1-C)rB
12. Calcule el rango de la funcion .
3n 3 f(x)=A-arcsen(Bx+C)+D
f{x}=arcseon—1}+arccns{21-:!]l+-—2—- 5n ,
A) {m) B 2 O {3_“} 5k
: E3
D) 10} E) {3n}
. ]
13. Dada la funcion
f(x)=arcsen(2x-=1)+arccos(2x+1),
(x) i ix o 58
calcule Df U RE D) 2n B w2

368 J



16.

1.

18.

19,

Calcule el valor de

arcsen G J+ arctan(l) - arcsec2.

n n T
AT B 21 © 8

n T
D) 0 E) 5
Calcule el valor de
cnt(arcsen@)+ tan (arccﬂsf’f—g] i

10 5

Al B) 2 C) 3
D) 4 E) 5
Calcule el valor de

arccse(-2) +arcsec (-Ji ).

13n 1in r
A) 2 B) T2 C) 12

n 5n
AT B 12
Calcule

sec’(arctand)+csc “(arccot5).

A) 41
D) 44

B) 42 C) 43

E) 45

Reduzca la expresién

arctan(y/3 - 1) +arctan(J3 +1)+ arctan(2v3).

n
A) 3 B) n C) arctan(2)
Dy X
) = E) 0

21,

22,

23.

24,

25.

- CEEIlulu Xill: Funciones trigonométricas iNnversas

T w i ;
e 3
FAnd) y

NIVEL INTERMEDIO
Simplifique

senl(arcsec+/6)
sen(arctan5)

A) 1/4
D) 1

B) 1/2 C) 173

E) 1/5

Calcule
sec(arcsec(v6 +2) - arcsec (V6 -2)).

A) 2 B) 4 C) 172
D) 174 E) 1/8
Calcule cosD si

] 7
B=2-arccol —]+ l: [-—-J

- arctan 24
A) 0 B) 1 g |
D) 273 E) -2/3

Determine el valor de

5 7 sl 3
5l.'.'l'l"[i.'|lCCI’}:i ||—1 J+ Cs” [IHL'HL‘IIJ: }
V8 8

3
B) 1 C)

Nl

A) |l

ol | e

]
D) 1 E)
Calcule el valor de la expresion
1rr:$en(l JJ-I'm(amma[E J]
F 9/))" 3))

10 11
A) T B) 0

s5ec

C)

4
— E
D}ﬁ )

Y.
369
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26.

27.

28.

29,

370

Determirie el dominio de la funcién definida

por f(x) = arcsenx —arctan x.

o (b

E) ;1]

A) [0; 1) B) O; 1)

D) [0;1]

Si
a 3b c| =
arctan(;)+ a:ctan[T]+arctan(3J-— 2’

calcule 6ab+ac+3bc.

A) 30 B) 31 C) 32
D) 33 E) 34
Calcule
3-sen(2'arctein(—%)] 4-cos(2-arccot(-3))
5 7 4
e d
L E) =
D) 1

Calcule el minimo valor que asume la ex-
presion 2
[aresen x)* + m-arcsen x + b

3.

32.

-

; 2 =

o £k o
A) ] B) 3 ) 4
Calcule el valor de

4
1 ot
arcsen ('5' ) arccot(7) » p—; ( 5/)

— ey . 1] 4
arccsc ':5} arctan (? ) arcsen (g )
A) 1 B) 0 Q) 2
D) 3 E) -2
Si 1 = arcsen(—l-)-axcsen(ﬁdﬁﬂ.
]-E—EI.I'CCGSI— 2 : 4
calcule x.

543 543 o V3
B g 2

53

D) 5_‘@ E) _J_

6 4

. 2x :
Sea la funcién £, =an:Lan(]+ 3 ]deﬁnlda
X

para x > (. Determine su rango.

o] el ol

5t 7m _S_E]
D) <T+T] E) <TE? 2
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» Ecuaciones trigonométricas
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&; Definicion

Una ecuacion trigonométrica es aquella que
contiene funciones trigonométricas ligadas a
una variable angular y se cumplen para un con-
junto de valores angulares que hace posible la
igualdad original.

Ejemplos

* sen2x-cosx=]

*  sen’x-2senx+1=0

=1
* lanx+cotx=2

' cot’x-27=0

et

" tns"x—sen

B . . :
“ Ecuacion trigonométrica elemental
Yon ecuaciones de la forma

Donde
FT.: funcién trigonométrica (sen, cos, tan,
Col, sec, csc)
*:variable angular

:-'ﬁ. N: constantes reales (a = 0)
*Valor admisible

‘Capitulo Xiv

Ejemplos
- senx=]
. tan —_— =2
(‘” 4)
2x
*  COS—=—
1
. 2 -
COS X 2
) V3
. 2 e
sen( x+3J >

e seclx+1)=+2

8. Solucién de una ecuacién

trigonométrica
Es un niimero real que satisface la ecuacién tri-
gonométrica dada.

Ejemplos
e senxs= % - X= % es solucién de la ecua-

n_1
cién trigonomélrica, pues sen i

. tan(x+£]=l _ x=0, es solucién de la

& # ]
ecuacion trigonométrica, pues tan (ﬂ 1 )

371
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®: Conjunto solucién de una ecuacién
trigonométrica

Es el conjunto formado por todas las soluciones
de la ecuacidn trigonométrica dada.

Ejemplos

-n; 0; m; 2m; 37, ...}
soluciones

CS={..;0;m; 2m; .}e {nn};ne L

+  Sisenx=0 — IE{.I..;

itanx=1 — xe 4 4 e

\_4-.-,—i
soluciones
r 5r 9n rt]
- b —— e L [ = ] ;n z
CS {...,4. L } {mﬁ-d (S

®: Solucién general para una ecuacion
trigonométrica elemental

PARA EL SENO

prr e g

o "".'

51 senE—N —1- f

ﬂ-g-kﬂ-\

nn-ll-(-;l}"ﬁ! n e: z ; M

Ejemplos

. senﬁ:% - B=nn+(—1]”-g-;nel".

V2

. 5 2B=—— = o "E
en o 20 =nn+(-1) i
———+[ l}"n e?

6 v‘ri a
-5 =R e — ol = '-'[
o s & (1)

. 0 =3nn—(_])"§E
4

372

1.-
¥ .':...'-:' ™1 .:_.-.:‘-. 'l-..l.-a_.“_;_____,{__l-

PARA EL COSENO

"'}'— —

si m-‘ﬁ{ __.,r enznmt BneZ
donde cosp=N, tal ¢ que Be [0; 1:]

Ejermplos 2
1
. cns&:-z— — E=2ﬂni§,ﬂEI
o_13 EzznniE
ST L B 6

; E:ﬁmr:t—:-,nEZ

] (2“)
. == rn
cosdb = 5 — 46=2nt 3

am .
s B=—x—;nel
2 2- B

PARA LA TANGENTE

donde tanﬁ Ntal queﬁe{ gg)

Ny - . =

Ejemplos

* tanf=1 — B_:nrt+-:{-,nez

. tan[&—%):-.fg

n T
- B—E-=m:+-

3
v B=nn+?—n;nEZ
2
It
* tandf=-1 — 3EJ=;rm-E
nm =«
= _ T nel
3 12 ¢
"Ncm

Para resolver una ecuacion I gonurnétnca,
se debe llevar a su forma elemental y lueg?
aplicar C.T. o gréficas de funciones trigono-
- métricas para calcular las soluciones.

"' o 1
ey

GE



ﬂ% .Eﬁii-ﬁa‘:.u S S A RO A PRBBLEMAS RESUELTUS .

-

problema N.° 1 Reemplazamos en (1)

Halle el nimero
senzx.;.sem-ﬂ xe [0 2n]

de rafces de la ecuacién 3x =nn+(-1)" -E—

UNMSM 2009-11
x=1 +{ i}" -
Resolucion . b o
jevando a su forma elemental, aplicamos iden- s 8.G.= 3t (-1) jafineZ
tidad del &ngulo doble
9senxcosx+senx=0 Problema N.° 3
Resuelva la siguiente ecuacién trigonométrica.
Factorizando obtenemos
- enxcosx(2costx-1=1, xe (0,
senxcosx\2cos®x—-1=—,xe(l;=
senx(2cosx+1)=0 3 -
- senx=0 v 2cosx+1=0 Resolucion
Ty Del dato, tenemos
1
- senx=0 v cosx =-5iX€ [0; 2x] R o P MO
e e B
. ; sen2x cos2x
+ Sisenx=0 — x;=0,x,="7, x3=21 7
' 2
' I 2n 4n 2-sen2xcos2x==x2
A =—— =— X = — ; i
Sicosx 2—}x4 3 %= 3 ; 3

sendx = %; 4x e{0;2n)

Por lo tanto, la ecuacion tiene 5 raices.
Como sendx es positivo, entonces, 4x € IC v IIC,

analizamos en una circunferencia trigonome-

Problema N.° 2 trica.
Halle la solucién general de la ecuacién trigono- Y !
métrica 2sen3x — /3 = 0.
Resolucign
Del dato, tenemos

sendx = % _ oty
W =nn+(-1)"Bine Z n

; Del gréfico, se observa que sl
D 1 L v ax=r-g
NE] 5
senp=Y3. E[_E..‘E] _E _{_"_-_E}
3 Be[-3i3) = B=3% C5=122'21

373
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Problema N.° 4

Resuelva la ecuacién trigonométrica
2c052x+3cosx—2=ﬂ: x € (0; 2m)

e indique la mayor solucién positiva.

Resolucidn

Del dato, tenemos
2005 x+3c05x-2=0
2cosx -1
COSX +2

—  (2cosx-1)(cosx+2)=0

= 2cosx-1=0 v cosx+2=0
- cusx:% v cosx=-2;xe(0;2r)
Sicosx=-2 — xe€ ¢ pues-l<cosx<l

Sicosx= % por graficas de funciones

'r'al.

a| =
%
@ =Sy

e e

T ow A

374

o a g ' ey L B LN
Rt i e o o At .*:'-h:g;w-..____’_ .
PRVEER ol ) SR T, L e e S

}

Del gréfico
X —-E'x =-5-?"E
I'_'3'l 2 3

; o n
Por lo tanto, la mayor solucion es 3

Problema N.° 5

Calcule lamenor solucién positiva de la ecuacién
(senx—cosx)’+cos2x=senx-cosx; x € (0: 2n).

Resolucion
Del dato tenemos

cos2x

[senx—cusx]2+[:t:nsx-senr}{cnax-l-senﬁ:

=Senx-cosy
Factorizamos

(senx—cosx)(-2cosx-1)=0

Donde

senx-cosx=0 v -2cosx-1=0

tanx=1 v cgsx:_%
T 2n
- X=— X = —
£ =7 3

: T & n
Por lo tanto, la menor soluci6n positiva es T

ij
1

el s e i o anibl i e o B s



1

indique la secuencia correcta de verdad (V)
o falsedad (F) respecto a las siguientes pro-

siciones.
po 1

Ir -
L. 5isenx=—2- — xagessuluclén.

I Sitanx=0 — x=nmneZ.

4 .
NL.Sicosx = -?2 — x-=— es solucion.

4 6.

B) FVF C) Vv

E) FFF

A) VVF
D) FFV

Calcule la menor solucién positiva de la
ecuacién trigonométrica dada.

ESEDX—\E=U‘

BE -0

N 12

= oolA

D)

tila oA
)

Al resolver la ecuacion
(cscx-2)(senx+3)=0,

indique las dos primeras soluciones posilivas.

o w55 o sl

8.
T 3n T 51;}
D) {E ?} E) {12 12
Dada la ecuacion
X X
senXcosX | =
[ en 5 +cos 2]2 1,
halle x en <_ E; E) 9
2 2 ‘
A) % B) 2n C) 0
D) X 2
) 5 E) :

'lL-Ar..L

8.

A

__?nnBLEMAs PnoPUEsms

Halle la suma de soluciones de 1a ecuaclﬁn
Jcosx-1=0en (0: 2m).

ST m

AJ mi' B) 2 C) n
3n

D) & ‘ E) 2n

Al resolver la ecuacién

CDSEI = S-EI'IEI= SECEI = tElnEI,

indigue la mayor solucién negativa.

A) -n B) -2n C) —E

: 3
D) -3 E'.::l-'2

Resuelva la siguiente ecuacion.

cuszx—ﬂcnsxﬂan%:l];nez
A) {(2n+l}%} B) {(n+D)m} C) {2nn}

o 3]

Calcule el nimero de soluciones de
sen2x—senx=0en (0; 2m).

E) {nm}

C) 3
E) 5

A) 1 B) 2

D) 4

Resuelva |tanx|=5¢€ indique el nimero de

soluciones en (0; 2m).

C) 3
E) 5

B) 2
D) 4
375
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10. Resuelva la ecuacion

1.

12,

13.

376

sendx+sen2x=0 en (0; n).

2n n n 3n
Niziss --} [—:—:-—}
){3 2" 3 B) 42 4
™ K 5T
C}{E‘z‘ a]
n n 4rx n 2m 51
D){EE?} E){E'B'ﬁ}

Determine la solucién general de la ecuaci6n

{25&nx-J-]{lan x+1][sec x+?}

VYne Z
o e
B) {mt+(—l}"§}

o e

D) {nr: ¢ E}

E) {nr: ~=5)? —E—}

Si x| v x, son soluciones de la ecuacion

senxcos2x+cosxsen2x = E:
D<x;<xy < E, calcule X2,

3 b
A) 1 B) 2 C) 3
D) 4 E) 5

Calcule la diferencia de las dos primeras so-

luciones pasitivas de la ecuacién
2tanx=1-tany,

A) 3n B) % C) 2n

3n
bl n
D)3 E) 2

14. Calcule la suma de soluciones de la ecua-

15.

16.

17.

18.

A1

cion Emsz-;— 2sen’ % =1 en (0; 2m),

3=n

on 2n

D) n E) 2n

Determine el namero de soluciones de la
ecuacion

225en21_25enx= sec?45° en {0; 2m)

B) 2 C) 3

D) 4 E) 5

Si xy y x3 son soluciones de la ecuacion

csc2x—cot2x=tan’60% 0 < x; < Xy < 2m,

calcule tan (f?ii—xl)

A1l
D) 0

B) V2 C) -l

E) 2

Resuelva la ecuacién trigonométrica
sen(20n+8x)=sen(14n+6x)
e indique la menor solucién positiva.

n n
Py i .
) 3 B3 © i
3r T
D 4 E) 7

Resuelva la ecuacién trigonométrica dada
sendx +senx

cosdx +cosx
nnt w n nn E}
A) { E} B) {nr:+ﬁ} 0) {3 +3

o

=L Vnel



~ l:;iﬂi“'ﬂ" '—|.- v

la mayor solucién negativa de la

19- Cﬁ]CU]E "
ecuacion tﬁgnnométnca
2
X = fan ——

(sgn-;-'i"i:ﬂs'-J +cosx =tan 3

1in L, _5,E = 3_“
N—- P sy

in _EE
D) —% 4

. Calcule lasuma de soluciones de la ecuacion

n
taﬂ3x+lanx+tan4x tan3xtanx=1; x € (0; E)

lin n 5m
A5 B3 €8
5n in
D) T E) 3

NIVEL INTE!EIMEDID
2. iCuéntas soluciones tiene la ecuacion

Isenx]+lcos xl = v/2; x € (0; 2n)?

A) 0
B) 1
0) 2
D) 3
E) 4

2
;ZJE.'UIEIa suma de soluciones de la ecuacion
senx)+log(cosx) +log(4) = log(v/3);

IE{I];E)
5"

3 t
y) 3¢ .
nE s
4 )5 CJ?Z-
D)
E]_gff

. IIE -
hei s TN

oS L SRS e
T e LT T el )

23.

24,

26.

s | . :
- apitulo XIv: Ecuaciones trigonomeétri
e R . ricas

Resuelva la ecuacién trigonométrica
3cos2x-1=1 ( 2X
0| 2sen 5~ 1fxe(0;2n)

Calcule la suma de soluciones.

A) =— B) n C) 3n

2

D) 2n E) 4n

Resuelva la ecuacién trigonométrica

(senx+cosx)*=(csc®x—cot’)°
e indique la suma de soluciones en (0; 27).
C) 4n

A) % B) 2n

D) 5n E) 3n
Resuelva la ecuacion trigonométrica

[cosx(?cush—I)]2=cns4xcos2x
e indique la solucién general; V n € Z.

nn_ T e
w543 o e
o) {(EHH%]

E) {nn}

o {7}

Determine la solucion general de la ecua-

cién trigonométrica
tan(gf—f)ﬂaghlosﬁ vnel-
S
51
3nn  5m nn __}
4 '_2£ s} ! {2 i
o T
C) {nn+—-}
8
5n 2 +_5_].1'._}
D) {3mr+—8-} E) (2nm+ g
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21,

28.

" 20.

378

o b T R

Resuelva la ecuacién trigonomélrica

|
sen(2n+ x) cos® x +sen® xcos(3n+ x) = E;
T
ey
D<x 1

o 35 v i o lmE

E) {: 3;}

Resuelva la ecuacién trigonométrica
senSx=sen3x— ESEI'I-;—{:BS%; x € {0; 2m)

e indique el nimero de soluciones.

A) 0 B) 1 0) 2
D) 3 E) 9°
Indique la solucién general de la ecuacion

senx-tanb0%osx=s5en30°% Vne Z

A) {mc+( n“fﬁ‘ g}

B) {—— H}”LE}
C) {nr:+(— ]"—+--}
D) [ml:+{—r1}”£+ }

o {53}

Calcule la suma de soluciones de la ecuacién

2tanx  2cosdxcos3x—cosTx. -x € (0; 10,
l-tan’x Sen x
qu] 3 3n
n B) 2n C) —2-—
on
Wi E) n

3

34,

Db Ll ey A s s

Tiked | VLW

v 7 - "'- I.J-I.!"‘- s
i Lyl - Y et WO
SV ‘J":: .L“L" ﬁimm i

. Determine el nimero de soluciones de |3

ecuacion

3sen’ x (V5 +9)senx+3V5 =0; x € (0; 2n),

A) 0
D) 3

B) 1 (o))
E)

2
5
Calcule las dos primeras soluciones negativas
de la ecuacion

. b's xﬁ X
Senx +c¢54-:—2-=?+ sen?=

£
17n, 25=%
Al {"1_2“" 12}
9n. Tn
B) {_1_‘ 12}
n, 1lln
@ { 6’ s}
[_4_“._5_7‘}
-
127 .12

Calcule el niimero de ﬁluciﬁnes de la ecua-
cién \I'\}SECX+~.{§ +2= \Nﬁ;xe (0; 2r).

A) 0
D) 3

B) 1

31 x); x5 son soluciones de la ecuacion
log(tanx)+log(cot®x)=1 en (0; 2m),
calcule cos(x;-xy).

A1 B) -




| 35 Resue!va.la ecuacion trigonométrica

n(“+x]+cns(£+x]= 3 :
sen| = }
6 3 4[1-2sen2:‘é".]
vne L. ;

Halle la solucién general.

A) {nn+wgr] B) {ﬂﬁ*%}_ C) {nﬂ:ig}

D) {2nn+§} E) {%—’H%}

. ¢Cudntas soluciones tiene la siguiente ecua-

cion?
(cosx+cos2x)*=cos®x+cos®2x; x € (0; 2n).

A) 2
D)5

B) 3 C) 4

E) 6

. Calcule la suma de los valores de x € [0; 2x] -

que verifican la siguiente ecuacion.

2tanxsenx—2v3senx—tanx++3 =0

15n n > O
Ky = e 2 i
) 8 B) 3 0 5
D) E“. E) 1:331:

+ Indique las soluciones de la ecuacion
6 4 .
Sen“x+sen x+cosﬁx+cns4x=2; x € (0; 2n).

il S

39.

40.

41,

Resuelva la ecuacién trigonométrica

ox...%
sen—sen—= lCGEI—l

2 - 2
e indique la solucién general; ¥ n e Z.

A) {@n+1)n}

B) {2nn}
nmn

o {5

D) {nm}

b
E} [(2” +1) -2'}

Determine el nimero de soluciones de la
ecuacion trigonomeétrica

tanx+2+ l-tanx 9 en (0; 47).

l-tanx tanx+2
A) 0 B) 1 Q) 2
D) 3 E) 4

Calcule la suma de soluciones de la ecua-

" cién sec2xsecx=1; X & (0; 10m).

C) 15z
E) 18n

A) 8n B) 20n

D) 25n
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