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Presentacion

La realidad de la educacion en el Peru es hoy algo preocupante. Los distintos
esfuerzos provenientes del Goblerno no se ven reflejados en avances significa-
lvos en este aspecto. Las politicas educativas nos muestran resultados negativos
desde hace ya muchos anos. y es poco lo que los estudios y las propuestas han
logrado mejorar en las condiciones del sistema educativo; peor aun, permiten las
desigualdades a nivel socioecondmico en las zonas rurales mas algjadas del pais:
es decir, los estudiantes reciben una educacién de baja calidad y en condiciones
precarias.

En este contexto, los esfuerzos por aportar al desarrolio de la cultura y la
educacion en el pais seran siempre valorados. Es asi que, conscientes de esta
realidad, la Asociacion Fondo de Investigadores y Editores (Afined), a través
de su sello Lumbreras Editores, tiene como uno de sus objetivos contribuir al
desarrollo de la educacion; ello se cristaliza a través del aporte de los profe-
sores del Instituto de Ciencias y Humanidades, quienes han sistematizado 10s
materiales de manera didéctica gracias a su amplia experiencia docente que
garantizan un contenido de calidad y, sobre todo, siempre accesible a los sectores
populares, sumado a la presencia de nuestro sello editorial en distintos puntos del
territorio nacional. :

En esta ocasion presentamos el libro Aritmética-Algebra, perteneciente a la
Coleccién Compendios Académicos, publicacion dirigida al estudiante preuniversi-
tario, que constituye una herramienta atil para reforzar sus conocimientos gracias al
trabajo tedrico-practico asi como los problemas resueltos y propuestos mostrados
por niveles, que permiten una mejor comprension del tema. Este libro se constituye
en material de consulta no solo para alumnos sino también para docentes tanto de
los ultimos anos del nivel escolar como preuniversitario.

Finalmente, nuestra institucion reafirma su compromiso con la educacion y la
cultura del pais, contribuyendo en la elaboracion de libros de calidad, ademas de
promover el trabajo de investigacion, que nos permite acceder a una edycacion
cientifica y humanista; todo ello siempre al servicio de los sectores mas amplios de
nuestra sociedad.
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Razones Y Proporciones

Capitulo |

OBJETIVOS

Interpretar los resultados d

. e la com
O cualidad inherente en |o

Paracion de dos cantidades de una caracleristica
s objelos.
Reconocer Jas Propiedades que se cumplen en |

S ‘ as proporciones e igualdad de razones
geomelricas parala resolucion de problemas d

Uno de los conceptos matematicos que se utilj-
za en la vida cotidiana es la razén; por ejemplo,
los bidlogos lo utilizan para estimar e| numero
de peces que hay en un lago; primero capturan
una muestra de peces y marcan a cada especi-
men con una etiqueta inofensiva; unas semanas
después capturan una muestra similar de los
peces de las mismas areas del lago y determi-
nan la proporciéon de peces marcados, previa-
mente, que hay en la muestra nueva. Se calcula
que la poblacion total de peces con base en la
suposicién de la proporcién de peces marcados
en la muestra nueva es la misma que la propor-
cion de los peces marcados en el lago entero.

Suponga que el 1 de mayo los bidlogos r-nar'ca-
ron 300 peces, después regresan el 1 de junio y
toman una muestra de 400 peces, entre los que
habia 5 marcados. Calculemos el nimero de
peces que hay en el lago.

Sea x el nimero de peces en el lago. Se plantea
la proporcion

L
x 400
Se eslima que aproximadamente hay 24 000 pe-
ces en el lago.

e lavida cotidiana yenotras disciplinas.

® Razén

Es la comparacién que se establece entre dos
cantidades mediante las operaciones de sus-

traccion o division.
RAZON ARITMETICA (R.A))

Es la comparacion de dos cantidades mediante
la sustraccién.

Ejemplo

La edad de Ana es 36 anos y la edad de Brenda

es 28 anos; entonces podemos comparar sus
edades.

razon aritmética

—

L 36 anos-28 anos =8 aﬁoq

i

valordelaR.A. =

antecedente

consecuenle

Interpretacion

* Laedad de Ana excede a la edad de Brenda
en 8 anos.

La edad de Brenda es excedida por la edad
de Ana en 8 anos.

i
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RazoN geoMeTRICA (R.G.) |
Es la comparacion de dos cantidades mediante

la division.

Ljemplo
En un recipiente se tiene una mezela de 24 Lode
vino v 8 L de agua; entonces podemos compa-

rar los volumenes de vino y de agua.

raz0n weomaetrlca
it e

‘
antecedente «——— .!'I l.

consecuenle ’-‘LS_L—_]

valorde laR G e—n

Interpretacion
* La cantidad de vino es ¢l triple de la canti-
dad de agua.

* Las cantidades de vino y de agua estan en
larelacionde 3 a I.

* Lacantidad de vino es como 3 y la cantidad
de agua es como 1.

* Porcada 3 L de vino hay ] L de agua.

* La cantidad de vino es tres veces a la canti-
dad de agua.

* La cantidad de vino es dos veces mas a la
cantidad de agua.

En general

Razoén aritmética Razon geométrica

P B N |

A= |
b .

U—b =

donde

- a: antecedente

- b: consecuente

- ryRk:valores de las razones

12

X

“ |gualdad de razones geométy

ic
Llamada Lunbic¢n serie de razones ge as
s g Omey..
cquivalentes (SRGE). "“Llr,ca'i
Ejemplo
Tenemos las siguientles razones go
. » 0 g
cuyos valores son iguales, MElric,
40 30 15
T F g M
2 =9
Igualando tenemos
anlecedentes
40 _30 15 10
8 6 3 279
AL O
consecuenles
constante de
pn‘npmcitm.nlld.ud
. OBSERVACION - i
f Porasan W
- En laigualdad de 9 ra; : : N
gualdad de 4 razones 8Coméirigy, se

tienen 8 Iérminos que ocupan yn luga
kare

blecido., Sla.

|
|
|
I%%m, |
|

| ].l‘l térm. g 3_t.t G, 5“’térl1l
; 2°1ém. 4.%1ém, G."lérm-*s Oté
3 © O.7térm,
S

IGUALDAD DE RAZONES GEOMETRICAS
CONTINUAS

Ejemplos
4 8




PROPIEDADES DE LA IGUALDAD DE RAZONES
SEOMETRICAS

De laigualdad de razones geométricas de| eiém-
plo inicial

se cumple que

40=8x5
30=6x5
15=3%5
10=2x5

((antecedente)=(consecuenle)x(cteﬂ

2.
40+30+15+10 _ .
8+6+3+2 ’
40+30+15=5 -
8+6+3
suma de antecedentes :
=(constante)
suma de consecuentes
3 |
40x30x15=53 A
8x6x3

40x30x15x10 —gd —

; cte.
8x6x3x2

producto de antecedentes
producto de consecuentes

=(constante)”

n: nimero de razones que se multiplican

Capitulo I: Razones y proporciones

r . r
2 Proporcién
Es la igualdad de dos razones de la misma clase

y tiene el mismo valor.

PROPORCION ARITMETICA

Es laigualdad de dos razones aritméticas.

Ejemplo

Se tienen 4 recipientes de vino cuyos volimenes
son36L;28L;42L y 34L.

e N N "
42L

, Se observa que

L36-28=42—34 ]

donde
36 y 34: términos extremos

28 y 42: términos medios

Se cumple que 36424 = 42428
_‘,_J

%—r
sumade lérm.  suma de

extremos  lérm. medios
Tipos
a. Discreta

Cuando los términos medios son diferentes.

d: cuarta diferencial de a, by ¢

donde

b. Continua

Cuando los términos medios son iguales.

b: media diferencial de a y ¢

¢: tercera diferencial deay b

donde

13
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PRropoRCION GEOMETRICA

Fos L sgoaddadd odes lexs razoies Qoornetnie as

Lreseripsles
Ses
1O GO 120 iy 160 .

(
120 m

donde
= 40 y 60: términos extremos

= 60 y 120: términos medios

Se cumple que
40x160=120x60

Tipos

a. Discreta
Cuando los términos medios son diferentes.

donde
- d:cuarta proporcionalde a, by c

14

tiene las alturas de 1 oedificios que son de

b. Continua

Cuando Jos e, toecfie,. o,

an IL‘”'*I-
7 B
[ b (
| S

donde
- bimedia proporciona (. ay
L4

- cilercera proporcional e gyt
4

Propiedad de la proporcién geométrica

Ejemplo
249 _18_,
8 6

Se cumple que

2448 1846 _

8 6
24 _ 18 3
24-8 18-6 2
. 24+8_18+6__2
24-8 18-6
En general
Vo @ € ;
- Si —=—=k,
- b d
entonces
' a+b_c+dﬁk | |
b i |
a (3 kR J

a-b c=d k-1
a+bwc+d_k+l ;
i R e T !




problema N.° 1

Las cdades actuales de Marfa Alejandra v de
Fiorclla son @y b anos, respectivamente, pero
hace 3 anos sus edades estaban en la relacion
de 4 a 7. S dentro de 2 afnos estaran en la
relacion de 3 a 5, calcule a+b.

Resolucion

Colocaremos l0s dalos en el siguiente recuadro
pard visualizar los tiempos (pasado, presente y
futuro). Asi tlenemos

3 anos 2 .anos
.
Pasado Presente Futuro
.\Iapa %2 3x3
Alejandra _ .
Fiorella 7%2 ' 5%3

| ; i o aatiiis
Diferencia de 3x2 r: | CJ
| KZ | 2X3
sus edades ‘
s TSRS SR PR
| I
La diferencia de sus edades es
constante (por lo lanto, a una se le
multiplica por 2 y a la otra por 3).

el
|
L

Como ambas relaciones se han homogeneiza-
do, podemos multiplicar a cada una por una
misma variable. Asi se tiene

5 anos de dilerencia

+3
N .
Hace Dentro de
3 anos 2 anos
ks 8K=40 | 43=a | 9K=45

Alejandra |
Fiorella | 14K=70 | 73=b | 15K=T5 |

Planteamos la diferencia de edades (hace 3
afos y dentro de 2 anos) de Maria Alejandra.

9K-8K=5 — K=5

ProsLEMAS RESUELTOS

Por 1o lanto. la edad actual de Maria Alejandra €5

a=13y de Fiorella es h=73. Entoncces a+h=110.

Problema N.° 2

En un examen, se observo que por cada 5 pre-
guntas de malematica hay 9 de olros cursos, y el
lotal de matematica es tres veces mas que las
de Aritmética. «Cuantas preguntas lenia el exa-
men si eran 10 de Aritmélica?

Resolucion
Elaboramos el siguiente cuadro para colocar 105
datos

Examen
Matematica Otros
| 40=5 x® 72=9 x®)

‘“mﬁhh;ﬂ_____ac_.ﬂ+
\

" Estan en la
relacion de
5a9.

Por lo tanto, el nimero total de preguntas del
examen es 40+72=112.

Otra forma
Se sabe que el namero de preguntas es 10.
El namero de preguntas de Matematica es el

cuadruple o tres veces mas que el nimero de
preguntas de Aritmética, es decir, 4x10=40.

el nimero de el nimero de

preguntas preguntas
de Matematica _ \de otros cursos
5 ; 9 .
— ey e
5 x@= 40 9 x®=72

Por lo tanto, el total de preguntas del examen
es 40+72=112.

15
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Resolucton
Problema N.“ 3 Siphificanios 1os Consecuenteg |
I la suma de los I e,
Lii Ufsis projgsoere el 1A i 110 al Cuadradn la » Presion Barg . i Iy
fiprrdnees ex1rem -« Id v Jos termanos 1N _ T, :
tan en da rel de Va7 Halle Ja tercera di- r
rulaf ¢ e [ * T [
ferene ial de Jos WrTninGs meaies v o+ 120 ) vh' s 270) Jr 1 120
2 3 1‘;‘ i
Resolucion l
FEIE on Aarilmehca la st-
M 0 M PO | mea a* 4120 b+ 270 4+ AR
e ole Jos 1ermminees Xremos s kil N S 4 ) 9 ._‘_I_{_H_h
. K 3
de Jos terrinos miechios. Asl 1enermnos qut
L mairma Convenientemente multiplicame,< a tog
T s oy
' B X consecuentes por 30 vy obtenemaos 1
B = = T - o
- a?+120 b2 +270 448
s siafrun s A4 = = - —
N 120 270 480

Por data, los 1érminos medios estan en la rela-
Drﬂl)q" il’j. 1

Ahora aplicamos la propiedad de lag

cion de 9 a 7, entonces se cumple que
nes (al antecedente de cada razén |

Y +7u =6/ 4 € restam,
Yo +7u0 =64 su respectivo consecuente). Asj e liene Ay
1610 =064
e @ 120 20 b 270 270 2 e e |
0

| 20 270 |
Luego los términos medios serarn 12 70 % _

9%x4=36 y 7x4=28 i B i
120 270 480

2

Ahora calculamos la tercera diferencial de 36 y

28. En la proporcion aritmética continua, calcu- I _
Simplificamos y sacamos la rajz Cuadrag

lamos x (la tercera diferencial). ) ) a alog
términos de cada razon
lerminos iguales (continua) 2 :
[ a _bo_¢
36-28=28-x 49 16
36+ x =28+28
a b c
i —_— = —_—= = k 5 k:
x =20 5-3 1 constante
Por lo tanto, la tercera diferencial de 36 y 28
es 20. Por propiedad
dato
0
Problema N.° 4 G+b+f_§§hk_4
6 V2120 Vo420 a0 24344 9
20 30 40
donde a+b+c¢=36, calcule axbxc. S axbxe=(2x4)x(3x4)x(4x4)=1536

16
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Problema N.° 3

En una proporcion aritmética, la suma de los
términos extremos es 64 y los términos medios
estan en la relacién de 9 a 7. Halle la tercera di-
ferencial de los términos medios.

Resolucién

Se sabe que en una proporcién aritmética la su-
ma de los términos extremos es igual a la suma
de los términos medios. Asi lenemos que

La suma es 64.

' }
(O-60) =) -O)
)

La suma es 64.

Por dato, los términos medios estan en la rela-
cién de 9 a 7, entonces se cumple que

w+Tw=64
16w =64
w={4

Luego los términos medios seran
Ix4=36 y 7x4=28

Ahora calculamos la tercera diferencial de 36 y
28. En la proporcién aritmética continua, calcu-
lamos x (la tercera diferencial).

términos iguales (continua)

36-28=28-x
36 +x=28+28
x =20

Por lo tanto, la tercera diferencial de 36 y 28
es 20.

Problema N.° 4

g Va2 +120 V% +270 e+ 480
20 30 40
donde a+b+c=36, calcule axbxc.

16

Resolucién

Simplificamos los consecuentes ¥ lue

mos al cuadrado la expresion para e“miele\,a‘
raiz. nar |a

Va2 +120 _ b2 +270 V2 4es
2 D s

3

a®+120 _ b2 +270 2 4480

4 9 16

Convenientemente multiplicamos 5

todg
consecuentes por 30 y obtenemos S log

a®+120 _ b*+270 24480
120 270 480

Ahora aplicamos la propiedad de a5 Proporej
Cio.

nes (al antecedente de cada razon ks feStamo

su respeclivo consecuente). Asj se tiene 0s

2 1 2
a® +120 =120 _ b* +270 -270 2 480
- = = :—’4’8"

a® b2 _ c?

120 270 480

Simplificamos y sacamos la raiz Cuadrada a Jog
términos de cada razon

a_o_c
4 9 16
g=g=§=k; k: constante
Por propiedad
dato
a+b+c:§=k=4
2+3+4 9

axbxc=(2x4)x(3x4)x(4x4)=1536




NIVEL BASICO

La edad de Camila excede a la edad de Da-
nilo en 16 anos, y hace 5 anos la suma de
sus edades era 32 anos. ¢En qué relacién
estaran sus edades dentro de 7 anos?

A) 3a2
B) 9a5d
C) 7a4
D) 6ad
E) S5a3

Luis nacié cuando Fernando tenia 12 afnos.

Si las edades actuales de Luis y de Fernando
| estan en la relacion de 3 a 5, écuantos anos
tendra Fernando dentro de 12 anos?

A) 42 B) 52 C) 48
D) 60 E) 54

Las edades actuales de Carlos y de Roberto
estan en la relacion de 5 a 8, y dentro de 22
anos estaran en la relacion de 7 a 9. iCuéan-
tos anos tiene Roberto?

A) 16 B) 24 C) 32
D) 40 E) 30

Por cada S/.5 que tiene Angela, Brenda tiene
S/.2, y por cada S/.3 que tiene Brenda, Car-
la tiene S/.7. Si entre las tres tienen S/.455,
icuéntos soles tiene Angela mas que Carla?

A) 13 B) 12 Q) 15
D) 26 E) 18

La cantidad de programas que domina Ja-
vier es dos veces a la de César, y la canti-
dad de programas que domina César es dos

PROBLEMAS PROPUESTOS

veces mas a la de Marcos. (Cuéntos progra-
mas domina César si la cantidad de pro-

gramas que domina Javier excede a la de
Miguel en 20?

A) 12 B) 9 Q) 15
D) 6 E) 18

En una reunién, el nimero de varones que
bailan y de mujeres que no bailan estan en
la relacion de 5 a 7: ademads, el nimero de
mujeres que bailan es dos veces mas al nu-
mero de varones que no bailan. Si hay 128
mujeres més que varones, (cuéntas muje-
res hay en la reunién?

A) 142 B) 184 C) 264
D) 224 E) 288

La cantidad de horas dictadas por los pro-
fesores Alex, Johnny y Gerardo durante la
semana es de 140 h. Si la cantidad de horas
dictadas por Alex y Johnny estan en la rela-
cién de 2 a 3, y la de Johnny y Gerardo es de
4 a 5, respectivamente, (cuantas horas dicté
Johnny durante la semana?

~

A) 40
B) 48
C) 75
D) 60
E) 54

De una mezcla de agua y de vino que con-

tiene 336 L, se extraen 105 L, de los cuales
75 L son de vino. (Cuéntos litros de agua se
deben agregar para que la relacién de agua
y de vino sea de 2 a 3?

A) 36 B) 44 C) 30
D) 40 E) 24

17
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]

10.

11.

12.

13.

18

Dos méviles (A v B) parten al encuentro
de dos ciudades distantes de 420 km, con
velocidades que estan en la relacion de 7
a 3, respectivamente; luego de cierto tiem-
po se encuentran separados 80 km des-
pués del primer encuentro. En ese instante,
<cuanto le falta al movil A para llegar al otro
extremo?

A) 70 km
D) 40 km

C) 60 km
E) 80 km

B) 50 km

En una proporcién geométrica continua de
constante entera, la suma de términos es
150. Calcule la diferencia de los términos
extremos.

A) 72
D) 86

B) 80 ) 90

E) 96

En una proporcion geométrica continua de
constante entera, la suma de antecedentes
es 24 y la suma de extremos €s 20. Calcule
la medida proporcional.

A) 6
D) 8

C) 12
E) 15

B) 10

En una proporcion continua, los términos
extremos estan en la relacion de 4 a9. Halle
la media proporcional si la suma de los tér-
minos diferentes es 57.

A) 12 B) 15 C) 18
D) 21 E) 24
Si E ... = 2 - k, calcﬂlg a+b+c.
a b c¢ 162 ;
A) 60 B) 78 C) 76
D) 64 E) 8l

14.

15.

16.

17.

calcule a+b+c+d. :

A) 125
D) 97

B) 91 9 11

E) 107

NIVEL INTERMEDIO

Una competencia se inicié con una
minada cantidad de personas Gl detey.
bres y mujeres. Luego, 8 mujeres Sa]ﬁomﬁ
de la competencia, quedando 2 honl:)m
por cada mujer. Finalmente se retjray, res
hombres y quedaron 3 mujeres poy 0“20
hombre. {Con cuantas personas se inic;da
competencia? bla
A) 40 B) 44 0 50
D) 48 E) 52
UNMSM 2007-,
a c e .
5i L =5 ===k, adems
b d [ -
a?+ct+2e* 3atc-e _
p2rdi+2f? 3b+d—-f
calcule k.
A 3 B) 4 C) 5
‘D) 6 E) 7
Si

« 3a es la media diferencial de 57 y 39
« 32 es la tercera proporcional de 2bya
« ¢ esla media proporcional de ay b

calcule a+b+c.

C) 32
E) 30

A) 24
D) 28

B) 48

4—4
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18. Se lienen dos barriles de vino de distintas

19.

20.

21.

calidades; uno de 80L y el otro de 190
/Cuantos litros se deben intercambiar de

manera que ambos resulten de | misma-

calidad?
A) 48= B) 36 ) %
D) 32 \ E) 40

Un recipiente contiene 60 L de mezcla de
agua y de vino, cuyos volimenes estan enla
relacion de 2 a 3, respectivamente. Luego se
extraen 20 L de la mezcla y se reemplazan
con n litros de agua para que los voliimenes
de agua y de vino estén en la relacién de 7 a
4. Calcule el valor de n.

A) 28 B) 30 C) 26
D) 24 E) 40
La razén aritmética de dos nimeros es a la

razén geométrica de los mismos como el
menor numero es a 3. Calcule el mayor ng-
mero si la suma de los nimeros es 65.

A) 26
D) 40

B) 30 C) 39

E) 44

Se tienen cajas que contienen 20; 20 y 10 fi-
chas entre rojas y azules. Si todas las fichas
de la ségunda caja se pasaran a la primera,
la relacion de las fichas rojas y azules seria
de 3 a 2; pero si de la tercera caja se pasa-
ran todas las fichas a la segunda, la cantidad
de fichas azules seria la mitad de las rojas.
¢Cuantas fichas rojas hay en la segunda caja
si en total hay 20 fichas azules?

A) 6
D) 12

B) 10 C) 14

E) 8

Capitulo I: Razones y proporciones

22. A una fiesta concurren 360 personas, entre

23.

24,

25.

hombres y mujeres, asistiendo 5 hombres
por cada 4 mujeres; después de 3 horas se
retiran igual nimero de hombres y de muje-
res; quedan entonces 3 hombres por cada 2
mujeres. ¢Cuantas parejas formadas por un
hombre y una mujer se retiraron?

A) 40 B) 80 C) 60
D) 30 E) 20
UNMSM 2008-11

Los radios de la Luna y de la Tierra estén en
larelacion de 3a 11, y el didmetro del Sol es
igual a 108 diametros terrestres. (Cudl es la

razén geométrica entre los radios de la Luna
y del Sol?

A) 1/36
D) 1/396

B) /1 C) 1/360

E) 1/108

En una proporcién geométrica continua de
constante no entera, la suma de los térmi-
nos medios es 12 y la diferencia de los tér- -
minos extremos es 5. Calcule la suma de los
términos extremos.

A) 10
D) 13

B) 1 C) 12

E) 14

En una igualdad de tres razones geométricas
equivalentes continuas, las sumas de los an-
tecedentes y de los consecuentes son 1332
y 999, respectivamente. Calcule la suma de

los términos extremos de la igualdad de ra-
zones.

A) 756 B) 766

D) 829

C) 888
E) 819

19



26. Sear > 1.2
| ~a "-_J-,_S’j—;_, . g=b+cC |=r
"iHSJ:.'.'“'l‘ M -¢
H el alorder
5 C 4
) 4 ! n 3
- o B' E] 10
D) 2 UNMSM 2013-1
T % — _2 bl gemasa+c=H0.
# a2 b ¢
calcule a+b-c.
A) 4 B) 5 E)f ?2
D) 10
 a+b _b-c 0% o g.c=360.
855 B
calcule g+b+c.
A) 60 B) 84 O 3;
D) 66 E) 7
29. Sise cumple que
Va?+25 Vb?+36 V' +49
0 12 14

ademas a+b+c=>54, calcule a-b.

A) 210 B) 280 C) 350
D) 270« E) 360

30. En una igualdad de tres razones geomé-
tricas equivalentes continuas, la suma de
antecedentes es 666 y la suma de conse-
cuentes es 888. Calcule la diferencia de los
lérminos extremos.

A) 216
D) 222

B) 168 C) 240

E) 444

31. La suma de las razones de una igualdad de
Cuatro razones geométricas continuas es
4/3. Calcule el cuarto término si la suma de

consecuentes excede a la suma de antece-
dentes en 320.

20 :

32

33.

35.

A) 36 B) 28

D) 40

Se tienen tres cilindros de ag,,, o
lgmenes estan en la relacion ge o
respectivamente. Se traspasan il 5’3
cilindro al segundo y luego de| ] e,
lercero; la nueva relacién de v Olum .

9: 3y 5, respectivamente, Calcule Ve

men al final del primer cilindro s; 5@ -

tra
saron en total 140 L. SPa
A) 48L B) 52L Q) 60
D) 32L E) 441
Si se cumple que
a _99_ c_2 y a-b=d-c,
2% b 40 d
calcule a+b+c+d.
A) 124 B) 264 Q) 196
D) 176 E) 216

En una proporcion geométrica continua, g
producto de antecedentes es 216, g pre:
ducto de consecuentes es 486 y |a suma de
los términos de la primera razén es 30 ¢Cudl
es la suma de los términos de |a segunda
razén?

A) 45

B) 35
D) 55 '

C) 50
E) 65

Si se sabe que el producto de los cuatro
términos de una proporcién geométrica
continua es 810 000 y la suma de extremos .
excede a la suma de antecedentes en 20,
calcule la diferencia de extremos.

A) 76

( B) 32
D) 40 _

C) 88
E) 36




"

= Promedios

OBJETIVOS

particular.

.

Una consecuencia del progreso, frecuentemen-
te olvidada, pero de transcendentales proyec-
ciones, es el aumento de la expectativa de vida.

Cuando se habla de expectativa de vida, gene-
ralmente se refiere a un promedio. Se toman los
anos de vida de los pobladores de un determi-
nado lugar, se suman y se dividen entre el ng-
mero de estos. Los que mueren muy j6venes ba-
jan el promedio y los que mueren muy viejos lo
suben. Se trata de un promedio aritmético que
no refleja necesariamente la realidad; por lo ge-
neral los que pasan una edad peligrosa viviran
mas de lo que indica el promedio, aun asi las
cifras empleadas para el promedio de vida son

validas para las comparaciones y un indicador
del progreso.

Por ejemplo, la expectativa de vida en EE. UU\.’en
el afo 1850 era de 38 anos y en 1900, gracias al
progreso de la bacteriologia, subi6 a 48 anos. En
+ 1950 ya estaba en 67 y hoy pasa de los 76 anos.

Capitulo 1

Aplicar las propiedades en Ia resolucién de problemas que se plantean.

Otros paises avanzaron mas despacio y en
la mayor parte de Latinoamérica en 1940 no
llegaba a los 40 afos; hoy pasa de los 60 afios.

®: Promedio

Dado un conjunto de datos, el promedio es una
cantidad que representa a dichos datos, el cual
debe estar entre el menory el mayor de los datos.

Ejemplo

Dados los siguientes datos sobre las notas de un
alumno: 12; 15; 16 y 18.

(promedio) = 12“5:16“8 =15,25
Se cumple
menor : mayor
( Al )< (promedio) < ( ke ]
| | }
12 15,25 18

21
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MEDIA ARITMETICA O PROMEDIO ARITMETICO

(MA)

Es el promedio mas utilizado. El célculo se rea-

liza de la siguiente mancera:

(suma de datos)
(cantidad de datos)

(

En consecuencia

.I sumade) — cantidad)
( datos ]_ MAx[de datos

|
L

Ejermnplo
Calcule la MA de los siguientes dalos.

a. 10;15; 13y 20

b.

VA= IO+15;I3+2O=]4‘5

8 11;14; 17 y 20

8+H+l4+17f'+13.'0_1.|4
= =

A

]

Se observa que los datos estan en progre-

sion aritmética (P.A.)

8 11; 14; 17; 20
WA NAN NS
3 3 3 13
— 8+20
A= =14
2
NotA ——-——
Sean los datos ay; ay; as; ...; a, que estan

en progresién aritmética (P.A.): entonces
aq +a,

MA =
2

MEDIA GEOMETRICA o PROMED,
(mG) VoK
Es un promedio que Permite
la tasa de crecimiento,

QMETHrQQ ?

ca!cular el -
lce

cantidad

W — de dato
S

Ejemplos
I. Calcule la MG de los SiSUienles diat
Os

a. 8§ 27y125

W=38x27x|25:30

b. 6;12;24y48

W=46x12x24x48-_-16|97

2. La propagacnon de la poblacién de bagy
rias en una ciudad anualmente ep los ulf
|

mos cuatro anos se muestra en e} cuadro

Afo

Calculemos el crecimiento anual Promedio

MG = 4(2%)(4%)(8%) (16%)

MG=5,66% aproximadamente

MEDIA ARMONICA O PROMEDIO ARMONICO (MH)

Se calcula de la siguiente manera:

(cantidad de datos)
(suma de inversa de datos) J

MH =




Ejemplo
Calcule la MH de los siguicntes daltos.
a. 6,10y15
— 3
MH = T 9
- - t—+
6 10 15
b. 20;15;12y30
— 4
MH = T 1.1 i=I?’.I4
20 15 12 30
PROPIEDADES

1. - Para un conjunto de datos no todos iguales

se tiene

(W>‘%>W]

9. Paraun conjunto de datos iguales se tiene

[M=m=mj

3. Para dos.cantidades (a y b) se tiene

MA MG MH
| b |' :l 2axb
| a+ | |

T2 | Y| avb

Ademas

W_AxW=W2J

{ (ab)? =4(1A* - c?)

1

)

Capitulo Il; Promedios

¥ Variacion de la media aritmética (AMA)

[aumento y/o disminucién]
AV = en la suma de datos

cantidad de datos
Ademas
promedio |_ prlor.mledio AT
final inicial
Ejemplo

El promedio de 5 nimeros es 16, luego se au-
menta a los tres primeros nimeros dos uni-
dades a cada uno y se disminuye al resto una
unidad a cada uno. Calcule el nuevo promedio.

Resolucién
Sean los nimeros a; b; c;d y e.

promedio) a+b+c+d+e
_— =—-=16
inicial 5
Luego aibiesdye
A
+2 42 42 -1 -1
&m=3(2)+2t_])=0,8
5
Por lo tanto
promedio £ prpr.rlfedlo A VA
final inicial
" | |
(pmme -'°)= 16+ 08 = 168
final

% Promedio ponderado
Sean

Datos: ay; ay; ag; ...; a,

Pesos: Py; Py; Ps; ... P,

(
“ promedio ]_ axP+ayxPy+agx Py+..+a, x B,

ponderado ) P+P;+Py+..+P,

23



Lumbreras Editores
Ejernplo ' i
4vi irde A haciaB
Ejemplo otas de un estU Un movil para recorre cop,,
ge muestra en el cuadro lasn, locidad de 920 km/h y de regreso (de g b Nay,
diante de 1a Facultad de Medicina. lo hace con una velocidad de 30 km, ; Cig A |
curso Nota N de créditos la velocidad promedio. : alcme {
e ., p | .
Matematicas L By o _———t |
giologial 18 . J—— | e
| DIONOBIS  cccnnspusssmmmonef 5775 | e"ene |
R N | -
‘Redaccion 13 ,/Z_,,.J /—\
| Regakaoh, o —
— A
Calcule su promedio ponderado. =gt d
A ____\\“‘\
promedio _12x4+16x5+14x4+15x2:14‘26 \_//B
[ponderado 3 445+4+2
30 km/h

® Velocidad promedio

Se observa que los espacios que recorre e ; |
y de regreso son los mismos; entonces ]e Ida h
locidad promedio es la MH de las vﬁlﬁcida ve.

90 km/h y 30 km/h. Ades |

[velocidad)_ (distancia total recorrida)
promedio (tiempo total)

Ademas, para espacios iguales se cumple que [velocidad] 2
. |==——=24k
(veloadad i promedio ) 1 % 1 m/h
promedio = velocidades 20 30

25 : Por lo tanto, la velocidad promedio es 24 k h
m

24



problema N.° 1

Si la VA de dos numeros es 175y la MG de los
mismos numeros €s 510, calcule el mayor pro-
medio de los numeros enteros comprendidos

entre dichos numeros.

Resolucion
De los dalos se tiene

=== a¥D
MA =
f 2

=175 —» a+b=35

MG =Jab=510 - ab=250
Donde a y b son los numeros enlteros y positivos

- a+b=35 A a-b=5-5-2-5
{4 |

25 10 25 10

‘Luego calculamos el mayor promedio, es decir,
el promedio aritmético de todos los numeros
enteros comprendidos entre 10 y 25; entonces

. ]os numeros son

1:12,13;14;...; 2L, 22:23; 24

24-10=14 nameros

En consecuencia

__11+l2+l3+l4+...+23+24
N 14

2 124 35

prs 2 2

S|

N

Por lo tanto, el mayor promedio de los 14 nime-
ros comprendidos entre 10y 25 es 17,5.

ProBLEMAS RESUELTOS

Problema N.” 2

La MA de 5 nimeros enteros €s 13. donde dos
de ellos son 2y 6. El resto forma una proporcion
geomélrica continua. Calcule la MG de dichos
nmeros restantes si estos son impares.

Resolucion
Sean a: b: c;d y e los numeros, pero como dos

de ellos son 2 y 6, entonces sean a=2 y b=6.

Ademas
2+6+c+d+e:13

MA =
5

entonces
2+6+c+d+e=65
c+d+e=57

También se cumple que ¢; d y e forman una
proporcion geométrica continua; entonces s€

tiene
c d
—=—=k Se sabe que
d e c,d yeson
ek’ ek impares, entonces
—=—=k k es impar.
ek e

Como c+d+e=57, reemplazamos
ek*+ek+e=1x57

e(k*+k+1)=1x57

T |

De donde
{e:l A k=T

d=ek=7 A c=ek’ =49

Por lo tanto, la MG de 1; 7y 49 sera

31749 =313 =7.

25
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Problema N.° 3 '
U'n mosquito recorre los lados de un pohgor:.?
regular con velocidades de 40 cm/s; 838 cm’f‘.
15.4 cms; 238 cmys; .. 2350 ems. Calculej .la ve
locidad promedio que el mosquilo recorrio.

Resolucion . _—
Se sabe que cuando los recorridos son iguales,

se cumple

l 4 - —
f ( velocidad J= W cctsctiic

’Lpromedio

Entonces calculamos la MH. porque el mosquito
va a recorrer los lados de un poligono regular
(lados iguales). Se tiene

nuwmero
de lados

( numero de J

_— velocidades

S B N
40 88 154 238 ° 2350

i (nimero de lados)

| 1 1 1 1
——+ + + +ot
(dx17

Los primeros factores tienen la forma de 3K+2;
donde X indica e] lugar que ocupan. En conse-
cuencia, para que 3K+2=47 entonces K=15; lue-
go hay 15 velocidades O’'también podemos decir
que el poligono tiene 15 lados. Ahora se tiene

26

T |
5%8 " Bx11 " TTx1g*

o
Q -

X J—
= r

14 x 17 W,
Convenientemente "”U“iplican-.OS . 3
merador y al denominadoy Or 3 ;

B 3x15
I‘WH__B_—+ 3 P 3 p 3
x8 8x11 lIx14 4x75++_3
N

SUma notabe 47 XS{]
—=_3xI5 3xl15
MH:l T 9 =250
5 50 50

Por lo tanto, la velocidad prom

= r
el mosquito es 250 cm/s, €Cory,

Problema N.° 4

En un salén de clases, e] 25% de Jos estudi
tienen 15 anos; 2/5 del resto tienen 13 af
27 restantes tienen 11 afjos. Si entran lue
tudiantes, cuya suma de edades eg g3
el promedio de edades de tod

amEs

Os y |05
go3 85

; calcule
0s log estudianles

Resolucion
Con respecto a los estudiante
hay en el aula, sea 20K e] total inicia|; €ntonceg

. [ n-°de estudiantes ) 1
(C!ue tienen 15 aﬁos)‘ 25%(20K)= 720K)=5¢

n.° de estudiantes 2
(que tienen 13 aﬁos)ﬁ_sh S%‘s}% =6k

. [n." de estudiantes

que tienen 11 aﬁos]:mK-SK—sK: K =21

el resto

— K=3

S que inicialmeme H

i




Capitulo Il: Promedios

Colocamos estos datos en la siguiente tabla:

Estudiantes  Estudiantes Estudiantes

_ Total
de1Sanos de13anos de 11 afos

NUmero de i AR S ;_-—__'“h“_ _ﬂi__'
== - . = i (=60 |
estudiantes ] SK=15 6K=18 | 0K=27 |20h 60 |

mA B I .. ..
"""" | NG [ TPy e D S |
Suma de { | | |
0-x |
edades | I5x15 1 18x13 | 27x11 ‘ x_

Observacion

La suma de las edades de todos los grupos
debe ser igual a la suma total de las edades.

Calculamos la suma de todas las edades
15%15+18x%13+27%11=756

Ahora, como llegan tres estudiantes més cuya suma de edades es 63, entonces

[ nuevo )_756+63 819

=—=13
promedio) 60+3 63

Por lo tanto, el nuevo promedio de las edades de los estudiantes es 13.
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ProBLEMAS PROPUESTOS

1.

NIVEL BASICO

Si la edad promedio de 20 mujeres €3 16,5

y la de 30 varones es 18 anos, ccudl serd la
edad promedio de todas las personas luego

de 6 anos’

Q) 23
E) 24,6

A) 17 B) 174

D) 234

La media aritmética de dos nUmMeros esldy
su media geométrica es 12. Calcule la dife-

rencia/de dichos nUmMeros.

4 C) 16
E) 10

A) 12
D) 18

B) 15

El promedio de ocho ndmeros es 2n. Si el
promedio de tres de ellos es n/3, icual es
el promedio de los otros cinco?

C) 3n
E) 5n

A) n B) 2n

D) 4n

El producto de dos nimeros es 64 y la
suma de sus raices cuadradas positivas
es 6. Calcule la media armoénica de dichos
nameros.

C) 23/5
E) 47/5
UNMSM 2010-1

A) 64/5 B) 32/5

D) 42/5

Un tren recorre la distancia que separa dos
ciudades (A y B) a una velocidad de 80 km/h
de ida, pero de regreso a 120 km/h. (Cual es
la velocidad promedio del recorrido?

A) 100 km/h
B) 110 km/h
C) 105 km/h
D) 96 km/h
"E) 98km/h

28

D)9

[<=N

10.

X

s

El promedio arilmético de |as "
ocho personas es 30. (Cudl es |5 o adeg de
ma que podria tener una de e]|ag Siad May;.

es menor de 28 afnos? m“&una
A) 44 B) 38 O 3
D) 40 E) 45

La edad promedio de 20 persongag ha
anos fue 19 anos. Si en dicho 8rupo ha -
gemelos, {cudl es la minima edad que
den tener si nadie tiene mas de 267

y dQs
Pue.

~

A) 5 B) 6 Q) 8

E) 10

El promedio geometrico de 10 nimeros eg 4
y el promedio geométrico de otros 5 Nime.
ros es 32. Calcule el promedio geométy -
de los 15 nimeros.
=,"
'C) 8

E) 10

A) 6 B) 7

D) 9

La MA y la MH de dos nimeros estan
en la misma relacion que los numeros
16 y 15; ademas, la razén aritmética de
dichos nimeros es 24. Calcule la suma
de los niimeros.

B) 80 +“C) 108
E) 98

A) 96
D) 72

El promedio de notas de 30 alumnos en el
curso de historia es de 52. Si 6 de los alum-
nos tienen un promedio de 40, ¢(cual es el
promedio de los restantes?

A) 46 B) 58 C) 48
D) 55 E) 50
UNMSM 2008-11



1.

12.

13.

14.

15.

El promedio anitmético de 40 numeros e
16. Si a 30 de ellos se les anade 5 unidades y
alos restantes se les quita 3 unidades, <.(‘u£s.l
es ¢l nuevo promedio aritrmético?

A) 1T
D) 19

B) 18 C) 185

E) 19,6

El producto de la media armonica y de la
media aritmética de dos nimeros enteros es
igual al cuadruple de la media geométrica
de ellos. Halle el producto de los nimeros.

A) 12
D) 25

B) 16 C) 18

E) 36

El promedio arménico de tres nimeros im-
pares consecutivos es 6,6083... Calcule la
media aritmética del triple del menor y del
doble del mayor de dichos nimeros.

A) 12
D) 16

B) 15 C) 155

E) 16,5

NIVEL INTERMEDIO

En un aula de colegio se observé que el pro-

+ medio de notas de las mujeres es 18 y de los

vvarones es 16; ademas, el promedio de las
notas del total de alumnos de dicho colegio
es 17,25. {Cuantas son mujeres si en total
hay 40 alumnos? '

A) 20
D) 18

B) 25 C) 15

E) 22

La edad promedio de cuatro hermanos es
12,5; ademas, las edades promedio de los
dos menores y de los dos mayores estan en
la relacion de 2 a 3. Si las edades de dichos
hermanos son cantidades enteras y dife-
rentes, {qué edad méaxima puede tener el
mayor?

16.

17.

18.

19.

Capitulo Il: Promec s

A) 8
D) 15

B) 10 C) 12

E) 18

LI promedio armonico de cinco nimeros es
20 y de otros siete numeros es 28. Calcule
promedio armoénico de estos doce nimeros.

A) 24
D) 40

B) 48 C) 32

E) 42

La edad promedio de un grupo de personas
es 16 anos; pero si a esle grupo se unieran
dos personas, cuya edad promedio es 18
anos, el nuevo promedio seria 16,16 anos.
¢Cudl sera el nuevo promedio de edad si del
grupo se retirasen tres personas, cuyo pro-
medio de edad es 15 anos’?

A) 15,92
D) 17,2

B) 16,15 C) 16,7

E) 16,348

El promedio de estatura de 120 estudiantes
de un colegio es de 1,54 m. Si la estatura
promedio de todas las mujeres es 1,50 m
y el promedio de todos los varones es 1,60,

tcudl es la diferencia de la cantidad de mu-
jeres y varones?

A) 10
D) 24

B) 15 C) 20

E) 30

Un motociclista ha recorrido los tres lados
de una pista triangular con velocidades de
60 km/h; 30 km/h y 20 km/h, respectiva-
mente. Calcule la velocidad promedio de su
recorrido sabiendo que la pista triangular es
equilatera.

A) 30 km/h
D) 37,5km/h

B) 36,6 km/h C) 42 km/h
E) 40 km/h
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95, Lamedia geomeétrica de Cuatrg -
1045 y su media aritmética e 55,4me’°s .
la media aritmética de tres de ol o

a canlidad de

observa q 4e tumbe:

a cantidad l
equipenos €s €

20. Cn un paseo s¢
piuranos ¢s ol 75% de |

C
| Os s 'JIQ
sinos, v las cantidades de ar

. e la media eométrj A al‘)l
de los nortenos. Si1as edades promedlo :1(;, g/gu g "y estos,&:‘
50% de los 1 et '
fkc)l{:'lJos piuranos, tumbesinos Y arequu:)-eno'sl S
21y 8 ar ectivamente, ¢Cud
i a“‘:- r:ie:-plc‘das las personas? A) 17 B) 15,5 -
3 0
es la edad promedl s o
14 C) 15 K |
A) 13 B) e SMQD(IS-I
D)

26. Un trailer para repartir cementq alas

ili ferre,
rias utiliza normalmente sus 12 Harig ;

21. Sila VA de dos numeros excede en una

s . ; .
unidad a su MH, calcule la diferencia ji_g los R ——.y oy s Pary
' biendo ademas que su MG de N a Seman,
nume‘ros sa [en e tuvo que utilizar sus 4 llantas de fepueg
los mismos nirmeros es 4v15. ¢{Cuél es el recorrido semanal Promedq 4 :
e
A) 6 B) 4 C) 12 cada llanta?
‘D) 8 E) 10
A) 360 B) 240 C) 120
22. Sila MH de los K nimeros de la sucesion D) 420 B) 300
2:6; 12; 20; 30; ... es 11, calcule el mayor pro-
medio de los dos mayores nimeros. 27

. Las medias aritmética y arménica de treg

9 100 nimeros son 14 y 72/7, respectivamente.
A) 84 B) 96+ o 1S Halle el menor de ellos si se sabe que sy
D) 110 * media geométrica es igual a uno de Jos na-

23. La MH de dos nimeros es igual a la mitad HIGHIS,
del nGmero mayor, y la MA excede a la MH
en 24 unidades. Halle la diferencia de los A) 10 B) 12 C) 8
dos nimeros. D9 . E) 6
A) 72 B) 96 C) 48 " 98

. Para la produccién de zapatos por campana
escolar se-distribuy6 la produccion entre las
empresas A, By C en forma proporcional a

D) 60 E) 84

24. La media geométrica de un niimero de tres

. ) i 2,3y 5, respectivamente. Si dichas empre-
cifras y otro de dos cifras es a la media arit- ” ' s 3 g
meética de las mismas como 5esa 13. Calcule Sa pro HERR 3_0’ 80'y 40 pares de zapa 0_
la suma de ambos ntimeros si son los ma- por dia, respectivamente, calcule la produc-
yores posibles. cion media de una empresa por dia.

A) 1024 B) 1014 C) 1008 A 40,27 B) 4363 °C) 42,36

D) 1012 E) 1086 D) 40,50

E) 47,23
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29.

30.

31.

2.

La edad promedio de cinco hermanos es
18.8: de los cuales los varones son trillizos
y las mujeres son mellizas, y todos son ma-
vores de edad. Calcule el promedio de las
edades de dos de los varones con una de
las mujeres.

A) 56/3
D) 47/3

B) 49/3 C) 53/3

E) 383

De treinta invitados, ninguno tiene menos
de 15 anos. ¢Cudl serd la maxima edad que
2 de ellos pueden tener para que el prome-
dio de edades (considerando las edades de
todos los invitados) sea 18 anos?

A) 50anos B) 36anos C) 40anos
D) 70 anos E) 60 anos
UNMSM 2009-|

Una hormiga recorre el perimetro de un
poligono regular por una vez con velocida-
des de 3; 15; 35; 63; ... m/min. Al calcular la
velocidad promedio de la hormiga sobre su
recorrido se obtuvo 35 m/min. Calcule el nd-
mero de lados del poligono regular si solo
recorrié una vez cada lado.

A) 17 B) 16
D) 14

C) 15
E) 18

Se tienen cinco numeros y ninguno es me-
nor que 54. Si la media geométrica de los
cinco numeros es 108, halle el méximo va-
lor que puede tomar uno de ellos.

33.

3.

35.

- A) 50

Capitulo Il: Promedios

A) 1728
D) 1360

C) 128
E) 1100

B) 1258

En la secciéon de Acabados de una empresa,
para hacer los ojales se distribuyd la
produccion en dos partes iguales: las
maquinas A y B. Se sabe que en 1h la
maquina A hace ojales a 5 camisas y B a
7 camisas. Halle la cantidad promedio de
ojales de una maquina en una hora si cada
camisa lleva 6 botones.

A) 30
D) 35

B) 24 C) 28

E) 22

Los promedios aritmético y geométrico de
dos nimeros (a y b) son 13y 12, respectiva-
mente. Los promedios aritmético y geomé-
trico de otros dos numeros (c y d) son 14y
843. Calcule la media aritmética de los dos
numeros mayores.

A) 16
D) 19

B) 17 C) 18

E) 15

La MG de dos ndmeros es menor en 12 uni-
dades que el mayor de dicho nimero y su
MA es mayor en 10 unidades que el menor

que estos nimeros. Calcule la suma de los
numeros.,

B) 51 C) 52

D) 53 E) 54
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I
Magnitude

OBJETIVOS -
. Comparar diversas magnity

s ma
. 1dentificar al comparar dosm

. Conocer las propiedadels.
cionales para la resolucio

S,
En la vida cotidiana podemos observar dlsl;
as

ndo

» . - 'a
tas caracteristicas propias de la malen.,
mismas que pueden ser comparadas tenie
en cuenta como referencia a una de ellas. Por

ejemplo:

«  Ellargo de un muro es 20 veces el largo de
un libro.

*  Ellargo de una determinada mesa es 5 ve-
ces el largo del mismo libro.

Se observa que al realizar la comparacion (me-
dicion) de las longitudes del largo del muroy la
mesa, utilizando la longitud del largo de un libro
(unidad de medida) como referencia, se obtie-
ne como resultado lo siguiente: _

* longitud del muro <> 20 veces la longitud del libro

valor
numérico

unidad
referencial

* longitud de la mesa <> 5 veces la longitud del libro
et s

valor
numeérico

unidad
referencial

32

Jes y analizar s
gnitudes si son dir
de las magnitudes que son
n de los problemas.

5 pmporcionales

Capitulg y),

4 variacion cuantitativamente,
ecla o inversamente propomi(}nales
directa o inversamente Propoy

Antiguamente, tal vez la primera necesida
hombre fue medir el tiempo para planific
tas tribales, labores agricolas, etc., y cop o
se estableci6 un calendario y se adoptg
como unidad de medida del tiempo,

ar R
Ste fin
e] dia

® Magnitud

Se entiende por magnitud, para nuestro estudio
como todo aquello que tiene la caracteristic dé
variar (aumentar o disminuir) y que se puede
medir o cuantificar.

& Cantidad

Es un estado particular de la magnitud e] cual

resulta de medir la magnitud y es expresado en
ciertas unidades.

Ejemplos
Magnitud Cantidad
Temperatura 21°c - |
Velocidad 80 km/h |
Area _________ et
Tiempo |  45min |

d dg



# Relaciones entre dos magnitudes

MAGNITUDES DIRECTAMENTE PROPORCIONALES

(DP)

Dos magnitudes son directamente proporciona-
les si al aumentar o disminuir el valor de una
de ellas, l0s valores correspondientes de la otra
magnitud también aumentan o disminuyen en

la misma proporcion.

Ejemplo
Carlitos compra en una libreria una docena de la-

piceros por 5/.18, entonces comparando las mag-

nitudes: numero de lapiceros y costo, tenemos

+2
x3
x2

N.° de lapiceros i 12 24 | |
| 18 | 36 | 54 | 9 |

Costo

Se observa que
I (lapiceros) DP (costo) |

Se cumple que sus valores correspondientes

(lapiceros) 12 24 36 _6

(costo) 18 36 54 9

En general, sean A y B dos magnitudes

ADP B & Va]om:cte. 1
valor B J

MAGNITUDES INVERSAMENTE PROPORCIONALES
(IP)

Dos magnitudes son inversamente proporciona-
les si al aumentar o disminuir el valor de una
de ellas, los valores correspondientes de la otra
magnitud también disminuyen o aumentan en
la misma proporcion.

Capitulo lll: Magnitudes proporcionales

Ejemplo

Una obra puede ser realizada por 10 obreros en
12 dias, entonces comparando las magnitudes:
nimero de obreros y niimero de dias, tenemos

+2
x3
x2
N.° de obreros IF 0 | 2 | 30 I 5
N.° de dias 12 | 6 | 4 ||
+2
+3
x2

Se observa que
I (obreros) IP (dias) |

-

Se cumple que sus valores correspondientes

(obreros)x(dias)=10-2=20-6=30-4=5-24

En general, sean M y N dos magnitudes

[M IP N & (valor M)x(valor N)=cte. ]

PROPIEDADES
Sean las magnitudes A, B, My N.

L. (3
ADPB & BDPA

MIPN & NIPM

g,
ADPB & A"DPB" |
MIPN & MYIP N |
neQ A n=0
3. [ |
| ADPB & AIP—
I B
| MIPN o MDP L
i N
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4. SeanA.B, C yD magnitudes.

| ) ADPB CyD cte.
. AIlPC ByD cte.
ADPD ByC cte.
| entonces
| (valor A)(valor C) it
(valor B)(valor D) B

% Aplicaciones de las magnitudes

REPARTO PROPORCIONAL

Es un procedimiento que consiste en repartir
una determinada cantidad de manera DP y/o IP
a ciertos niumeros denominados indices.

Ejemplos
1. Se desea repartir S/.357 en tres partes DP a
3; 5y 9. Halle cada una de las partes.

Resolucion
Sean las partes A, By C.

Partes | A | B g |
indices | 3 | 5 | 9

(partes) DP (indices)

Tenemos
A=3k
g='—?=~9€=k — {B=5k
C=9%
Por dato
A+B+(C=357
17k =357
k=21
Luego
A=63; B=105; C=189
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2. Sedesearepartir S/.5]3 en treg
4y 6. Halle cada una de |54 pa:i:artes Ip
€s

Resolucion
Sean las partes M, Ny p.

= 3N
(partes) [p (indice:J\l

Tenemos
M-3=N-4=P-6

Dividimos entre el MCM 3; 4; 6)
M3_N4_Pg
12 12 12

:...-]2

Simplificando se tiene

MNP, s
4 3 2
P=2p
Por dato
M+N+P=513
9k=513
k=57
Luego
M=228; N=171; P=]14

REGLA DE COMPANIA

Una compariia esta conformada por varios so.
cios, quienes aportan capitales que pueden ser
dinero o bienes, y luego de cierto periodo, por
lo general anual, la compania obtiene utilidades
0 ganancias las cuales son repartidas entre los
socios en base del capital y tiempo de perma-
necia de estos. '




Relacionando las magnitudes que intervienen
se tiene lo siguiente:

. (ganancia) DP (capital)
. (ganancia) DP (tiempo)

Entonces

(ganancia)
(capital) x (tiempo)

Ejemplo

Tres socios inician un negocio aportando
5/.2000; $/.3000'y 5/.4000 durante 6; 8 y 12 meses,
respectivamente, obteniendo una ganancia de
5/.16 800. Halle la ganancia obtenida por cada
socio.

Resolucion
Sean las ganancias de los tres socios: GA, GB,
GC.

Ganancia  Capital Tiempo
oA | 52000 | Gmeses |
‘ GB $/.3000 8 meses |
___EC S/4000 | 12 mese_s_j
Tenemos
GA GB GC

5000x6  3000x8 400012

Simplificando tenemos
GA=k
k—{GB=2k
GC=4k

1 2 4

_ Pordato
GA+GB+GC=16 800
7Tk=16 800
k=2400

Capitulo lll: Magnitudes proporcionales

Luego
GA=2400
GB=4800
GC=9600

EN PROBLEMAS DE UNA OBRA

Al comparar las siguientes magnitudes:
* (obreros) IP (dias)

* (obreros) [P (horas diarias)

* (obreros) IP (eficiencia)

* (obreros) DP (obra)

* (obreros) DP (dificultad)

Entonces

|(obreros)(dias)(horas diarias) (eficiencia) _
[ (obra)(dificultad)

cte.

Ejemplo

Una obra que consiste en armar la base de una
columna de un puente la pueden hacer 10 obre-
ros durante 12 dias trabajando a razén de 8 h/d.
{Cuéntos obreros se necesitaran para armar
otra columna que es el triple de la anterior en 15

dias trabajada a razén de 6 h/d y cuya dificultad
es la mitad?

Resolucion

_ Por dato tenemos

DP

DP
IP
IP

Obreros Dias h/d Obra Dificultad

[0 [we]s] 1] 2
L x [15]6] 3 [ 1
Tenemos

10128 x-156

2 31

x=16
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PROBLEMAS RESUELTOS

por lo tanto, podemos decir que |4 disy

anc-
Problema NS 1 | . disk mentoé en i i
. atraccion entre - 7 5 2
Se sabe que la fuerza de ia que l0s [ 8. B8
o {P al cuadrado de ja distancia qu& It~ 5 5 65 9
Bsas €3 7 - istancia de
o ra. En qué fraccion varia la distancid
SOpala. ac i . . e
o ci6n < la fuerza de atrecclon disminuy _
1
on Sus g.g-’ Se reparten 5/.600 en forma IP 3 |oq NG
1>
6: 12; 20; ..., 110. Calcule la diferenci, erog,
' mayor y la menor cantidades repart; da ly
Resolucion s,
Por dalo se sabe que ., Resolucion
fuerza de atraccion ['dislancia que ] Si la condicion del rel?ano es inversame nte
( entre dos Masas Jos separa porcional (IP) a los nimeros, se cumple s ro
PIX2=P2XG=P3)‘12=P4><20=...=Pn><110==k
lir que
Entonces debe cumplir q sl B P e C
i : 2 _ ad
fuerza de atraccion ] [d!Sl&I‘ICIa que ] _ & parte. a
(emre dos masas (F)) \los separa (d) constanie Convenientemente le damos la siguiente form
a;
A Py P, 3 _ P 4 P
e i — n =2
Lo cual significa que se cumple que T-1°1° 1 '} k
2 2 6 12 20 110
F| Xd|2=F2Xd22 =F3Xd3 =_.=k
A_ R _ B _ R P
Convenientemente proponemos que ] 1 1 ] S

Dx2 @Ox3 @ x4 @) x5 10 x11
L 1

Indica el lugar

dato: 49_%(49) =25 que ocupa.
49
2 Aplicamos la propiedad (la suma de antece.

Disminuy - _
isminuye en sus — dentes entre la suma de sus respectivos conse.

cuentes es igual a la constante).
Reemplazando los valores se tiene R+PH+P+P+..+ Ry k
T 1 1 1 I -
+ T
Ix2 2x3" 3x4 " 4x5 “iox11

suma notable

49x12=25-x?

Sacamos la raiz cuadrada a ambos miembros

dato
7%1=5-x 6(1)0
600
7 T=k=5=660 — k=660
- = I

noon
36



Luego calculamos lo que les corresponde 5 Py
P\o» asi lenemos

660 .
P|:—‘é—_330 A P

P, ~P1=330-6=5/224

Problema N.” 3

La rueda A de 100 dientes engrana con la rueda
B de 80 dientes; unida a B mediante un eje, est4
la rueda C de 140 dientes que engrana con D,
esta tiene 210 dientes. Sien 40 s la rueda A da 24
vueltas, (cudntas vueltas dard D en 30 s?

Resolucion
Segun los datos se tiene el siguiente grafico:

D,=100 Dp=80 Dc=140

Dp=210

Se sabe que

(n.° de dientes) IP (n.° de vueltas)

Entonces se cumple que

DA XVA=DBXVB A Dcx VC=DDX VD

Capitulo Ill: Magnitudes proporcionales

Reemplazamos los datos

sy, =80°V,,

140-V,=210-V,,

Tienen que ser igua-
les, porque tienen el
mismo cje.

Homogeneizando se tiene

Va _ Vs e W

4x3_5x3 SXS—E;E
Entonces

Va Vs _Ve _Vp

12 15 15 10

Ademas se sabe que

* En40s
A: 24 vueltas=12x(2)
D: 20 vueltas=10x2

* Enl0s

A: 6 vueltas

D: 5 vueltas

Por lo tanto, la rueda D dara 5x3=15 vueltas en
30 s.

Problema N.° 4

En un prado 25 vacas comen la hierba que crece
en 30 dias. Si se sabe, ademas, que 45 vacas se

* tardarian la mitad del tiempo, {cuénto tardarian

65 vacas si el crecimiento diario de la hierba es
constante?
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Resolucion la hierba

ge sabe Que€ el recimiert ! s el tiempO
stante, €

en ¢l prado € con 5 depende de

P (node dfas)

(n° de vacas)
|a hierba)

(n°de vacas) DP (altura de

Entonces s€ cumple

o de vacas) (n.°de dias) _ e,
(altura de la hierba)

— ]

. Si llamamos h al crecimiento diario, enton-
| ces en 5 dias crecera 5h, asi como en 30 dias
| crecera 30h, pero al momento de ingresar
' las vacas ya hay una altura inicial que llama-

(n.

e —

f Nola”

________‘______-—--v-'/

et et et

e

e a——

l {Sabia que...?
| Medir es relacionar una magnitu

| consideran patrones universalmente ace

de igualdad, de ordeny namero.
' Los patrones basicos se llaman uni
il magnitud hay que dar la unidad de
| valores.
f )
| Algunas equivalencias
} « 1 milla <> 1,6 kilémetros
| » 1onza <> 28,35 gramos
« 1galén <> 3,78 litros

¥

Entonces planteamos
25-30 _ 45-15 65+

_____..----"'"'- e — e

H +30h H+15h H+x-h

Simpliﬁcando. se tiene
52 91

e——— i

H+30h H +15h

10H+150h = 9H+270h
H=120h

Ademas s€ cumple que
4515 ___65x
120n+15h 120h+x-h
3 _ 13x
135K (120+X) A

1204+x=13x
x=10

Por lo tanto, las vacas tardaran 10 dia
S.

A AR i A b

P
e

?

d con otra u otras de la misma especie que se i
ptados, estableciendo una comparacion ‘
_i

i

dades de medida. Para obtener el valor de una {
medida y el nimero que relaciona a ambos
|

i
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NIVEL BASICO

Si Mario demora 12 dias en hycer una
zanja, ccuantos dias demorari en hacer
una zanja de las mismas dimensiones en
un terreno 1/3 mas dificultoso?

A) 12 B) 15 Q) 18
D) 16 E) 20

Un grupo de obreros hace una obra en 10
dias. ¢Cuanto demorara en hacer otra obra
con el triple de dificultad?

A) 30 dias
D) 24 dias

B) 18dias C) 32dias
E) 28 dias

Si el peso de una esfera varia proporcional-
mente a su volumen, determine en cuinto
debe disminuir su radio para que su peso
disminuya en 19/27 de su valor inicial.

1 2 4
A)§ B) 3 C)g
1
D)'g E) =

Un cubo cuya arista es de. 3 m es llenado
por un grifo en 5 h. Calcule el tiempo que
demora en llenarse un cubo, cuya arista es
dos veces mas que la arista inicial, sabiendo
que el cubo es llenado por el mismo grifo 'y
al mismo caudal.

A) 120 B) 115 C) 135
D) 150 - E) 145

Samir demora 18 d[és en hacer una zanja.
iCuéntos dias demorara Jesus en hacer una
zanja de las mismas dimensiones en un te-
rreno 1/3 mas dificultoso y con una eficien-
cia que es media vez mas que la de Samir? -

¢

ProBLEMAS PROPUESTOS

A) 12 B) 15 C) 16
D) 18 E) 20

Se contratan 48 obreros para construir una
casa, y faltando 30 dias para terminar, 12 de
ellos sufrieron un accidente y se retiraron
de la obra. Calcule cuantos dias tardarén los
obreros restantes en culminar lo que faltaba
de la obra.

A) 36 B) 40 C) 32
D) 24 ) E) 18

Un taxista acostumbra cobrar de forma pro-
porcional respecto al namero de pasajeros
que transporta y a la distancia recorrida. Si
a 3 pasajeros les cobré S/.20 por recorrer
5 km, écudnto les cobrara a 4 pasajeros por
recorrer 6 km?

A) S/.24 B) S/.30 C) §/.32
D) S/.35 E) S/40

Veinticuatro obreros pueden asfaltar una ca-
rretera de 200 metros de largo en 10 dias tra-
bajando 6 horas diarias. {Cuantos hombres
seran necesarios para asfaltar una carretera
de 800 metros de largo trabajando 8 horas
diarias durante 15 dias? |

A) 36 B) 40 C) 44
D) 48 | E) 60

Ocho peones se demoran 4 dias de 9 ho-

_ras diarias de trabajo en sembrar 400 m®.

{Cuantos dias de 6 horas diarias de trabajo
se demoraran 6 peones doblemente habiles
en sembrar 600 m*?

A) 4 B) 6 C) b
D) 10 E) 12
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1n.

12

13.

14.

40

ede consuu .
i ayuda de su hijo pueden

dias. Si el hijo trabajara
misma

Ln albanil

dias, pero con la

construiria en 1>

olo. «en cuantos dias construira la
S .

casa’
40
A) 45 B) 50 O
60 E) 75
) UNMSM 2009-1

Doce obreros pueden realizar una obra en

30 dias. Si al final del noveno dia se incorpo-
raron n obreros, terminando asi 3 dias antes

de lo establecido, calcule n.

A) 2 B) 3 C) 4
D) 5 E) 6

La rueda A de 50 dientes engrana con
la rueda B de 60 dientes. Fija al eje B se
encuentra la rueda C de 100 dientes, que
engrana con la rueda D de 40 dientes. Si A
da 240 RPM, icuantas vueltas dara la rueda
D en 10 min?

A) 1024 B) 5000 C) 1200
D) 1500 E) 1800

Una familia de cuatro miembros tie-
ne viveres para todos los dfas del mes
de mayo; pero como recibieron la visita

15.

16.

:

de un primo, los Vivereg

d.léfs antes..Calcme Cuanto g, Ming,
visita del primo. €mpy O
dUr(}!
) 2
0

Se ha notado que el preci, de

articulo es DP a su precio ge Cos:’ema e,
mero de articulos vendidos, §; i Oelp al nl-:
que costo S/.45 se vendierop 303(;1]] ar{l‘CUh;
al precio de 5/.60 cada una, ¢4 Uf]id
deberia venderse si hubjege co ' Pregi,

cada una y se hubierg Vendid,:tado S/ay
dades? 2500 un;
A) /.32 B) /24 ¢,

D) S/.18 B S/-]i*é)

Un padre decide repartir cierty suma de 4
nero entre sus tres hijos de formg IP 3 sdl-
edades, las cuales son 25; 15 y 10 afios, Sil;S
diferencia entre las cantidades recibidas p;
el mayor y el menor suman S/.135, {cudntg
recibio el segundo hermano?

A) S/.100 B) S/120  C) S/135
D) S/.150 E) $/.200

NIVEL INTERMEDIO

En una obra trabajan 10 obreros. Cuando
faltaban 30 dias para culminar la obra, se
enfermaron 6 obreros; 10 dias después son
reemplazados por x obreros, culminando la
obra en el plazo establecido. Halle x.

A) 10 B) 12 C) 13
D) 15 ' E) 9



18.

19.

20.

21.

Se contratan 48 obreros parg con

casa, y faltando 30 dias para lerminar, 12 de
ellos sufrieron un accidente y

struir ung

Se retiraron
de la obra. Calcule cuantos dias tar

: darén los
obreros restantes en culminar |q qQue faltaba
de la obra.

A) 32 B) 10 Y QO) 40

D) 36 E) 42

Un grupo de obreros se comprometen a
realizar una obra en 20 dias; luego de haber
realizado la quinta parte, se retiran 8 obre-
ros, y 9 dias mas tarde se exige al contratista
que entregue la obra en el plazo fijado, por
lo cual se contrata n obreros. Halle n.

A) 16
D) 12

B) 11 C 14
E) 10

Una herencia se repartio Proporcionalmen-
te a las edades de tres hermanos, las cuales
son 12, 18 y 24 anos. Si el reparto se hubiera
hecho IP a dichas edades, uno de ellos ha-
bria recibo S/.4200 mas. Halle cuanto es la
herencia.

A) S/.12 000
D) S/.17 550

B) S/.14000 C) S/15000
E) S/18 000

Una obra puede ser hecha por 30 hombres
en 16 dias. Pero, faltando 6 dias para termi-
nar, el cliente solicita que la obra aumente
en su cuarta parte, por lo cual el capataz
contrata a mas obreros y logra acabar a
tiempo. {Cuantos obreros contraté al final?

A) 30
D) 18

B) 24 C) 20

E) 22

22. A fin de

i < §

24.

Capltulo I1: Magnitudes proporcionales

ano se desea repartir cierta gratifi-

cacion entre tres empleados que retinen los
siguientes dalos:

Numero Horas NOamero Anos de

de faltas extras tardanzas servicio

A6 18 3 4
B ’ 15 | 8 1 . 10 '
c 5 | 35 | 21 1

= — e L .

Halle la cantidad repartida si el primero re-
Cibi6 5/.2400 mas que el segundo.

A) 6500
D) 6000

B) 5100 C) 8500

E) 7500

Diez h?rnbres pueden hacer una obra en 6
dias; mientras que 15 mujeres harian la mis-
ma obra en 8 dias. ¢{Qué tiempo emplearian

en hacer la misma obra 4 hombres y 6 mu-
jeres?

A) 55/12 dias
B) 83/9 dias
C) 12 dias
D) 8 dias
E) 60/7 dias

UNMSM 2004-11

Se contrataron 36 obreros para hacer una
obra en 30 dias trabajando 5 horas diarias.
Después de 8 dias de trabajo se acordé que
la obra tenia que terminar 12 dias antes del
plazo fijado y asi se hizo. {Cuantos obreros
mas debieron emplearse si ademas se au-
mento 4 horas de trabajo diario?

A) 6 B) 12 o 9
D) 8 E) 10
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26.

27.

28.

29,

42

A) 53000
D) $.4500

lizan 4
Para sembrar cierio terreno. lo rea

' iSO
hormbres v 3 mujeres en 24 dias. Elbrmsr'l?3
lerreno sera semnbrado por 2 hom res.§
5. Si el trabajo qué realizan

mujeres enn dia ’
} jente al trabajo qué rea-

9 hombres s equiva
lizan 3 mujeres, calcule .

C) 36
E) 45

A) 30 B) 33

D) 40

Un albanil para construir un muro de formzf
rectangular cobro 5/.625. (Cuanto cobrarff.\
este albanil por otro muro similar, cuyas di-
mensiones sean 20% menos ¥ 40% mas en
el largo v allo, respectivamente, sabiendo
que al final hizo una rebaja del 10%.

C) 5/.650
E) $/.690

A) 5/.600
D) $.700

B) $/.630

Un albanil para colocar losetas sobre la su-
perficie rectangular de un piso cobr6 S/.750.
(Cuénto cobrara el albaiiil por otra superfi-
cie, cuyas dimensiones aumentan en 20%

y 30%, respectivamente, si al final hizo una
rebaja del 10%?

A) §/.1053
D) S/.1048

B) S/1050  C) S/1100

E) S/1036

Se sabe que un grupo de 40 obreros pueden
hacer una obra en 35 dias, mientras que otro
grupo de 50 lo haria en 42 dias trabajando

30.

3.

32.

ambos 8 vd. Si se Contratar |
los obreros del primer 8rupo ¢ QA
: 0
del segundo, cen cuantos dias | 0
erm:

Qrg:
misma obra? ‘“an Is
4
A) 30 B) 45
D)) 60 ) 50

Se reparte N soles en formg .

proporcional a 2; 3y 7 entre fiis Elmem'e
Pero luego se decide repartirlo invefsm(}n !
te proporcional a 45; 36 y 20, res amg,

mente, por ello una persona se peq_uptf.cti\,a:
$/.120. Calcule N. dicg
N 1200 B) SI1600 ) 5,

D) S/.1500 E) Sf-24?)?)

Dos socios inician un negocio aportang

cada uno 5/.4500, después de dog . 0
uno de ellos aumenta su capital e § /1150 Oes
luego de tres meses el otro aumenta |, mis.
ma cantidad. Determine cuanto recibig g
que gana mas si la diferencia de dichas ga-
nancias es 5/.300 y el negocio duré 2 afs.

A) 5/.9400
D) S/.6000

B) S/9300 C) S/1500

E) S/.7800

Un bodeguero posee dos tipos de jabones,
Los jabones del primer tipo miden 2 cm de
ancho, 4 cm de alto y 6 cm de largo, y cues-
tan S/.2,40 cada uno. Los jabones del segun-
do tipo miden 3 cm del alto, 3 cm de ancho
y 8 cm de largo. Si la calidad del primer ja-
bon es el doble del segundo, /cuanto debe
costar cada jabén del segundo tipo?

A) S/1,50
D) S/.2,20

B) 5/1,80 C) S/.2,00

E) S/.2,50



3. Se reparte N soles proporcionalmente a 3; 4

35.

5 entre lres Personas. La lercera de ellas
recibiria §/.150 rhenos si el reparto se hicie-
ra DP a los cuadrados de dichos numeros.

Calcule N.

B) $/1500  C) S/.1800

E) 5/.2400

A) 51200
D) §/.2000

Un padre decide repartir 5/.520 entre sus
tres hijos, que estan en el colegio, en partes
que sean DP a sus edades (8; 9y 12 afios),
DP a sus notas (15, 10, 12) e IP al nimero de
faltas (10, 15y 18), respectivamente. Halle la
menor de las partes.

B) S/.120 C) $/.150

E) §/.200

A) 100
D) 5.180

Dos personas forrman un negocio aportando
la primera 5/.3000 y la segunda S/.1800. Des-
pués de tres meses aceptan a un tercer so-
cio que aporta un capital de 5/.4000; luego
de cinco meses s€ retira la primera persona.
Calcule cuanto gano el tercer socio si la uti-
lidad total es de $/.3400 y el negocio dura

un ano.

36.

37.

Capitulo lll: Magnitudes proporcionales

A) S5/.1000
B) 5/.1200
C) $/.1500
D) S/.1600
E) S/.1800

Se contratan a 150 obreros para ejecutar
una obra. Después del primer dfa, 4 obreros
se retiran diariamente, por lo que la obra se
terminé 8 dfas después de lo pactado. ¢En
cuantos dfas terminaron la obra?

C) 24
E) 27

A) 16
D) 25

B) 17

Las magnitudes A y B guardan cierta rela-
cién de proporcionalidad; ademads se mues-
tran los valores correspondientes.

1
A |12 | x |108] B |
ST
B | a |6 | 12|37y
Calcule x+y.
A) 36 B) 42 C) 40
D) 38 E) 47
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" Regla del tanto por ciento

e A Capity), "

OBJETIVOS

un total.
+ Interprelarla relacién de una parte respecto a

i ecto a otra.
Determinar el tanto por ciento de una cantidad resp

l - l '

Identificar los elementos que intervienen en las operaciones comerciales,
. entihca

El \anto por ciento es una forma muy comun 8 Concepto
de presentar informacion numeérica en nuestra
vida cotidiana; por ejemplo, los centros comer-
ciales lo utilizan para anunciar los descuentos;
los fabricantes, para el contenido de sus produc-
tos, y los bancos lo utilizan para indicar los inte-
reses de las cuentas de ahorros y los préstamos.
Los diarios estan llenos de estadisticas en forma
porcentual, como por ejemplo vemos que la in- _ VLN
flacion del mes es el 2%, las exportaciones au- T
mentaron en 40%, el candidato demédcrata gan6

con el 52%, etc.

El tanto por ciento nos indica e] Ntmerq
tes que se consideran de las 10( Partes ; € pay.
en que ha sido dividida una cantidaq_ Sualg

Ejemplo
Se tiene un total de 100 partes iguajes

El término por ciento se deriva de la frase lati- i
na per centun, que indica cierta parte de cada 1T
ciento de una cosa cualquiera; por ejemplo, 5 -

==
|
por ciento indicaria 5 personas de cada 100 per- I_ =
sonas, 5 soles de cada 100 soles, 5 kilos de cada
100 kilos, etc. Se ha considerado 23 de 100 partes iguales que
; 2 equivale a decir 23 por 100, y se ex 3
En este capitulo estudiaremos c6mo los tanto q‘ . , g ¥ S5 RRpreca ma
. ; . maticamente asi

por ciento se relacionan con las fracciones y sus
equivalencias, ademds de las aplicaciones co- & ~93%
merciales. 100

44



El | por ciento equivale a

P

1
—I‘a-df.)' 1%

En general

el a porciento <> g% <> 4

—

100

EQUIVALENCIAS IMPORTANTES

. De tanto por ciento a fraccién

oo d0 1
10 100 -~ 10
o2 1

20%<>7650<"5
25%<>700 =73
30 __3

30% <>700 <~ 10
50 __1

50% <> 150 <~ 2
%% )§—<>§

R<>100""1

% >-l-@<>l
100% < 100

. De fraccion a tanto por ciento

3 _3 100%=60% — °<>60%
575 5

1_1 . 100%=333% — +<>333%
373 3

2_2 100%=666% — =<>66,6%
3 3 3

1_1 .100%=12,5% — 1 o12.5%
88 8

Capitulo IV: Reglu del tanto por cienlo

. Porcentaje

Es el resultado de calcular el tanto por ciento de
una determinada cantidad.

Ejemplos
1. El 13% de 500 es

13
13%(500) = — x 5
700 x 500 = 65.
2. El5%de 800 es
5% (800)=40.
3. El8% del 15% de 1200 es

8%x15%x1200=-§—x-‘ix|200—144
100 <100

. Nora

Las palabras de, del y de los nos in-
dican una multiplicacién.

Las palabras es, son y sera nos indi-
can una igualdad.
A

——

i N .

[

4. (Qué tanto por ciento de 150 es 727

Primera forma: regla de tres

150
72

100%
x%

72 % 100%
150

x%=48%

x% =

Segunda forma: relacién parte-todo
x%(150)=72

=12
150

72
= — % 100%
x% 150 X b

x%=48%

45



» 45 mu-
gnion asisten 30 varones

g are .
5. Enuf o siguiente:

jeres. Determine !

(45 mujeres
101al=72] 39 yarones

x‘}h:-:‘-}-?'XlOOq{)
™

xqo=40%

4]

r ciento representan |

. / l_lé [afl!o po .
«Q mujeres?

cantidad de varones de las

x%(45)=30

=30 100%
5

X% = 66,6%
® Operaciones con el tanto por ciento

ADICION
e 18%N+25%N=43%N

. N+25%N=125%N

SUSTRACCION
o 80%N-24%N=56%N

s N-43%N=57%N

MULTIPLICACION
o 8%(20N)=160%N
. 42%(50N)=50%(42N)=2]N

. NOTA —

Si N aumenta en un 10%, entonces seria
N+10%N=110%.

Si N disminuye en un 20%, entonces se-
ria N-20%N=80%V.

e e Dl

46

@ Aumentos y descuentos gy
Sivg
DESCUENTOS SUCESIVOS 3

Ejemplo
Al precio de un producto se |e hac en

cuenlos Sucesivos del 10% y 30%. ;o
descuento equivalen ambos? qu U%O

Resolucion
Sea P el precio inicial del producto,

P=100%P

Descuentos Precio
sucesivos final

Precio
inicial

_10% y ~30% | 90%X70%x P=g 3005
]

100%P 630

Por lo tanto, el descuento Gnico es el 379

Disminuye en 37%.

AUMENTOS SUCESIVOS
Ejemplo
Al precio de un producto se le hacen dos ay.

mentos sucesivos del 10% y 20%. {A qué tnicg
descuento equivalen ambos?

Resolucion

Sea P el precio inicial del producto.
P=100%P :

Precio Aumentos Bssio fi

inicial sucesivos recio final

[P [+10% y +20% | 110%x120%xP=132%P

100%P 132%P,

Por lo tanto, el aumento Gnico es el 32%.

Aumenta en 32%.



@ variacion porcentual

£s el cambio que experimenta una cantidad
con relacion a su valor inicial. Esta cantidad es
e(presada en tanto por ciento.

(cantidad en que varfa)
(cantidad inicial)

variacion
[porcentual

Ejemplo
¢/Qué tanto por ciento varia el drea de un cua-
drado si su lado aumenta en 20%?

Resolucion l
Sabemos queé 20% <> > entonces considere-

mos el lado del cuadrado como 5.

El area varia como 11.

&

.5

Aumenta el lado en 20%,
es decir, en 1/5.

Se observa que el area varia como 11, es decir,
aumenta en 11; entonces

=—x100% = 44%
porcentual 25

[ variacion }_ 11
Por lo tanto, el area del cuadrado aumenta en
44%.

8@ Aplicaciones comerciales

Ejemplo

Un comerciante compra un producto a 5/.500 y
para ofrecer al publico hace un incremento de
$/.300, pero al momento de la venta hace una
rebaja de $/.50, con la cual se vendi6 a 5/.750.

| 1 !
it La ganancia, por lo general, representa

Capitulo IV: Regla del tanto por clernto

Entonces podemos decir

G=5/.250 D=5/.50
P.=5/500  P,=5.750  P;=5/800

T T T
L J

incremento: $/.300

donde

P¢: precio de costo
Py: precio de venta
- P precio fijado o lista
- G:ganancia
- D:descuento

Si Py > P, se cumple que

PV=PC+G ’
’ PV=PF_D

Ademas, si en una operacion comercial hay gas-
tos, entonces se cumple que

[ Gg=Gy+(gastos) }

donde
Gpg: ganancia bruta
- Gp: ganancia neta

Entonces

Si Py < P, entonces hay pérdida y se cumple
que

[ (pérdida)=P-Py, }

8 NoTta ...

un tanto por ciento del precio de costo.

* El descuento, por lo genéral, representa
un tanto por ciento del precio fijado.

PSS SR R R A R o TPV ORI P
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ara el caso inicial c¢:mweni¢~:ntememe s
5K al precio de la entrada y 10, 5 nﬁl i
sistentes. erg

|+

~ Entonces se cumple que

recaudacion |
{ S )-(IOw)x(SK)

Disminuye Aumenta
en 10%. en 209%

BANAACION:). 0
A3 ):(9um<{_61<)
final _
Ahora para saber que pasé con la nueva recgy,
dacion planteamos

recaudacion recaudacion
inicial final

100 2 X

Representa el
100% inicial.

Reemplazamos

10 w 5K i 9w 6K
100 X

Por lo tanto, la recaudacion final aumento en

8%, dado que 108-100=8.



jd

la inversién a

8‘%0

= 4%(a+b)

- -'.D-es'a'rrolla mos
3%b=12%a

a+b_£V_
5% 5

-

= o
— |2

Se observa que a €s la quinta parte del total.

Por lo tanto, en el primero se vendio el 20% de lo

]
invertido, ya que = <> 20%.

Problema N.° 4

Para fijar el precio de un articulo, su costo se in-
crementa en 30%. Si la ganancia neta, los gastos
y el descuento estan en progresion aritmeética,
calcule el precio fijado sila ganancia neta repre-

senta el 20% de los gastos y el articulo se vendi6
en 5/.280.

Ademas

(ganancia
bruta
(ganancia

.]_= (gastos)+ (ganancxaneta)

S )=Sa+a=6-a

Ahora planteamos que

Py=Pc+Gg=Pr—-(descuento)

posl !
Pc+6a=130%P--9a
15a=130%P-P=30%P
: a=2%P
Luego
Py=P+(ganancia bruta)

280=P+6a

280=P+1206P=1120%P.
112

280 = = P~ =250
1005 eRRC

Por lo tanto, el precio fijado (P) es
130%250="5/.325.
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8. En una reunion, la cantidad de Mujey

~ presenta el 60% de los varones. ‘*Que?
por ciento representan ej Nlmerq de a"
rejas que deben llegar a |a reunion
nimero de varones sea el 60% dq] total de,
asistentes? b
A) 10% B) 12,5% C) 159% J.
D) 16,5% E) 209 ;

¢Qué precio se debe fijar a un articy]q que

cost6 S/.600 si se hace una re hydel 20%y.
aun asf se gana el 20%?

A). 900 B) 1000 C) 1100

D) 990 . E) 1200
|
. Para fijar el precio de un articulo se aumen- -
ta en 40% de su precio de costo, pero al mo-
“mento de venderlo se hizo un descuento del |
10%. {Qué tanto por ciento se gano? ‘
|

- A) 20% B) 25% C) 30%
D) 15% E) 26%




14,

15.

a,k s. ellargo de un recténgulo aumenta en 30%

y el ancho disminuye en 20%, {qué tanto por
ciento varia el area del rectangulo?

A) Aumenta en 6%.

- B) Disminuye en 4%,

C) Aumenta en 5%.

- D) Disminuye en 6%.

E) Aumenta en 4%.

NIVEL INTERMEDIO

De un recipiente lleno de vino se extrae el
40% de lo que no se extrae, luego se devuel-
ve el 60% de lo que no se devuelve, asi se
tiene al final 69 L de vino. {Cudl es la capaci-
dad del recipiente?

A) 74L
D) 92L

B) 80L C) 100L

E) 84L

Carmen al momento de vender un netbook
a un cliente le hace dos descuentos sucesi-
vos del 20% y 25%, aun asi gana el 25% del
precio de venta. (Qué tanto por ciento se

- gano del precio de costo?

18.

19.

Fernando tiene un departamento.
valorizado en $/.80000 y se lo v
Miguel con una ganancia del 20%. | pe
revende el departamento a Femando-’con_g'j e
una pérdida del 20%. {Cuanto gana o pierde
Fernando?

A) No gana ni pierde.
B) Gana $/.2400.
C) Pierde 5/.3200.

D) Pierde S/.2400.

E) Gana 5/.3200.

En un salon de clase, 60% de los estudiantes
aprobaron el examen de comunicacién. Al
revisar otra vez las evaluaciones, el docente
se dio cuenta de que 6 de los estudiantes
desaprobados en realidad habian aprobado
el examen, por lo que el porcentaje de apro-
bados fue 72%. (Cuantos estudiantes dieron
examen?

A) 48 B) 55 C) 54
D) 60 E) 50
UNMSM 2009-I1
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nori

NS B30 O sz
D) S/‘25 E) 8/3‘

. Un comerciante tiene 1000 chompas
" de la quinta parte de su mercaderia
do el 10% y la cuarta parte del resto g '
el 20%. {Qué tanto por ciento debe g
C) S/.834 en el resto de la mercaderia si desea gy
E) 5/969 ner una ganancia total del 30%? -

e un obrero minero es de A) 40% B) 30% C) 28%
D) 42% E) 36%

26. La venta de un articulo se rebajé en 25§
pero aun se gano un 40% del precio de cos
to. Si los gastos representan un 20% de |
ganancia neta, calcule el precio de venﬁ
sabiendo que la suma del precio de cosfy

B) /1653 ©) S/1725 mas el precio fijado es de S/.1548.

1770
E) S/ A) S/756 B) S/816 C) S/.714

: D) S/.832 E) $/954
el dltimo recibo de luz de Pamela se ob-

or el consumo de energia le han 27. Un comerciante vende dos computadoras

al mismo precio; una ganando el 25% del
precio de costo y la otra ganando el 25%
del precio de venta. Calcule el precio de
venta de una computadora si la diferencia
de los precios de costo es S/.215.

B) 300 C) 330  A) 5/2800 B) $/2500 C) 5/.300.0_1
E) 310 D) S/.3600 E) $/4300




B) 10% C) 30%

E) 20%

30, Unenvase de conserva tiene la forma de un

31.

cilindro recto. La empresa quiere modificar
155- dimensiones de la lata por lo que dismi-
ﬁﬁye el radio de su base en un 20%. iQué
tanto por ciento debe aumentar la longitud
de la altura si la condicién es que el envase
aumente su volumen en 20%?

A) 75,5% B) 73,5%
D) 87,5%

C) 80,5%
E) 92%

Un atleta debe recorrer x metros como parte
de su entrenamiento. Si en la primera hora
ha recorrido el 30%; en la segunda hora, el
40% de lo que le falta, y en la tercera hora,
el 20% que le esta faltado, calcule el valor
de x si aun le falta recorrer 1428 m.

A) 3750 m
D) 2500 m

B) 4250 m C) 3860 m

E) 4800 m

34.

35.

to tlempo debena pasar para que las dos

poblaciones tengan el mismo numero de--'
habitantes?

A) 6 anos
D) 3anos

B) 5 anos C) 4 anos

E) 7 anos

En la venta de un articulo se obtiene un be-
neficio del 20% sobre el precio de costo. Si
se hubiera ganado el 20% sobre el precio de

venta, se hubiera ganado S/.4 mas. (.Cual fue
el precio de costo?

A) S/75
D) S/.90

B) S/.80 C) 5/.85

E) S/92

Un comerciante compré cierto nimero de
libros-por $/.40 cada uno, recibiendo S/.2800
por la venta de todos. Si sus gastos repre-
sentan el 15% del beneficio bruto, {cual fue
el numero de libros adquiridos sabiendo
ademas que el beneficio neto fue de S/.170?

A) 40
D) 60

B) 45 €)' 55

E) 65
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este estudio comprende la identificacig
A . on
sus diferentes calidades; para ello se de Jas canl
= -y requ' |
n con los pesos que intervi iere dee
pe q rvienen en e"a n los ol

cereales) de distintas ca-

> de las industrias, asi
de colorantes y
yuscar cantidades




Se desea mezclar dos clases de mani de dife.
rentes calidades, 30 kg de S/5 el kilogramo con
20 kg de S/.3 el kilogramo. Se desea calcular Jo
siguiente:

~ a. El precio de costo de un kilogramo de la
mezcla.

b. ¢A qué precio se debe vender el kilogramo
de la mezcla para ganar el 25%?

nre g

AN

Resolucion
a. Setienen los ingredientes

m
( C°5‘°|5 _5x30 3x20
arciales — —_—
: /150 /.60

(costo total)=150+60=5/.210
(peso total)=30+20=>50 kg

b. Enelcasode unamezcla, el precio de costo
es igual al precio medio (P,,,).

Asi tendremos

[_ Py=P, n‘:_-'*"(ﬂﬁﬂﬁﬁé}a_ %

Luego, el precio al cual debe venderse para
ganar el 25% seria

Py=4,2+25%(4,2)
Py=4,2+1,05
PV=S/‘5F25
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enen los recipientes 4 y g enlog . 0
ezclado agua y alcohol. Ep Ahay g (;]ue
1 20 L de alcohol, y en B hay 10 il L de
10 L de agua. Determine ] grado
los recipientes A y B.

Resolucion
» Enelrecipiente A

—

- 80L

20 L de los 80 L son alcohol Puro.

grado de) 20
alcohol 80

es decir, su grado de pureza es de 25°,

=~ x100% = 259,

En el recipiente B

=
total “ agua
20L
— alcohol puro

10 L de los 20 L son alcohol puro.

(grado de) 10100 = 50%

alcohol 20

es decir, su grado de pureza es de 50°.




' .”les,ca _auno con su grado l'esl}ecuvo

- Ejemplo
Se mezclan 30 L de alcohol de 60° con 20 ¢
80°. ¢(Cudl es el grado de la mezcla resultante? ;

Resolucion
Se tienen las mezclas alcohdlicas

60°

Se cumple que

Volumen de alcohol puro

(’ganancia. " ¥
60%(30)+80%(20)=34 L

aparente |

NOTA
Para cantidades iguales en un
amezcla, el re 1
los precios unitarios; es decir PRk R
P, P, Py (i
—— ] [/
I*
Entonces
o Rit Byt P,
3
S R R Ao ey I s e A
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~30(3,20)+50(1,8)
miz 80

=2,325

3
| Entonces el precio de venta para ganay 3 20%r_
lema, el Py=5/3,72. (i e i)

Py=2,325+20%(2,325)

PV=S/-2.79

Por lo tanto, el precio de venta es S/.2.79

Problema N.° 3

Se tienen 50 L de vino de S/.60 el litro. cCuanlog
litros se deben extraer para que, al agregar 301

xn+3,6x
=31 de agua, el precio medio resulte S/,30?
Resolucion
B 60 themos Del probler.na se t1e1_1en 50 L de 5/.60 el litro.Se
' - extraen x litros de dicha mezcla, luego se agre-

gan 30 L de agua y se obtiene una mezcla de

- a utilizado 80 kg del tercer tipo. S/.30.




Un farmacéutico tiene botellas de un litro de
alcohol de 20° y botellas de dos litros de alco-
hol de 50° ¢Cuantas botellas de dos litros debe
mezclar con 10 botellas de un litro para obtener
una mezcla de 4477 |

1 Resolucion
~ Setienen botellas

Luego se mezclan x botellas de dos litros de al-
cohol de 50° con 10 botellas de un litro de alco-

hol de 20°.

Veamos graficamente

Gana 24°.
( Pierde 6°,
|
50° 44°=G _

B

nes son inversos a sus grados.

Resoluci6n | SR
Tenemos dos tipos de alcoholes GUW ¥

25°

312 ml de
alcohol puro

Se sabe que un alcohol de 25°<>25% y
80°<>80%.

Del dato

(volumen de

alcohol puro ] Sola

25%(16k)+80%(5k)=312 — k=39

Calculamos el volumen de menor concentra-
cion (25°) que es

16k=16(39)=624 ml
Por lo tanto, hay 624 ml de alcohol de 25°.
59
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©) 180L
E) 270L

a es el 25% de la primera y
tercera es la semisuma de

0 4,5
E) 6,5

| tercero de 3 a 5. Si los precios por
on S/.x; S/.5 y S/.6, respectivamente,
x si el precio de un litro de la mezcla

B) 18 C) 20

E) 21

De su venla se recaudo 5/.360, ganandg, EI
25% del precio de venta. Si del primerqg s

utilizé 21 kg, calcule la diferencia de log 3

pesos de los ingredientes.

B) 7kg  C) 8kg

E) 5kg

A) 6kg
D) 9kg

Se mezclan tres tipos de café, cuyos precjgg
son S/.15; §/.10 y §/.3 el kilogramo en cap,.
tidades que se encuentran en progresigp
aritmética creciente. Determine cual es |,
mayor cantidad utilizada si la mezcla resy).
tante es de 180 kg y su precio medio es S/.§

C) 80
E) 50

A) 60
D) 90

B) 70

Dos tipos de café que cuestan 10 soles e]
kilo y 15 soles el kilo se mezclaran. Si uti-
lizamos 9 k del café de 10 soles, {cuantos
kilos del otro café debemos usar para que
la mezcla tenga un costo de 12 soles el kilo?

A) 6kg B) 7kg C) 8kg
D) 5kg E) 4kg
UNMSM 2004-1

precios unitarios son S/.6y 5/.9 el kllngam 1

1
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yen dos mezcla: alcehéllcas daBO"y Ehir.
' .“Mmez&amse obtiene una mezcla de
< 45°, cuyo precio es S/. 18 el litro, Si el precio
ppr.iib'ﬂ del primer recipiente era de S/.12,
calcule el precio por litro del segundo reci-

piente.
A) 20 B) 18 C) 16
D) 24 E) 28 A) 22°

B) 25°
C) 270
D) 28°

11. En una mezcla alcohdlica de 240 L, donde
el volumen de agua es el 60% del volumen
del alcohol puro, (cuantos litros de alcohol

E) 30° il
- puro se deben agregar a la mezcla para ob- g
1 tener una mezcla alcohélica de 8027 3
15. Se mezclan dos clases de café en propor- '
A) 480 B) 360 ) 210 cion de 2 a 3 y la mezcla se vende con 40%
D) 180 E) 150 de beneficio. Después se mezclan en pro-
porcién de 3 a 2 y se vende con 15% de be- b=
12. A50L de alcohol de 28° se le agregan m Ii neficio. Si el precio de venta es igual en am-
. tros de alcohol puro y n litros dé agua pura. bos casos, calcule la relacion de los precios
Calcule la razén aritmética de m y n sabien- deambos iposideicaler
do que al final se obtiene 100 L de alcohol 38 13 o
A== e e
al 46%. ) 3 B) 55 0) 57
A) 32L B) 14L C) 18L D) 38 B) 19
D) 16L E) 4L 45 26
61



19.

A) S/.204
D) S/14,8

mo dé costo de un lm'o de la mezcla final se
- busiera al 25% mensual durante un mes,
se obtendria S/.10 de interés. Calcule el vo-

| .lume_n inicial de alcohol de 90°

C) 4
E)"9

B) 3
D) 6

Un comerciante mezcla a litros de vino de
/.12 el litro con b litros de vino de 5/.18 el
litro y obtiene vino de S/.13. Si invierte los
voliimenes iniciales de vino, halle €l precio
de venta de un litro de la nueva mezcla si
quiere ganar el 20%.

C) §/.16,8
E) S/.14,6

B) S/.17,6

23.

(Cuénto tomaré de la Gltima clase de vin

A) 42L

. Se han mezclado 70 L de vino de S/.3 ¢ H

se obtuvo 200 L de mezcla?

€) 48}
E) 52L

B) 45L

D) S0L

110 L de vino de S/.5. Si se desea Oblener-_ |
una mezcla que contenga el 40% del "iﬂd; |
mas barato, se debe agregar una mismg
cantidad de ambos vinos. ¢Cual es esta cap.

tidad?

C) 12L
E) 14L

A) 10L B) 11L

D) 13L

Se tienen dos variedades de café, cuyo pre.
cio por kilogramo suman 5/.26 y se mezclap
10 kg del primero con 20 kg del segundo. §;
hubiera 20 kg del primero y 10 kg del segun-
do, el precio medio aumenta en §/.2. (Cud]
es el precio por kilogramo del café de ma-

S,

yor calidad?
A) S/14 B) S/15 C) S/16
D) S/15,5 E) §/16,5




e )
e Se mezclan n litros de alcohol de 43° con clas
: 25nuosde alcohol de 64°, obteniéndose al

pﬁra:"obten,

precio por cada litro se

cuyo

final alcohol de -no: Calcule el valor de n. Gl e
A) 45 B) 50 C) 55 A e i
D) 60 E) 48 D) 70L e

26. Un depdsito.contiene 2000 L de una mez 30 Unkilo de arroz de primera cuestax solesy

E_ cla alcohdlica de 20° y se necesita una un kilo de arroz de segunda cuesta S/.5. Se A
‘ mezcla alcohdlica de 60° para lo cual se mezclan 10 kg de primera con 20 kg de se- B
coloca un grifo que suministra alcohol de gunda. Si se hubiera mezclado 20 kg de pri-

80° a razon de 160 L por minuto. (Cuantos mera con 10 kg de segunda, el precio medio L,
minutos debe funcionar el grifo para lograr hubiera sido S/.2 més. (Cual es el precio de j
su objetivo? 1 kg de arroz de primera? %
5|
A) 20 B 24 02 A) SIS B) S6 C) S/ =
D) 25 E) 27 D) S/12 E) S/10 i
|

927. Se mezclan ab litros de alcohol de 50° con 31. Se mezclan 3 L de acido al 30% con 9L al

ba litros de alcohol de 20°y 25 L de agua. Si 70% y al resultado se le agrega un diluyente
la mezcla resultante tiene un 81% de agua, hasta obtener una concentracién al 50%.
calcule a+b. ¢Cuantos litros del diluyente se emple6?

A) 3 B) 4 €5 A) 24 B) 2 C) 31

D) 6 E) T DAl E) 4,5




36, iQué cantidades de café de S/5
kilogramo harén falta para formg
mezcla de 30kg que se pueda ve X
§/.4.2 el kilogramo sin ganar ni perdeyy

A) 8y22kg
B) 6y24kg
C) 9y2l kg
D) 23y 7kg
E) 10y 20kg

+ Se tienen 60L de alcohol al 65%, S sq jo I
agregan 15 L de alcohol puro, icual se
pureza de la mezcla?

il

B) 26L Q) 27L A) 75% B) 73%

C) 72%
E) 29L D) 70%

E) 65%




persona desean teﬂ.ér"un
‘ ‘pmpfé. una casa, un auto, etc., asimis-

hﬂ)’ distintas enudades que olorgan présta-
‘ inmediatos. Por ello, muchas personas al
mos ar con efectivo solicitan un préstamo a
?o c;nc!;ones financieras, las cuales cobran inte-
u:; S pefo-la pregunta seria: ipor qué?

,,e

Veamos un ejemplo, imaginese que usted tenga
i restar 5/.10 000 a su amigo y al cabo de un
5 q‘.le i:ecibe la misma suma prestada; es l6gico
- zzzsar que los 5/.10 000 que usted prest6 no ten-
dra el mismo valor que hace un ano, es decir, el
poder adquisitivo de su dinero se habra perdido
debido a distintos factores como la inflacion.
Entonces es necesario que usted a pesar de que
le eslé haciendo el favor de prestarle dinero |e
cobre un interés razonable por el uso de su di-
nero, de lo contrario usted hubiera invertido en
un negocio y hubiera obtenido utilidades,

Podemos decir que el intefés que se cobra es
por el uso del dinero para que no pierda su po-

der adquisitivo al cabo de cierto tiempo, aunque

: -.-Tl‘l L.

nanciem los imereses que*f_ :
excesivos.

% Concepto

Es un procedimiento aritmético que consiste
en determinar el interés o la ganancia que se
obtiene al prestar o depositar un capital bajo

ciertas condiciones.
Ejemplo

El senor Carlos deposit6 en el banco S.1200 y al
cabo de un ano retira su dinero y obtiene una
utilidad de S/.180, es decir, un total de S/.1380.

Veamos en un esquema.

Se gana S/.180.

///—\‘

dinero que suma que se
se deposita retira al final

1 ano

65



Tasas equivalentes

Dos tasas son equivalentes si colocadas ampse
al mismo tiempo se obtiene la misma gananciy,

Ejemplos

4% bimestral
6% trimestral

2% mensual <>{8% cuatrimestral
12% semestral
24% anual

24% semestral
16% cuatrimestral

_ 5 12% trimestral
produce un capital durante :

48% anual <>1{89 bimestral

4% mensual

f@- % diario

360




 J=1200+180
=5/1380

# Clases de interés

INTERES SIMPLE

Es cuando el interés se calcula del capital inicial

f- se permanece constante durante todo el pe-
q .

riodo de tiempo.

Ejemplo

Ricardo deposit6 en un banco 5/.5000 durante 3

afos a una tasa de interés del 10% anual. Deter-
mine el interés y el monto generado.

Resolucion

[dentificando los elementos tenemos
€=5/.5000
(=3 anos
1%=10% anual

M: monto

M=5000+1500
M=5/6500

R
Ahora deduciremos la férmula de interés simple

I1=10%-5000-3

1 tiempo (1)
capital (C)

tasa (r9%)

En general

I=Cxri%xt | _;
Donde la tasa (r%) y el tiempo (f) deben estar en _ |
las mismas unidades. ,
- OBSERVACION e
( Se entiende por clasico a todo -aq_ueilﬁ? 3
' que es tomado como modelo o arquetipo. :
| aseguir. - i ] -

: interés tiempode |

: DP: i i
‘. simple imposicion ) by L \
i e
7 e



‘ obran por los dlferenles tlpos de servicios de crédito a los usuarios de Ios
‘mismos, Es activa porque es el recurso a favor de la banca.

l"‘500%550+605‘
- /=5/1655
Luego
M=5000+1655
M=5/.6655

Ahora deduciremos la formula. del monto cop,
puesto. )

M=110%x110%x110% (5000)
M=(1+10%)*x5000

[ M:C(i+r%ﬂ

n: numero de periodos de capitalizacion

En general

4

L S ——— .__...___.-,,

Tasa de interés pasiva. Es el porcentaje que paga una institucion bancariaa |
- quien deposita dinero mediante cualquiera de los instrumentos que para tal §
~ efecto existen,




. capital (©)=40%(85 000)=

=10% men_s:uaji 3
45 000=18000

- Entonces

j=Cxr%xt
1=18 000~ 10%- 2=3600

para obtener una ganancia ltotal de 17 100, nos

falta 17 100~ 3600=13 500, que lo debe generar
ol resto del capital que es 45 00018 000=27 000
con las siguientes condiciones:

. tiempo ()=2 anos

. tasadeinterés (r%)=r%
. capital (€)=5/27 000

. interés ()=5/13 500

Entonces, al reemplazar en la relaciéon conoci-
da, se tiene

J=C xr% X!

13500 = ,2,2.,000 r%:2

=
l IOU

S =25

Por lo tanto, la tasa de interés debe ser 25%
anual para cumplir la condicion.

mstodelcapllat,’. = <

capital | |
( J =36k = (36k- le)

total
rg%'-rlS%.anu'al

[ C;=(6k-164-5K)=15k
[ ————

e ¢l resto

_r3%=20%-anual

Como la condicion es que se debe obtener una
renta (ganancia anual) de $/64020, planteamos
asi

P e

© suma de intereses
en un ano

total

Reemplazando cada uno de los intereses en

funcion del capital, tasa de interés y tiempo, se
tiene

16k -12%- 1+5k - 18%- 1+15%- 20% 1=64 020
192%%k +90%k+300%k=64 020

582%k =64 020

k=11 000

Por lo tanto, el capital total sera
36x11 000=5/.396 000.




tal, ademas se sabe que

* r%=4% bimeslral=2% mensual r‘__
=10% (cada 5 meses)
+ Capitalizacion cada 5 meses

-

Se observa que cada 5 meses se ganarj g] 1‘0%5
es decir, la décima parte del capital. 3

100~ 110% 121k

— .~ .
1000 1100k 1210k 13315

oot )" =C(1+10%)* Smeses | 5meses Smesej

R H) SI2IC
M =C-(110%) _c(_] e

I

¥
1

4 Observacién ' _ '-.‘-.'ij,'
? -”alcu}amos ahora el interés compuesto Interés (15 periodo)= ilﬁ (1000k)= 1008
pe 121C 21C 1.
h=M-C=——-C=—=21%C ' |
S S0

Segunda opcién _
*  Capital=C | Interés (3.%" periodo)= ]—ld(mmk-} =121k
* (=6 meses=] semestre : !

|l__.__.__.. - e e e = - I
* r%=38% anual=19% semestral

Interés (2.° periodo)= ~’]—0(1 100%) = 110k 4

———d k3

Calculamos el interés simple Por condicién, el monto del tercer periodo ex-

Iy=C-19%x1=19%C cede al monto anterior en 1815: entonces plan- ”
leamos
Ademads se sabe que la diferencia de intereses )
obtenidos en 6 meses e 5/40, entonces 133121210k =1815
hi = 5H=40 121k=1815
21%C-19%C=40 ST
Bl 2%C=40 — C=2000

Por lo tanto, el capital depositado por Jesus es

15x1000=5/15 000.




FE &ej;osnta 10 restante en el mismo banco yen

\un ano le genera S/. 810 de interés. Calcule

el capital inicial.
A) /1800  B) S/1600 C) S§/.2000
D) /2200 E) S/1860

Al depositar un capital por 17 meses se
yransform6  5/.2680 y por 11 meses en
§/.2440. (A qué tasa anual se impuso?

C) 18%
E) 4%

A) 12% B) 24%
D) 20%

Un capital impuesto durante 8 meses pro-
duce un interés que es el 20% del monto.
(Qué tanto por ciento del monto producira

en 18 meses’

A) 50% B) 36% C) 40%
D) 23% E) 28%

10.

4 se imponen a mterés simple
el otro al 12,5%. ¢(Dentro de cuanto

la relacion de los montos es la inversa de 'la :

relacion original de los capitales?

C) 7anos
E) 4anos

A) 10 anos
D) 5 anos

B) 8 anos

Se deposita un capital de S/.5000 durante un
ano y medio a una tasa de interés del 20%
anual capitalizable semestralmente. Calcule
el monto obtenido.

C) S$/.6250
E) S/.6565

A) 5/6500
D) §/.6655

B) §/6200

{Cuél es el interés que produce S/.1920 im-
puesto al 25% capitalizable anualmente du-
rante 30 meses?

B) S/.1380  C) S/1830

E) $/.1540

A) S/.1450
D) S/.1455

"




actuahdad se desvaloriza umformg ;
en S/.200 al ano. Fernando deseg COm

er¢ ten la que deposita todo su dmero en . ol
; » durante un semestre, banco al 4% de interés. (Cuanto tlempoj
terés es de S/.360. De- como minimo, tendra que pasar Para que
ue se obtiene al deposi- Fernando pueda adquirir dicho artefactgp

'36% durante 8 meses
A) 3 anos B) 4 anos C) 5 afos

B) S/1300  C) S/1500

E)- S/780 . Calcule el interés que generan S/.1800 al'ser

depositados al 5% trimestral capitalizable
semestralmente durante 15 meses.

A) S§/695,50 B) S$/486,90 C) 5/.580,50
D) S5/437,75 E) $/495,30

Un capital es representado por un numero
entero de tres cifras se deposita en un bancg
al 4% anual. Si se genera un interés que es
igual al numero de dos cifras formado con
las cifras de menor orden del capital inicial,

halle la suma de cifras del numero que 3
representa dicho capital.

A) 13 B) 15 C) 1T
D) 16 E) 12
UNMSM 2009-11 UNMSM 2013-1 i




© 30

D) 0 "B 50

20. Los capitales de tres socios estdn en la rela-

21.

cion de 1, 3 y 4, los cuales son depositados
durante 7 meses en diferentes bancos cuyas
tasas son 14%, 5%y 4% mensual, respectiva-
mente. Si la suma del duplo del interés ob-
tenido por el primer socio mas el interés
obtenido por el segundo socio menos el in-
terés obtenido por el tercer socio es S/.2079,
halle el capital impuesto por el tercer socio,

A) /5200 B) S/5400 C) S/4400
D) $/.3400 E) $/.4300

UUna persona divide su capital en tres partes:
primero toma los 3/5 de su capital, luego los
3/8 de lo que queday, finalmente, lo restan-
te en tres bancos que le ofrecen un 60%, 4%
mensual y 9% trimestral durante 5, 7 y 8 me-
ses, respectivamente, obteniendo un interés
total de S/.4032. Calcule el capital total.

24,

delos tiempos de imposicién.

A) 9anosy 8 meses
B) 8anosy3 meses
C) 6 anosy 4 meses
D) 6 anosy 2 meses
E) 5anosy3meses

Un capital depositado al r% mensual du-
rante dos anos y medio genera S/.660 mas
de interés de lo que generaria si se hubiera
depositado al r% anual durante el mismo.
tiempo. Calcule el interés generado por di-
cho capital al r% diario durante 5 meses.

A) S/4800
B) S$/.5600
C) S/7200
D) S/.3600
E) S/.9600

- AL

p i
B =m[TF ey




C) $/.1800
E) $/1200

‘. @) 32 meses
D) 36meses
~ E) 40meses

28. Un capital es dividido en dos partes propor-

cionales a 3y 5. El menor de ellos se deposi-
ta al 20% cuatrimestral capitalizable semes-

= tralmente durante un ano y el otro capital
‘es depositado al 15% semestral capitalizable
‘cuatrimestralmente durante el mismo tiem-

- po que el capital anterior. Si se obtuvo un in-
terés total de S/.470, calcule el capital inicial.

~A) S/11200
) 5/6000

B) §/8800 C) S/10800

E) /9600

32.

. Los 2/5 de un capital se preslan al 10% anua|

. Mario deposit6 $/.3000 en el ban
go de un ano liquida su cuenta
5/.3600. Si Vladimir deposita S/.
mismo banco, écuantos meses deb

_depositado su dinero para poder ganar
interés de S/.6007 i)

B) 7meses C) 9

E) 8meses _

A) 6 meses
D) 10 meses -

de interés durante 4 afos y 3 meses, de GStej-' 3
modo se obtiene S/.782 menos de gananclab..;‘ .
que la que produce el resto del capital co]o_;.__ 3
cado al 12% durante 3 anos. ¢Cual fue dichof

capital?

A) S/64 000
B) S/50000
C) S/17000
D) §/.34000
E) $/.36000

Se depositan dos capitales de S/.3000 y'%
§/.5000 al 2,5% trimestral y 5% cuatrimestral,®8
respectivamente, ambos durante 2 anosis

Calcule el monto total que se obtiene,

A) §/.10000
D) S/11 900

B) /10010 ) S/10 10088
E) $/12000




| .para.,cancelar su deuda?

B) S/1100 C) S/1416 | stral.
2 E)) Sj 1600 cabo de un afo los montos son. :guales,

lle la suma de capitales. i

4 --;;pllahzable blmestralmente al 60%, genera A) §/.8000
o5 §/.1308 mas de interés que si se depositara al B) $/.5000

40% semestral capitalizable trimestralmente C) $/6000
.du;anie el mismo tiempo. Halle el capilal D) $/4500
-depoSitado inicialmente. E) S/9000

m. e



!las pledras angulares so-
a lodo el edificio de las ma-
poraneas, dotandolas de un

or es considerado el padre de la teo-
fﬁiun_t_os, la cual es una parte fundamen-

la aractenstlcas y las relaciones que exis-
: ’tr_e' v‘arias agrupaciones de objelos, cono-

lidea de conjunto es una idéa primitiva
onsiste en una coleccién, agrupacién o

El conjunto de los cince Primerog niim
pares.

Se denota

nombre
del
conjunto

elementos

% o
** Relacion de pertenencia
Es una relacién que se establece exclusiya.

mente entre el elemento y sy conjunto

pertenece (&)

‘ Elemento J




* POR EXTENSION O FORMA TABULAR
Es cuando se indica cada elemento en forma

E explicita.
Ejemplos
. A={do; re; mi; fa; sol; la; si}

. B={24,6;810)
. c={1%253% 4555 6% 7% 8%

POR COMPRENSION O FORMA CONSTRUCTIVA

Es cuando se indica una o mas caracleristicas

comunes de los elementos de un conjunto.

Ejemplos
+ A={x/x es una nota musical}
» B={2n/1<n<5;ne N}

B C={n2/0 <n<9nel}

- =Jd
A

% Relaci6n entre conjuntos

INCLUSION

El conjunto A estd incluido en el conjunto B si
solo si todos los elementos de 4 son también o
elementos de B. Se expresa también asi

ECB o (Vxed > xEB)]

Ejemplo

Dados los conjuntos

A={3;5;6} y B={1;2;3;4;5;6)



elemenlos

DisJunTos

Dos conjuntos (A y B) son d151untos;
tienen ningiin elemento en comun,

Ejemplo
Sean los conjuntos
A={l; 3; 5; 7: 9}
B={2; 4; 6; 8; 10}
Se observa que A y B son disjuntos.

Diagrama

A'y B son disjuntos.

% Clases de conjuntos

CONJUNTO FINITO




:.‘jﬂaﬂos los conjuntos

. Z={5-2-10,1,2:3, .}
N={1;2;3;4;5; ..}
T={x/xe R n 2<x<3}

Todos son conjuntos infinitos.

® Conjuntos especiales

CONJUNTO NULO O VACIO

Es aquel conjunto que carece de elementos,
Notacion: ¢ o { }
Ejemplo

E' Sean los conjuntos

e A={xixe Z;2 < x < 3}

2! A=¢

* B={x/x es nimero impar; 3 < x < 5}

. B=¢

Sean los conjuntos

* A={4;4,4) > n(A)=1

Por lo fanto, A es conjunto unitario.

’ B={-x)er A 3<x<5} — n(B)=1

Por lo tanto, B es conjunto unitario.

CONJUNTO UNIVERSAL

Es un conjunto referencial que comprende a to-
dos los conjuntos considerados para un estudio
determinado.

Notacion: U
Ejemplo
Dados los conjuntos

A={2:3;5) y B={l;4: 6}

se puede considerar 3
U=L132;3;4;5,6,7,8;9; 10} j
-
Diagrama :
[U] ;
A i E
b
.? '8 010




iAy B son disjuntos, ento
n(A U B)=n(A)+n (B).

INTERSECCION

La interseccion de dos conjuntos (A y B
conjunto formado por los elementos qlie"

necen a los dos conjuntos 3 |3 vez. Se
ANnB. s
Se define

AnB={x/xe€A A xe B}

Diagrama

., OBSERVACION — - :
( * SiA c B, entonces A N B=A &l
t SiAy B son disjuntos, entonces A N B=8"

DIFERENCIA

‘conjuntos (A y B) es el conjunto

Bt La diferencia de dos conjuntos A y B (en di
grupacion de todos los elemen-  rden) es el conjunto formado por los element
ole s elementos de B. Se denota de A pero que no pertenecen a B. Se del
A-B.




Ejemplo

e Dados los conjuntos A y B lﬂcllﬁ [

verso U. NCidid
A SIMETRICA : | A={2;3;5; 8}
simétrica de dos conjuntos (A y B) B={1: 3: 6; 8}

unto formado por los elementos que
LaAoBperonoa ambos. Se denota Determine las operaciones con dichos conjun!

« AuB={l;23;5;6; 8}

« ANnB={3;8} g
» A-B={2; 5} '
* B-A={l;6}

« AAB={l;2;5;6}
o A°={1:4:6:7:9; 10}
«  B“={2,4,5,7,9;10)

% Leyes del dlgebra de conjuntos

IDEMPOTENCIA

o AUA=A
s ANnA=A

e

PSS CONMUTATIVA
. AUB=B UA

ASOCIATIVA .
. Au(BUC)-:(AUB)UC



DE LA UNIDAD
. AulU=U
e AUuod=A
» AnU=A
Ano=9¢

2

es conjuntos (A, B y €), cada region tiene una interpr
_continuacion.

solodyB

(Ay B perono C) A ByC

soloByC
(ByCperonoA)




Z A 1<x<d4}
~ yaloresdex: 1;2;3;4

L @=2=4 > @=-@=4=16
* __@=2x3=.6 - =©=62=36
.‘ . @=2%=16 - ==i62=256

Entonces el conjunto A esta determinado por
A={4; 16; 36; 256}

R IR R e——r

| junto A sera

4+16+36+256=312.

~ Problema N.° 2

Dados los conjuntos unitarios A y B donde
 A={a+b; 2e+d: 10)
~ B={T;b-q: e+3}

L_ Calcu!e A(C)+n(B)+n(A) si
- C{aia® (@), (e- 1))

Por lo tanto, la suma de los elementos del con-

Ya que conocemos los valore:
rninamos-el'-coniunt('i."(’:;;_ o

C={a; a*; (a+d); (e-1)
C=(1; 1% (14+2); @-1)}
C={1; 1; 3; 3}

Entonces n(C)=2, dado que C solo tiene do
mentos diferentes.

Por lo tanto, n(C)+n(B)+n(4)=2+1+1=4. No ol-
vidar que A y B son unitarios.

Problema N.° 3

Se hizo una encuesta a 900 personas sobre las g
preferencias respecto a dos revistas (4 yB). Se /
obtuvo lo siguiente:

* 300 leen larevista A.

* 650 leen la revista B.

Si todos leen por lo menos una de las dos revis-
tas, (cuantos leen solo la revista B?

Resolucion

Utilizamos el diagrama de Venn-Euler y coloca-
mos los datos que se tienen.
900

solo
la revista
A

solo
la revista
B

ninguna de
las dos revistas




Se observa que el nimero de varones

lan es el mismo que el nimero de muije
bailan (parejas), dado que es una reuniénp
mal, entonces en total

+ NP°de varones=34+5K

N.° de mujeres=34+2K

mos

(34+5K)-(34+2K)=15
34+5K-34-2K=15
3K=15

K=5

Por lo tanto, el nimero de mujeres que asistie-
ron al cumpleanos de Jesus Fernando sera
344+2K=34+2x5=44.

-




AT B) 80 (& o
D) 82 E) 78

) 3. Dado el conjunto
A={3, {5; 8}, 4, {10}, 7}.
/Cuantas proposiciones son correctas’

¢ TeA s cA
e {{10}}cA e {3:.5}cA
e 8cA e {4:7)cA
« 5¢A + {85}«
A) 3 B) 4 =S
D) 6 E) 7

4, Los conjuntos A y B son iguales
A={2a+3; b*-a)
/ B={3b+3; 24-a}

le axb.
A) 35 B) 28 C) 30
D) 21 E) 42

- §. Halle el nimero de elementos del conjunto
(AnB)uU (BN O)si
A={xe Z/4 < x+3 < 8}
- B={xe Z/x*-3x+2<0)
. -ggﬁ[xe Z/x=k-2,3 <k < T}

Ademas, a y b son enteros positivos. Calcu-

D) 10

Sean los conjuntos j =
A={x*+1/xe Z* » 2x-3<5} ,_",
B={(2x-1)eZ A 3<x<5}

Indique si las siguientes proposicio

verdaderas (V) o falsas (F), respecti

I. Ay B son disjuntos,

Il. Ay B soniguales.

. n(A)=n(B)

IV.AcB

V. Lasuma de elementos de B es 2.

A) VFVFF
B) VFFVF
C) FVFVF
D) FVVFF
E) VFVFV

Si los conjuntos
A={a*+1;3a-1} y
B={4b+c; b-2c+18}

at+b+c.

A) 6
D) 9



A B) 20 0 40
D 10 E) 50

NIVEL INTERMEDIO

. Dados los conjuntos A y B, se cum
n(A v B)=12

n(A-B)=6

n(A)-n(B)=

Calcule n[P(A A B)).

Pleque |

A) 8 B) 16 C) 32
D) 64 9 E) 128

. Dados los conjuntos A y B, se cumple que
* n(A)-n(B)=

* n[P(A)]+n[P(B)]=640

* n[P(AB)]=32

Calcule n(A U B).

A) 16 B) 15 C) 10
D) 12 E) 11

En un aula de la academia donde estudian
50 alumnos entre varones y mujeres se ob- _
servo lo siguiente:

* 8 mujeres tienen 15 anos.

* 20 mujeres no tienen 15 anos

* 19 mujeres no tienen 16 anos.

* 6 varones no tienen ni 15 ni 16 anos.
¢Cuantos varones tienen 15 o 16 anos?

A) 12 B) 4 O IS




srgmenle expreﬁén___ ;
{4-B (4 0 O} {(a=B) o (aC

A) ¢

concurso nacional de matemalicas (B:) AC;B
48 semifinalistas, 20 eran mujeres Dg o
-B
san lentes y reloj y 7 mujeres N
il E) AnB)°

“ saban lentes pero no reloj ademas, 8

usaban reloj pero no lentes y la i e
ﬁ?:d de varones que usan lentes y reloj 23. Eduardo ha comprado 7 frutas diferentes y

al a la cantidad de mujeres que no - quiere preparar jugos surtidos. (De cuantas
es i A ,
saf;enle s pero si reloj. ¢Cuantos varones maneras diferentes puede hacerlo?

usaban lentes si 24 estudiantes no usaban

A) 100 B) 63 C) 57
Jojv 21 no usan lentes? -
reloj y D) 120 ¢ E) 121
! A) 12 B) I3 C) 14 :
D) 15 £) 16 24. Sean Ay B conjuntos incluidos en el univer-
; ‘) s0. Se cumple lo siguiente: 0
490 SiAcB y B~ C=0, entonices simplifique la * AnB=}
| siguiente expresion. * B tiene 128 subconjuntos.
{_[( Ao B)C— B| U C} & {(C'-A} U (A-B)) * Lacantidad de-subconjuntos de B exce-
: de a la cantidad de subconjuntos de A
A) o en 992. .
B) B¢ (Cuantos subconjuntos tiene A*?
C) A-B
D) AuB® : A) 4096 B) 512 C) 8192

. D) 2048 E) 1024




)e un grupo de estudjany
- guiente:

es se

10 fuman YNovanala academj,. bl
* 25 van a la academig y nd ﬁ'c\. g
anos. et

16 no van a la academja Nifumap
tienen 18 anos. "Perg
bdelos quevanala academiy tien
anos, pero no fuman, nig
2 van a la academia, |.

lienen 18 3%
a
fuman. Nos

12 no tienen 18 anos. no fuman p;
i | Vana
la academia.

Halle el nimero de estudiantes.

a donde asistieron 39 per- A) 70 B) 80
- ning(in actor canta, D) 85
bailarines y todos los

C) 90
E) 65

Se hizo una encuesta a 180 PErsonas pary
averiguar sobre la preferencia de |og par-
tidos politicos A, B, C y D, obteniendo Jgs
ente. Si hay en total siguientes datos: 10 no simpatizan

ailarines, ccuantos aclores
es y poetas hay en dicha

€on nip-

gun partido, 32 solo con D, 22 solo con A, 20

solo con B, 20 solo con C, 20 con A y D pero
no con B, 6 solo con Cy B, 4 solo con A yC,
2dconDy B,y 28 con Ay B. iCuantos simpa-
tizan con A, B y D si ninguno que simpatiza
con C simpatiza con D?

A) 4
D) 7



TH a—

nen felgj--y 6 mujeres no usan falda ni reloj.
(Cuantas mujeres no usan reloj si se sabe
:éﬁe 5 varones con reloj y terno no bailan?
Considere que solo los varones usan terno.

A) 30 B) 40 C) 27
D) 20 E) 36

_ En un autobus hay 41 pasajeros de los cua-
les se observa que hay 16 mujeres en lotal
y 21 personas estan sentadas. De los que
estan parados, 10 son hombres que no
fuman, y de los estan sentados, 8 no fu-
man. Calcule la maxima cantidad de varo-
nes que estan de pie y fuman si hay 6 mu-
jeres que fuman y 3 mujeres sentadas que

no fuman.
A) 2 B) 3 @
D) 13 E) 10

. Silos conjuntos A y B son tales que

. Si el conjunto M posee x+1 elementos y

B={2; 3 5}
n(B)=a+b;AcB y n(D) a+2b
Halle el nimero =de-subc0n]untos- p
del conjunto D.

A) 32 B) 63 Q) 15
D) 7 E) 31

* n(AuB)=30 =
* n(A-B)=12
* n(B-4)=10 g
Calcule n(4)+n(B).

A) 24 B) 38 = C) 42
D) 39 E) 50
2x+3 subconjuntos propios, calcule x.

A) 2 B) 3 C) 4
D) 5 E) 6




‘contar usa-
de bastones,

mal o de base
ese el nimero

& Numeracion

Es la parte de la aritmética que se encar
estudio de la correcta lectura y escrityrg ga de]
numeros. € log

NUMERO

Es una idea de cantidad que nos permite Cuan
tificar los objetos de la naturaleza.

NUMERAL
Es la representacion simbolica o figurativa de
un numero.

Ejemplo

' Se puede representar asi
JfHT, eseee \/ 5 cinco, elc.




et Tl

"
-

et i

- ik — L

Es un numero entero mayor que la unidad,
el cual nos indica la cantidad de unidades

4 3 2 1 — orden
s | s | 7]
igar — 1. 90 3. 4.0
DE LA BASE

necesarias y suficientes de un orden cualquiera
para formar una unidad del orden inmediato

Base 3

©00)

(0©0

© 0

superior.
Ejemplo
Represente veintitrés unidades simples a las ba-
ses 10,7y 3.
Basel0 | Base7
(el | %
olisle | [olfe]fe] e
Q|e||o| ©
8419 Q||0||e
4 | |©||O]|©
e Q0|0
Q|10 =
olle Q0|
ollo ©jeje
il
23 Q)

(+)

ponde mayor base, es decir

O]

Si1232,=215,, —

)

(+)

Algunos sistemas de numeracion

-

Base Nor:nbre del Cifras
sistema utilizadas
| 2| binario 0;1
| 3 |temaro Ol
| 4 |custernario | 0:523
""" 5 |qunario  |0;1:234
6 |senro 012345
7 | heptanario 0;1; 2; 3:/4::5:6
3 fonowe o 4n07
.3 pnonario D MG EE Bl
| 10 | decimal 0: 1 2:13 47
‘11 """ undecimal | 0;1;2;3;4;.;10
| 12 | duodecimal® | 0;1;2;3:4;.511
i'”'zo' | vigesimal | 0;1;2,3,4;.519
| 60 |sexagesimal | 0;1:2;3;4;.;59




Cuando no se conocen las cifras g

Se van a representar medianté‘.j :
las, pero considerando o siguje

*  Lasletras diferentes no
dican cifras diferentes.
Toda expresién en Paréntesjs
una cifra en un numeral,

necesari,

ferente de cero.

Ejemplos

L]

Numeral de dos cifras en base 10

ta en si la cifra. ab € {10; 11; 12: 13 . 99}

Numeral de tres cifras en base 7 .
5 666,)

0

—_—

3 100 0l-: 109 A
b ol oriden S mnpz € {100;; 101,; 1027 103;; ..

Numeral de tres cifras con

seculiv'__a__’,r._.-'f :
base 8 &

a(a+l)(a+2)3; (n+]]{n+2)(n+3)a

NUMERAL capicua

Son aquellos niimeros cuyas otras equidistanles
son iguales.

Ejemplos

626 14415; 77; aba; abbay

CONTEO DE NUMERALES

Ejemplo _
¢Cuantos numerales de la siguiente forma
a. ab

—_—

b. nmp

¢ abla+1)(b-3)c
-_e'x'i'sten?f




ffPon Bmouzs LA
T jemplos i

e © 23213,=213,- 74213,

T T Jlf’s *  ababab,=ab,n'+ab, n*+ab,
100
il .
39 2 % Cambio de base
L‘, Z 7 DE BASE n A LA BASE 10 (n = 10)
7-8-8=448 Método: descomposicién polindmica
Por lo tanto, hay 448 numerales. Ejemplo
Exprese 435; a la base 10.
G
ala+1)bb-3)c —4.72,2.7 o
Y l 435;=4-7°+3:7'+5=222
3 435,=0222
2 4 1
3 5 2
: : De BASE 10 A LA BASE n (n = 10)
E E 9 Método: divisiones sucesivas
o 10 =560
+ 2l 22 Ejemnplo
Porlo tanto, hay 560 numerales. Exprese 222 ala base 7.
A e 222 | 7
® Descomposicion polinémica ® 317
La descomposicién polinémica consiste en ex-

: - presar el numeral en funcion de sus cifras y su
- respectiva base. | Lo 222=435,




= 40X2+40%5 +9

15

80
lErminos

£
INTERVALO EN EL CUAL SE ENCUENTRA un
NUMERAL -

P g

{n < kR
abc.x <np
R cifras

b o
==
freldis

n=n '-'-1)& =n* -1

. Ejemplos
~ Ejemplos e
' '. 99=]02_1 =, T?8=82_1 » 100 < abe < 1000
. 999=10%-] 3 7778=83‘] 10® < abe < 103
= 9999=10%-1 o T7775=8-

. 1000 < abed < 10 000

~ BASES SUCESIVAS

: 10® < abed < 10°

o -g? <mnpqg < 8

b s 9’ < xyzwrsg < 9° >




Lo cual significa que
Sia=2"— b=1 } anicos

. Sia=4 — b=2 | valores

~ Porlotanto, la suma de valores de

- (a+b) es 3+6=9.
e +b

Problema N.° 2

Si abcabe,=1430, calcule a+b+c.

Resolucion

Convenientemente vamos a descomponer el
numeral abcabc,, en bloques, asi tenemos que

o abcabc,=1430

abc, n*+abc,=1430

¢Cuantos nimeros tienen tres . fras en

Resolucion

se tiene
N= BEE}' '—_-Ee_fs =éE}9

Se sabe ademas que los intervalos de los nume-
rales son

72 <abe; < (7%
82 < d—é’fg < 83
':‘9_2_:' < %{.] s 93

Graficamente

N <73

=
AN

< N <343



Resolucion
De la igualdad

(n=Dn-1..(n-1) =Xx0y3

(n+1) cifras

por propiedad de cifras maximas lenempg E

n"*D_1=x0y3

n"*D=x0y4

Ahora por intervalo de un numeraj
1004 < n"*V < 9094

Si n=3 - 3%=8I (no cumple)

Si n=4 — 4°=8] (si cumple)

Si n=5 — 5%=8I (no cumple)

= n=4; x=l; y=2

x+y+n=7




B) 8 0) 4

E) 7

BD) -9

s '_S_i'"5"_5bbn=a"003’ calcule a+b+n.

B) 12 C) 13

A) 1l
E) 15

D) 14

5. Al expresar 352, en base n+1, la suma de

Jas cifras es 2n->5. Calcule n.
B) 7 C) 8

A 6
E) 10

D) 9

. Sesabe que a esimpar, ademas los siguien-

fes numerales estan bien escrilos.

. amaba{gj
¥ ﬁi(-tr)
. mama[b)

J a?a(m)
" Calcule a+b+m.

C) 20
E) 17

A) 15
D) 16

B) 18

7, (Cuantos nimeros de tres cifras en base 12

se escriben con tres cifras en base 11 y en

base 10?

10.

11.

12.

13.

exprese aaaaa, en base

Si tenemos ab6,,

puesta la suma de cifras.

A) 10
D) 1

B) 8

Si abab,=407, calcule a+b+n.

A) 8 B) 9 @R
D) 15 E) 10
Si aaaagy1y=1160g, halle a*.

A) 9 B) 16 Q) 25
D) 36 E) 49

Si abe, =329, calcule la cantidad de valores
que toma .

Q) 12
E) 14

A) 10
D) 13

B) 11

{Cuantas parejas de numerales de la forma

abcy y mng seran iguales?

B) 30 C) 48

E) 21

A) 20
D) 19




alle el mayor numeral de tres ,
5 :_ge'mal senario tal que sy TeDresenta
base 24 sea igual al numera] formaq
bloque de sus dos titimas Cifras,
como respuesta la suma de cifras
ral buscado.

Yl
del

A) 11 B) 12 0 13
D) 14 E) 15

21.° El maximo nimero impar se repres
el sistema octonario con sejs cifras
Calcule la suma de cifras de este
luego de expresarlo en base 4.

enta gy
iguale
Numery

D) 27 E) 16

22. El mayor numeral capicta de tres cifras eg
igual a 62 veces la suma de sus cifras dife-
rentes. (En cuantos sistemas de numera.
cion dicho numeral se representa con cya.
tro cifras?

‘sistema decimal, al
4; 6y 7, se repre-

A) 8 B) 9
D) 6

23. Si lmmrr?5=2m(r:2)(n-—2_’1},), calcule cudntos

sistemas de numeracion mnp se represen-
I

tan con cuatro cifras.

se 12 resulta
fra de se-




C) 13
E) 10

36

=mnp,_y),
a ]m i

VT
D) 15

B) 12 0 n

E) 16

27, Simapmnp;=532 y aOb)=2a10,, ),

halle a+b.
A) 4 B) 7 C) 5
D) 3 E) 6

28. Sabiendo que (2a)b(2a)b;=aaa00s, calcule
la suma de cifras al expresar el numeral
aaa...aaay al sistema nonario,

.-_V_'

ba cifras
A) 200 B) 128 C) 64
D) 72 E) 80

e e —

2. S8i aaas=mnp=bccOp, (cuantos sistemas
de numeracion bee se representan con tres
cifras?

A 1

" L '. o R s B) 2
i_gg 6

C) 4
)0

32.

33.

34.

35.

n _
Calcule axbxn,

A) 96
D) 120

B) 112

Si 7ab,,,=60a,=40(m 1), n < 0,

caleule a+b+n+m. 2
A) 20 B) 21 ) 22 e
D) 23 E) 25 wa

Cierto ntimero de dos cifras es n veces la
suma de sus cifras; pero al invertir el orden
de las cifras, el nuevo niimero es & veces la
suma de sus cifras. Halle n+k4.

C) 12

A) 9 B) 10
D) 11 E) 13
UNMSM 2007-1 g
=
(]
Un nimero de tres cifras consecutivas cre- : :
ciente se escribe en base 8 de la forma 750y, 2
Halle b.
A) 0 B) I C) 2 i
D) 3 E) 4 =

¢Cuantos numerales de la siguiente forma
(a+2)ab(2b)(c-3)c,, existen?

A) 510
D) 620

B) 540 C) 560

E) 640



& Adicion
n y division las aplica-

Dadas dos o mds cantidades, la operacis
] a .
Una ama de casa, Peracig

|
T - . - l'l .GE:;
adicion consiste en reunir dichas Cantidades
una sola, llamada suma.

Es decir

——

_Eéif—l
sumandos '

suma

* Adicion en base 10
Se agrupa de 10 en 10.
Ejemplo
Sume 948 + 536 + 869,

‘ | =—— orden

La suma

se agrupa
de 10en 10




_‘gg&g.rupa como indica la base.

Ejemplo
Sume 6575 + 4265 + 734,

4 |3 9 | 1 — orden

220 e
6 |5
4 2 Se agrupa
de 8 en 8.
i3

PR g | 1, — suma

Orden |
7+6+4=l?=%(8]+ I

1
lleva queda

‘Orden 2

5+2+3+(2)= l2=%{8)+4

lleva queda

Orden 3
6+4+7+(1)= 18=2(8)+%
I

lleva queda

© 65T+ 426+ 7345 = 2241

‘30811’30036?!1

Es decir

o -g-—i"'

minuendo
sustraendo
diferencia =

Sustraccién en base 10
Ejemplo
Reste 5236-869,

4 |3 |2lsasiouts

o2 | 3|6 - Apresarsel, eqmvale-
8 6 9 aungrupode 10.

4 13 |6 | 7 — dierencia

. 5236-869 = 4367

Sustraccion en otras bases

Ejemplo
Reste 3542, —657.

4 [3

-

3




LS

50 X4z _
* a-c=x+1
o bed0;1;2;3;4;.... 9}

®. Complemento aritmético (CA)

Si N=abc ... xyz,,

k cifras

entonces | CA(N)=n*-N I

Ejemplos

*  CA(53)=10%-53=100-53=47
CA(256)=10-256=1000-256=744
CA(abcd)=10" - abed =10 000 - abed
CA(325)=8%-324=1005— 325 =465

CA(2155)=8°-2154=10005 2155 =563




R 7778
e {fA(2] 533) = 56254

=]

- ® Multiplicacion
~ Es una operacion matemalica que consiste en
sumar un numero lantas veces como indica otro

. pumero.

Es decir

P=A+A+A+ .. +A +AJ

B sumandos

T P

Be=le

E“‘"‘J

multiplicando ;__—]_J
multiplicador

-producto -

Ejemplo
Multiplique 2356 por 342.

2 3 5 6 X «— multiplicando
3iq 2 «— multiplicador
g -1 2
Jaeq 2 4 productos parciales
B/ 50, 6 8
8 0 5§ 7 5 2 «— produclololal

( suma de productos
parciales

Ejemplo

Calcule la suma de productos parciales de

a. 2356x342
e ot | 2356 x (344 +2) =21208.
b. 547x368 .

(suma de produclos )= 547 % (3+6+ 8) =9299

parciales

c. 368 x 547
(suma de produclos ): 368 X (5 +4+ 7) —5888

parciales

“ Divisién
Es una operacion inversa a la multiplicacion

que consiste en averiguar cuantas veces un na- ' i
mero (divisor) esta contenido en otro namero
(dividendo). El resultado de la divisién recibe el
nombre de cociente. e



En general

~ Por defecto

Dld

Iy q

Se cumple que

donde

ry: residuo por defecto

I'e: T€Siduo por exceso

" N (N e S S

Cuando la division es inexacta Yy No s
especifica el tipo de division, se asum
que es inexacta por defeclo.

PROPIEDADES

wslén es inexacta
* 0 < (residuo) < (divisor)

(residuo minimo)=1

(residuo maximo)=(divisor)-I

38=

5x8-2

defecto exceso

(residuo por) 5 ( residuo por) ~ (divisor)



b
|
0
1
2
3

4 = 16 nimeros

1
:‘Ahﬂm- reemplazamos los valores de a y b

'parasabe" qué valores tomaria cada cifra del

@) @) b

a

|

1
1 2
' 23

4

-b{oacn.hm-—
-b{tﬂmwc:._
.r_x{w N - O

4

Cada cifra tiene
4 valores.

" Calculamos la suma de los 16 numeros que se
pueden formar aplicando el método de la suma
mediante la suma de parciales. Asi

— cantidad de numeros

l — suma de valores
16 de lacilra

- . |enlascifras i

It "'de-unidades) =4 0+1+2+3)=24

L cantidad de valores
que torma la cifra

D=

(5 1= .

o o ! L
o
4 7 ¢ T

la forma a(2a)(3b)b es 48 744.

Problema N.° 2

Si se cumple que
CA(abc) + CA(bab) = cA(Bb) + 120, -
calcule CA(bacab ).

Resolucion
Se sabe que

CA(abc)=1000-abe
CA(bab )=1000-bab
CA(bb)=100-bb



A] realizar la operacion de mun
obtendria

Por dato se tiene que la media geométrica (m
de dichos productos parciales es 742, en ﬁ
se tiene que

lOnQe_.s.,:

%/4xmnpx-2xmnpx]xmnp=742

3\f8 X mnp:) =742

2xmnp =742

mnp =371

Ahora, calculamos la suma de productos par ;
ciales de la operaciéon

suma de productos| s = =i
( B }— 4xXmnp + 2 xmnp + 1 Xmnp =

xmnp 7 % 371 = 2597

(suma de pmducloe)
parciales

Por lo tanto, la suma de productos parciales em
la operacion es 2597. 3




+(cociente)=72
. (dividendo)+(divisor) =961
(dividendo)=961 - (divisor)

Reemplazamos los datos en la relacion que se
conoce por el algoritmo
961 - (divisor)=72 X (divisor)+(residuo)
961=73(divisor)+(residuo)

! !
13 12

(residuo) < (divisor)

Por propiedad se sabe que

residuo por) (residuo por) s )
defecto ip axcess- 1 (divisor)
‘ l |
2 1 13

Por lo tanto, el residuo por exceso es 1.

Resolucién | i

-
De los datos tenemos RSN -
Pordetecto poreceso

ol el

ra g r. g+l ;
Ademas
e rd—re=15 (])
* rgtg=40 (1)
* r—(g+)=8 (1)

Restando las ecuaciones (iI) y (Ill) tenemos
rg=re+2q+1=32
15+2g+1=32
q=38

Reemplazando g=8 en las ecuaciones (I1) y (1lI)
se obtiene
ld=32 N re=]?

Se cumple que
rytr.=d=49

Luego
D=dxq+r
D=49x8+32=424

Por lo tanto, el dividendo es 424.



RB) 33
0 34
D) 35
E) 36

La suma de los términos de una

ayor )
de Cifrag

cion es 168 y la diferencia es m
traendo en 12. Calcule |a Suma
sustraendo.

A) 12 B) 9 O
D) 10 . E) 8 u

Si al multiplicar abc por 35 se obliene-__:cro o
suma de productos parciales 5872, lca nn
a+b+c. .

A) 14 B) 16 C) 18
D) 20 E) 22

. Siados nimeros enteros se les disnﬁn]_[}[e[’[;;'

yaumentan seis unidades, respecﬁvamentg;-é' _
el producto de ellos aumenta 204 unidades,
Calcule la diferencia de dichos nimeros,

A) 20 B) 30 C) 40
D) 41 E) 45
. La suma de los términos de una dwiﬁt.‘vﬁI
€xacla es 415y el cociente excede en 194l

divisor. Calcule la suma de cifras del ¢
dendo.

A) 13 - B) 15
D) 12




parciale
atb+c+d+m.

A) 15 B) 17
D) 16

C) 24 | mada
) por defecto en 15 unidades, y la suma del

E) 32 cociente por defecto y exceso es 31. Calcule
A la suma de cifras del dividendo. '
i :ﬂ. Slse cunlp'ﬂﬂ_‘-f_ — TR
Jbea+Babc+bTc8-+ccab=24b22, A) 13 B) 12 C) Il
calcule axbXC. D) 14 E) 15
0 1 B) 60 ) 90 20. Determine la suma de cifras de un numeral
:.'D'].' .42' E) 50 capicua de tres cifras sabiendo que is_e res-

ta la suma de sus cifras se obtiene n74.

15. Halle el menor d‘e.dos numeros Si lor‘f ‘com- A 2 = C)' %
plementos aritmeticos de su sumay diferen- D) 15 E) I8
‘cia son, respectivamente, 530 y 830.

21. Si CA(abe)+cba=xy5, calcule x-+y.

A) 150 B) 170 C) 80 3
= UNMSM 2009-11 D) 9 E) 1 ;
16, Sise cumple que 22. Si al sumar los complementos aritméticos
. abadcbax9999 =..3421, de los numeros aby; y bay, resulta 57y,
B) 20 C) 24 A) 12 B) 13 C) 4

E) 30 D) 15 E) 16



. Siaun nimero le multiplicamog

Halle dicho niimero de reg

A) 12 B) 24 C) x
D) 22 "

o8

¢Cual es el nimero de Cuatro ¢
multiplicado por 4 resulta ¢ Mismg

Pero en orden invertido? Dé como respuey.
la suma de sus cifras, y es;,a .

A) 18 B) 19

0 17
D) 20

E) 23

p°r3..a|fe'-: ]
sultado le restamos 2. 3 nuevo resulladolé '

dividimos entre 5y, finalmente, 3] Nlimery
obtenido le sumamos 4, se obtiene de

: deesy
manera 6. Calcule el numero, -

A) 1 B) 2 0 4
D) 6 E) 3

En una division inexacta, la suma de los
residuos por defecto y exceso es 20. Si g

cociente es 10 y el residuo equidista en |
la recta numérica del divisor vy cociente,
calcule el dividendo.

A) 210 B) 215 C) 220
D) 225 E) 230

En una division inexacta se observa que. :
el divisor es cualro veces mas que .e'l:ﬁ
residuo vy si al residuo se le disminuye 17,
este seria minimo y la divisién seguiria
siendo inexacta. Calcule la suma de ci o
del dividiendo si el cociente es los 5/3 del
residuo. =8

A 15 B) 16 C) 16
D) 20 E) 21 .

T



4, Al dividir un numero de tres cifras entre otro
~ de dos cifras, se obtiene 11 de cociente y
25 de residuo, se les toma el complemen-
to aritmético del dividendo y divisor y se les
vuelve a dividir, obteniendo 7 de cociente y
19 de resto. Calcule la suma de cifras del di-

vidiendo inicial.

B) 29 C) 24

E) 18

A) 28
D) 20

"' 35 A un numero par de tres cifras se le resta el
3 nimero que se obtiene al invertir el orden
. de sus cifras y al resultado se le divide entre
_ las cifras de las decenas, resultando exacto
;_—- y como cociente cualro veces un numero

i | by e Ty s S

i
i

v
¥ '..L‘f”;
A

R S
D) 14 g

nimo. Halle la suma de cifras del divi

) 13
E) 15

A) I B) 12
D) 14 PE.

38. Si CA(abc)=aa y mnpx999=_.cba,

calcule m+n+p.
A) 18 B) 10 Q) 12 '
D) 15 ] E) 17



vida cotidiana ocu-,

res, como por ejemplo
24 caramelos en par-
_ logico pensar que
aramelos y no sobraria

0s en los que no.
studiarse la divisi-

-1
Donde l
AeZ;Bel" yKeZ .
Ejemplo
|
42 L?_ 1
.!

0 6
Se puede decir que

* 42 es divisible entre 7.

* 7 esdivisor de 42.

® Multiplicidad de los nimeros

Un nimero entero A es multiplo de otro entero
Positivo B si existe un tercer niimero K, talqueal
multiplicarlo por B resulte el niimero A. _

4
Es decir

!

e

| A=8K i
L\‘..-______.__.

Donde
AeZ,BeZ' yKe?Z



ST

AesmliplodeB.

‘ N ] A=BK

S Bel"” y Kel

Ael

, (]
"« 42=7 puesto que 42=7(6)

0
» 55=11puesto que 55=11(5)

0

"+ 60=10 puesto que —60=10(-6)

E
"
3 o
E' » 0=13 puesto que 0=13-(0)
. b8 _
.« N=15puesto que N=15k (k € Z)
v,
~ Veamos las siguientes situaciones.
IFI- I. Los divisores positivos de 12 y 35
BRI 0:13:4:16; 12
£ S S
l 3 divisores
12=12X1=6X%2=4%3=3x4=2x6
35 1 5;7: 35
e
divisores

35=35%1=7X%5=5x7=1%35

‘E'lhﬂﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁgﬁu

-11,-22,-33:-44

NOTACION DE LOS NO MULTIPLOS DE UN NUMERO
Ejemplo

¢Es 45 divisible entre 77

iNo! Porque al dividir 45 entre 7, la division es

inexacta. Ademas, sabemos que la division pue-
de ser por defecto o exceso.

Por defecto Por exceso

45 |7 45 |7 g
3446 T=a

| 45=7x6+3 45=Tx7—4
Se denota Se denota




(12)° = 1728
J

i

(;.ga; (OBSERVACION

. [

Ejemplos

5 (?+2)(?+3)=?%2-3=%+6;

. (8r2)B+3)(8+a)-3+ 234 =544

5+4

CRlRE

——
2

(o]
abcden,=n+e

[+]

adeﬁ’n = (nz,)l' a-_eun

0

abcden, = (nfj)+ cden

Ejemplos

e o

» ab2358 =8+5
: ot

+ ab235s = (?]sr 35,

e
. ab235s = (8*) +2355




~ chos modulos.

— A

- Si

o B

c

enlonces

0
N=MCM(a,b, c)

Ejemplo

Sea

i

0
— N=MCM(8:9;6)=

Jos, entonces es miltiplo del MCM de di-

o]
8+3

0 e
N 9+3 — N=MCM(5;6;8)=120+3

0

6+3

Principio de Arquimedes

-
?|
nulos. Si a-b= n ademas b y n tie-
nen como unico dmsor en comun e

Sean a y b dos numeros enteros no

la unidad, entonces a = n

Ejemplos

0 0
e 3a=7 - a=17

3y 7 comparten como tnico divisor a la
unidad.

0
« 6b=15




con de reglas que se aplican a las
de un numeral que permiten establecer si

o divisible entre otro numero,

DivISIBILIDAD POR 3 Y 9
Sea N = abcde.

DiviSIBILIDAD POR 11
Sea N=abcde.

DiviSIBILIDAD POR 7

SeaN=a b cdefr.
SRl o

A'Fz'{-_}_.

DivisiBILIDAD POR 13

SeaN:abcdefg.




Siendo A el nimero de asistentes a!
portivo.

-51: 52; ...; 499
‘_._;—-—-—"W‘___'___'
450 valores

| : - T Ny 28
Entonces hay 450 nameros de tres cifras que A<£ o A=MCM(T 1)=187 B/
muiltiplos de 2. Ahora determinamos cuan-

Por principio se sabe que si

« 0N 17
{os nUmMeros de tres cifras son rnultrplos de 10,
| ‘va que nos piden que los nameros deben ser
" multiplos de 2 pero no de 9 - A=187K: A <350
A L
~ Seliene ,
100 < 10w < 1000 - A=187x1=187 of
10<w < 100 :.I_
3 w: 10 11;12; 13; . +98:99 Ahora, determinemos la cantidad pedida. -
I:I‘ 90 valores Por lo tanto, la cantidad de huaralinos es
E‘ 2 X187 )
I!l_: Por Jo lagllo, el tola:}l de numeros de Ires cifras ﬁx'g =34. | I
~ que son 2 perono 5 sera 450-90=360. “
B ; Problema N.° 3

También podemos observar en el grafico 2
Si ablabs =8+6, calcule la suma de valores

ult de ab.

Resolucion
Descomponemos en bloques el numeral

ab 0 abs

bloques




T \I‘-.\_.'

Ahora aplicamos el criterio de divisi_bilidad- &

al numeral formado por cifras NUMEricas
1)

10203040 + a0b0coqd < 3
31281291 =2
+ + '

—— —— o
NS0 =8 = 741

Entonces la expresion queda asj

0 k] e 0
T+ 14+ a0b0c0d =7 -2

Donde
r L . 0 (¢}
alb0c0d =7-3=7+4

Ahora calculamos el residuo en el numera pe
dido aplicando el mismo criterio.

lalb2¢2d3 = 101020203 + a0b0c0d0

Aplicamos el criterio por 7 al numeral de cifras

numericas
101020203 + a0b0cOd x 10

2oRlE20311152 31 0
T = ‘-T 7 + 4 (del dato anterior)
e R o

3-6+7=4=7+1

Entonces la expresion queda asi

101020203 + a0b0c0d x 10
— e —

o} 0 (o] 0
7+4+(7+4)>:10:7+4+7+40
()

=7+2

Por lo tanto, el residuo es 2.




san anteojos. Si el total de per-
“Jcuantas personas en total no uede adqu
108 de cada prenda,

n) = E) 48 D) 24 E) 38 )
2 Si a32lba es divisible por 15, calcule el 8. Si abca=35, ademas a+b+c=13, %
maximo valor de a+b. : halle a+bxec. '
A) 10 DIRL2 G N30 B 28 C) 24
D) 15 E) 1l D) 20 E) 18
:.n Sim=? +3. calcule a. 9. Halle el residuo que Se obtiene al dividir
. ' _ c4b3ablc2a entre 11.
B A 10 B)RO S C)I58 % ‘
: D) 6 E) 3 A) 1 "~ B) 2 C) 4
i D) 5 E) 6
T
i N el mayor numero entero comprendido e
[ P oea v 10. (Cuantos numerales de la forma 3bcd es di-

entre 3000 y 4000, tal que al ser dividido en-
tre 18, 35 y 42 deja siempre un residuo igual
a 11. ¢Cudl es la suma de las cifras de N?

visible entre 657

A) 15 B) 16 C) 14

A) 9 B) 18 ) 14 D) 18 SRS :

D) 20 E) 11
UNMSM 2010-1

At T i |

11. ¢Cuantos términos multiplos de 9 hay en la
siguiente sucesion? ot

V]

R WS e - TR A
e
(=2

19; 30; 41; 52; ...; 580 - ﬁ

., Una empresa editora mando a empacar un g
lote de libros. Si lo hacen de 5 en 5, de 6 en A) 10 B) 8 (0127 3

6 0 de 8 en 8, siempre sobran 3, por lo que D) 6 £) 3 ;:

e I} :I

119 8




A (;) 8
BECCE) 11

-

uatro cifras, tal
¥ 2 sus ultimas

carné; sin embargo,
g0 tiene seis cifras, es

as son iguales y todas las
cifra del segundo

. Si 76m%n es multiplo de 107, hall

de cifras de abe.

A) 22 B) 24
D) 16

. Se tiene un nimero formadg por 1’89"‘-

las 51 primeras cifras son g Y lasireq ¥
son 6. Halle el residuo a] dividir _e]'nﬁm
entre 7. i

A) 1
D) 4

: e ¢l May;.
mo valor de (m+n). |

A) 17 B) 13 O 1

D) 9 E) 15
UNMSM 2013,

¢Cuantos numeros de |a forma m
existen, tal que si se dividiera entre 11, el
residuo seria 8; pero si se dividiera entre 9
el residuo por exceso seria 8?

A) 6 B) 8 C) 5
D)7 ) )

0
. Sea abcd:3—7+5;

ademas dma=7rs+amd.
Calcule el méaximo valor de (c+d).

A) 14 B) 15 C) 16
D) 17 E) 12




0 20 |
E) 18

B) 2

cule un numero entero comprendido

70 000 y 80 000, tal que sea igual a 45
s el producto de sus cifras. Dé como
) ;espuesta la suma de cifras.

B) 18 C) 45

A) 27 ‘
E) 24

D) 36

Q
%. Si abbdc =36, calcule el méaximo valor de

a+b+c.
A) 8 B) 17 C) 26
D) 12 E) 10
97. (Cuél es el residuo al dividir (32a14a)™®
entre 77
: A) 3 B) 4 C) 5
B D)6 E) 1

. Sea b-a=2; ademas, la suma_de los niime-
ros naturales desde ab hasta ba es multiplo
E de 7. Calcule b.

E' A) 8

D) 1

C) 10
E) 12

B) 9

. 29, (Cuantos numeros de la forma abbaa son
divisibles por 137

A) 7
D) 8

B) 6 E)E5

E) 9

32.

33.

34.

35.

si

abed = 73 cdab= l
hallea-b-c-d.

A) 40
D) 70

cifras; sabiendo que son los menores posi-
bles, el mayor es multiplo de 19y el menor
es multiplo de 15. Dé como respuesta la

suma de cifras del mayor.

A) 15
D) 1

B) 10 C) 16

E)“13

(8]
Si b(2a)ac =70+ 38,
calcule el maximo valor de a+b+c.

A) 10
D) 17

B) 14 0 15 8

E) 18
=05
El nimero abcba es 175; ademas b >a.

¢Cual es el residuo de dividir acac... de 59
cifras entre 11?7

A) 1
D) 4

B) 2



mos calculos y requerimos que
s resultantes sean exactas, debe-

be disenar cajas que habran de con-
~antidad exacta de jabones, evaluan-
’costo y la facilidad de la dlstnbucmn de

' ;':.g_l,;_le:.e_-_l crecimiento y la posterior cosecha de lo
- sembrado sean 6ptimos; cuantitativamente, los
~ nimeros primos son aplicados en la estadistica,

: rimentos (los cuales dan muchas posibilidades
- enla ublcac:on del e]ectron en un alomo) asi

En este capitulo vamos a reconocer dichg
€

junto de numeros y sus propiedades Com
Veamos algunos conceptos basicos.

unes\

% Niimeros enteros positivos (2]

Sea el conjunto de nimeros enteros Positivos
27=(1:2:3,4;5:6; 7: 8799

Si analizamos los divisores de los numeros enle- ]

ros positivos, lenemos

et —.——v—-ﬂ—“——TT
Ntmeros Z* I1.2{3{4}5'6 71819]..
s | 3
RERNERERARE 1
|
ol
Divisores 213121512 (74243
= |'4 3 419
(I
5 21 | 6 8
Cantidad :i:2i2!3'24243
dedivisores | | ‘ |

De acuerdo a la cantidad de divisores, los enteros:
positivos se clasifican de la siguiente manefa: [



propiedades
.

La cantidad de numeros primos es infinita y
no existe formula para determinar todos los

nUmeros primos.

El Ginico primo y par es el 2.

Los inicos NUMEros consecutivos y primos
alavezsonel 2y3.

La tnica terna de nimeros impares conse-

cutivos y primos a lavezson 3; 5y 7.

Sip es un numero primo, se cumple que

7 o > 5 1
p>2-—) p=4+1 o p=4-1 ‘;

: 0
p>3—>p 6+1 0 p=6- IJ

Ejemplos
Sk 0
+ 5=4-] « 13=6+1
¢] (]
e 17=4+1 « 29=6-1

mexactas,_ __

Ejemplo ey
¢El niimero 149 es un niimero primo?

Se extrae la raiz cuadrada al-nmﬁero&ﬂdaﬂc__i.-.—
V149 =12,20...

Se hallan los nimeros primos menores o igua- -
les a la raiz que son 2; 3; 5; 7y 11.

Se divide 149 entre cada uno de los primos ha-
llados.

[0
2+1
(0]
3+2

0
149=1 5+4
(0]
7+3
0

11+ 6

Como en ningln caso las divisiones son exac-
tas, entonces 149 es un nimero primo.

NUMEROS COMPUESTOS

Son aquellos niimeros enteros que poseen mas
de dos divisores.

Ejemplos
4:6;8:9:112::,..

' NoTta

- b

Todo niimero compuesto admite. al menos
un divisor primo. 3 REhy

e
§




21*:'@;@; 7 21
15:@D;®); 5 15
18: @ 2;3); 6, 9; 18

divisores

~ Seobserva que 1 y 3 son divisores comunes
- de dichos niimeros.

4 : )
o tanto, 21; 15 y 18 no son niimeros, son

PESI

Dos 0 mas niimeros impares
tivos siempre son PES].
Ejemplo

21:@: 3; 7,21

23:(D); 23

: 25:(1); 5; 25
b,

divisores

Se observa que 1 es el tnico dl\n,sam.'
comun a dichos nimeros.

PESI.

| 3. Siayb son PESI, entonces -
ay a+b son PESI
by a-b son PESI

Ejemplo
Si 8 y 15 son PESI, entonces
* 8y 23 son PES]

* 8y 7sonPESI
R




Ejemplos

2=20032
e —
DC
CD(7p) = (4+D(2+1D) =15

¢ 540=22.33.5
—_—
DC

. 22000=2 5% 1]
S
DC
CDygp00) = (4+ DB +1)(1+1) =40

- OBSERVACION

divisores divisores
simples ~ compuestos
A A

36:1:2;3; 4:6:9; 12; 18: 36
—— . ;

divisores
primos
| S

divisores
propios
divisores de 2 '

0 9 o | Se cumple que

e 4 8 16 | CDy :CDsimp].es 0 CDCOWU&‘QOS} B
3 6 12 24 48
"9 18 36 72 144

Cmepio_s. = CDN -1
N ' -

CDSimplgsl ='CDP.ﬁl‘ﬂ'Os +f]'_'- ; : e v '1




91

36

PRODUCTO DE DIVISORES (PD,) |
:

El producto de divisores de un nimerq enterg

Positivo se calcula asj -

Halle el producto de divisores de 72.

12=2°x3" 5 CDyy = 4x3=12
DC

Luego
12
PDzy) =\72'2 =722 — 796




3  Planteamos
; -I m(ﬁﬂ:@”-fﬂ)(BnH):sg

i- | 2n Bn+1)=60
l n(Bn+)=3x2x5
f
:1'

P4 E l |
d | ~

n=3

* Ahora reemplazamos

(1-2)(n-3)!=10! (cantidad de divisores)

D=9IX5x3x2=270

sta descomposicion canénica
os divisores primos (2 y.3) y tres

abab; =2 x 5% x ab, =2 x 52 x 52
—_—
ab;=25=5%
(para cumplir la condicién)

Se observa que 2! x 5% es un nimero que tiene
10 divisores, por lo tanto

ab; =25=34,
a=3."A b=4

Reemplazamos en el numeral

(a-1)ba=243=3°

Ahora calculamos la suma de divisores de
243 =3° '

Asi tenemos

suma de
divisores

)= 1+3+3°+33+3%43°

6
(su_ma de): 3 _l=364

divisores | 3_]



iPor lo tanto, 617 se. puede dmchr en|
10s que cumplen la condicién,

Problema N.° 4

Calcule la suma de los divisores comp,
de 1200. R

Resolucion

En primer lugar se necesita |a descompo-siﬁj-é .
canonica del nimero. Asi tenemos que e
L

1200 = 23 x 3% 52
DC

Ahora calculamos la suma de todos Jos diviso.
res de 1200. Asi

23] 32—1x53-1
2-1" 3-1" 5-]

SD(1200 =

SD(1200) = 31x 4 x 31=3844 . i

Ademas, observamos que los divisores simples
son |;2;3 y 5, y suman 11.

Por lo tanto, la suma de los divisores compues:
tos sera

3844 -11=3833.

Nota




ros debe tener el nimero
ara que admita 60 divisores

C)'8
E) 412

posicion canénica de N, calcule cuéntos
divisores multiplos de 15 tiene N,

B) 15 C) 18
E) 14

(85T
E) 8

antos nlimeros positivos de la forma ab
| exactamente tres divisores?

8. La conjetura de

nimero par mayor que cual

sentarse como la suma de dos

mos”. ¢De cudntos modos pued ar
esto para el nimero 50, sin importar
den de los sumandos?

A1 B) 3 C)i55
D) 4 - E) 2

UNMSM 2004-11

Si el nimero 36 000 tiene N divisores cua-
drados perfectos y la suma de sus divisores
PESI con 15 es M, halle M+N.

A) 60 B) 48 C) 75
D) 84 E) 96

. 8i N=245"-175 tiene 28 divisores que no

son multiplos de 35, calcule el valor de n.

~ A9 B) 10 G812

D) 4 ~E) .8

NIVEL INTERMEDIO

. Si el niimero P =64*-5%- 7 tiene 24 divisores

impares, (cuantos divisores de P terminan
en cifra par diferente de cero?

A) 33x B) 34x C) 35x
D) 36x E) 37x




e cuatro cifras

) 80
E) 92

) 1114
E) 1728

. ILSAZ tlene 60 dWlS_.-

2 tres de ellos pnr,nos absolutos, &

biendo que A es el menor posible.

A) 35 B) 60
D) 45

Halle el nimero entero de |3 fo
sabiendo que al multiplicarlo p
plica la cantidad de sus divisores POsitivg
que, al dividirlo entre 4, el numerg ge i :h ys
visores positivos se reduce a |a tercera Parte

Mma 2ax7ﬁ -
or 14 sa du. .

A) 14 B) 56 C) 63
D) 28 E) 98

UNMSM 2010.y

Los cuatro primeros términos de una pro-
gresion aritmética creciente son nimergg
primos. Ademas, la suma del primero y del
cuarto es 140. Halle el producto de las cifras
del sexto término si el segundo acaba en
cifra 7.

A) 40 B) 9 C)A32
D) 16 E) 24

Determine el niumero de tres cifras, tal que
al descomponerlo canonicamente tenga
como Unicos faclores primos absolutos a
sus cifras que lo conforrman. Dé como res-
puesta la suma de divisores maltiplos de 7.

A) 1300 B) 1344 C) 4130
D) 4300 E) 3140




res, ademés a+b=9,
e es el menor po-

WO B) 16 C) 24

a 5, tendria 3 divisores; pero si se
5, tendria 4 divisores. {Cuéntos di-

30.

Determine los nimeros enteros de N que no
tengan otros factores primos que el 2y 3, de.

: modo tal que el nimero de divisores de V2
B) 8 C) 2 seael triple de los de . Se pide Ia diferencia i
E) 6 entre el mayor y el menor de los numeros, e
struir la tabla de divisores de un ni- A) 170 B) 180 019
" mero se obtiene una tabla de 3x3. Al mul- D) 200 E) 210 3
;:.-_.;.,fh-ﬁﬁliw-los divisores que se encuentran en

e P icha tabla resulta
~ unade las diagonales de dic = 2, 4.
E'”Lf. n121;1(?4(1@“05 R T 31. La suma de divisores de 207 esp°; adem

- P €s un nimero primo. {Cuéntos divisores
%_ el nimero? simples tiene p+n?

7 C) 6 ;

. E) 4 A) 6 B) 5 0 3
D) 4 ' E)"2

> la suma de divisores del nimero ' _ i I
,em:;:'l)ed?la forma 2% x5 sabiendo que al 32. Dada la descomposicion canonica de
it s : o, n . T T =
multiplicarlo por 20 se duplica la cantidad N=d"xb"xc”. .51 leleO? N entre a, se
2R divisores positivos y que, al dividirlo eliminan 42 divisores, y si dividimos N entr-e
el nimero de sus divisores positivos b, se suprimen 30, Cafculfe la cantidad de i-

a la mitad visores en N que sean multiplos de axbxc.

4 la mitad.

B) 468 C) 375 A) 120 B) 124 C) 130
E) 385 D) 135 E) 144




A) 1530 B) 4320 o
Nimeye,

_Si ab \% ab+12 son PES], éCudntos
ab cumplen dicha condicién?

A) 60 B) 30 Q) 45
D0 E) 42

Si a7 es un numero primo, dEteﬂnine b

suma de valores de a.

A) 20 B) 23 C) 2
D) 27 E) 28




a dos personas en un determina-
el volumen que debe tener un

emplo, se desea colocar losetas en
determinada sala, para esto se
osetas, cuyas dimensiones sean

aya la necesidad de cortarlas, 0

1 minimos; disenar cajas (ge-
ibicas) que puedan almacenar
nes, cajas de fosforos, elc.,

tener la mayor cantidad de

% Maximo comdin divisor (MCD)

Dado un conjunto de nimeros enteros positivos,
el MCD es aquel nimero que cumple dos con-
diciones:. ’

1. Esundivisor comun del conjunto de dichos
numeros.

2. Es el mayor valor posible.
Ejemplo
Dados los nimeros 24; 36y 60, halle el MCD de

dichos numeros.

Numeros : Divisores

_g_@®®4©mu

Divisores comunes: 1; 2; 3:6

MCD(24; 36; 54)=6




. MCD(84; 108; 144)=12

Para el MCM

Se extraen los factores comunés y ll'Ieg 3
tores no comunes hasta obtener la "U.ﬂid"aé' 3
cada una. El producto de los factoreg exl‘r&f ]
es el MCM de dichos nimeros, T aidog

Ejemplo
Calcule el MCM de 84; 108 y 144,

84 - 108 - J144
- =12

7

7

it . :
[ 4:8: (12); 16; 20; ¢9); 28; 32; 36)... A -

NSO @5 8@ 230,39 | . MeD(ss; 108; 144)=3024
-'@;-30;@; 42;48; 54; 60...

4
4
1
1

POR DESCOMPOSICION CANONICA
Para el MCD

Es el producto de todos sus divisores primos
comunes elevados cada uno a su menor expo-

todos para determinar el MCD nente.

e

Ejemplo
Sean los nimeros
A=2'%3%x 5% " (DE)
2

B=23x 3% x 52 (DC)

Entonces
MCD(A; B)=2° x 3 x 52




£

M0 DE EUCLIDES (SOLO PARA EL
NUMEROS)

. 1ambién divisiones sucesivas. En una
o hexacta, donde D=d X g +r, se cumple

Ejemplos
\
PESI

« MCM(8; 15)=8x%15
\V

PESI

SiA=B, entonces
*  MCD(4; B)=B
*  MCM(4; B)=A

Ejemplos

Residuos | 50 [ 45 | 5 | O * MCD(24; 6)=6
: : . MCM(24: 6)=24
. 540[245 . 5 R
: o it | Para dos nimeros (4 y B), se
L. MCD(540; 245) =MCD(245; 50) cimbe qeATMEDG B
! | A=dp
« 24550 !
| 454 B=d:q (pyqsonPESI)
| L. Mep(a4s; 50)=MCD(50; 45) b
. MCM(4; B)=dp-q
E g
Ejemplo
L—' CD(50; 45)=MCD(45; 5)
.'F e Si MCD(54; 36)=18

el 54=18x
; 09 aivision exacta IPESI

MCD(45; 5)=5 36=18x

¥ ICD(540; 245)=5 entonces MCM(54; 36)=18x3x2



Enuna pis

I_. Tomara valores
impares porgue
es PESI con 16.

;:{E='l'5.><q
: [ 535

ab: 15; 45; 75

Porlo tanto, ab toma tres valores.

problema N. 2

ta circular, tres atletas corren en una
misma direccion. El primero demora 10 s en dar
una vuelta; el segundo, 11s,y el tercero, 12s.

iCudntos minutos tardaran en pasar juntos por
¢l punto de partida por segunda vez?

Resolucion
Se sabe que

pista
circular

(debe ser un numeral de 2 cifras)

lls 11s

By (VR
12s 125 1
C \ een -bif...'..-_:‘ \

t debe ser minimo para saber en qué tlempopa—'- ¢
san juntos por primera vez.

Entonces se tiene que
t=MCM(10; 11; 12) =

1320 s

Por lo tanto, para que vuelvan a pasar por
segunda vez tardaran

2 X 1320 = 2640 s =44 min.

Problema N.° 3

Al calcular el MCD de dos enteros positivos
por el método del algoritmo de Euclides, se
obtuvo como cocientes a 2; I; 3 y 2, ademas la
diferencia de dichos nimeros es 192. Calcule
la suma de dichos numeros.

Resolucion
En el célculo del MCD de dos nimeros (A y B)
por el método del algoritmo, donde A > B, pro-
ponemos que MCD(A; B)=d. Entonces por dato
y reconstruyendo el algoritmo tenemos

Cocientes 2 1

A=25d |B=9d| Td

Residuos | 7d | 2d




B)=265 720
—_—
surmna de
cifras=22
P’orf lo tanto, la suma de cifras en

_ e
MCD de Ay B es 22. ase

Problema N.° 5
Si MCD(A4; 2B)=120 y
MCM(24; 4B)=4800,
calcule la suma de cifras de AxB.

Resolucion
Tenemos que
e = MCD(A4; 2B)=120
» MCM(2A4; 4B)=4800
Dividiendo entre 2 tenemos
MCM(A; 2B)=2400
Luego por propiedad
MCD(A; 2B)xMCM(A; 2B)=A(2B)

(IS/OZ(OXZ4OO=/;/A X B

Resolviendo se tiene que
AXB=144 000

Por lo tanto, la suma de cifras de AxB es 9.




" 407 50'%7

2070 308

un MCD igual a 247 " . e

\ ! Si
Cuantos multiplos comunes de cuatro c¢i- MCM(24: 10B)=MCD(304; 1508)=600,
'fgglﬁenen los nameros 42; 35y 637 . calcule AXB:

VIR (3 B) 15 C) 14 A) 1200 B) 1500 ) 1350

. DB E) 12 D) 1560 E) 1150

i: ; by .

?‘Z- 4 S MCD-(EQE abe; (a+1 )b)=13, 9. Al calcular el MCD de dos nimeros median- -

- calcule a+b+c. te el algoritmo de Euclides, se obtuvieron

y - : _ como cocientes 2; 3; 4 y 2, y como maxi-

" A) 13 B) 14 C) 15 mo comun divisor 15; ademas la segunda
D) 16 E) IS division se realizé por exceso. Calcule el

! : : numero de divisores de la suma de dichos

65 Al calcular el MCD de dos nimeros median- numeros.

' te el algoritmo de Euclides, los cocientes su- '

: cesivos fueron 3; 4; 2 y 3. Si la suma de los A) 24 B) 28 C) 30

: dos primeros residuos es 120, halle la media D) 36 E) 45

Lr-. . ailmeélica de los numeros. : :

10. Al calcular el MCD de dos nimeros por el
A) 786 - B) 480 C) 560 algoritmo de Euclides, se obtuvo como dos
D) 360 E) 840 primeros residuos 132 y 60. Si la suma de los

cocientes obtenidos es 9, halle la diferencia
- Un comerciante tiene tres cajas de galletas de los numeros.
~ sueltasen 1224; 1368y 1080 unidades. Desea
. venderlas en paquetes pequerios de igual A) 120 B) 132 C) 135
E) 160

cantidad de galletas que estén contenidos D) 150



%60”. Si tienen 44
0s en comun, determine
es propios de B.

©) 80
E) 82

ifieren en cuatro
“Su minimo co-
mun divisor

. ¢Cuantas losetas Cuadradas, tod

lery

a in\nerlir.eIl b

de litros; ademas, ¢| Numerg
minimo. {Cuanto se necesit
compra de dichos bidopes

{ 3 si la
dichos bidones es s/.1397 2¢ena g

A) 5/.286 B) S/.294 '
2 O s
D) S/.280 E) Sjggg

as iEuales,
para cubrijy .
Sura mostrada?

se necesitaran como minimo
talmente el piso de la fi

S5cm

A) 10 0 12
D) 14 E) 6

UNMSM 2007-

La diferencia entre dos nimeros es ocho
veces su MCD y su producto es 330 veces st
MCD., Halle la suma de los nimeros.

A) 100 B) 120 OSls8
D) 135 E) A




A1
D) 4

26. Se quiere almacenar chocolates en barras, :.-' e
en 3 compartimientos diferentes contenien-
do 2115; 10575 y 36495 g de chocolate, res-
pectivamente. iCual debe ser el mayor peso :
de la barra para realizar'el almacenamiento =
con barras del mismo peso?

B) 20 C) 25
E) 35

. calcular el MCD de dos nimeros median-
3 (e el algoritmo de Euclides, los cocientes su-
 cesivos son 4; 3; 2 y 2, ademas, la primera y

Ia tercera division se realizaron por exceso. g :?
1 ‘Sabiendo que dichos numeros 5(1.1_1 los me- S
~ pores posibles y que su suma es 91, calcule D) 35
la diferencia de los nimeros. E) 55
"UNMSM 2006-11
A) 77 B) 180 C) 210
D): 287 E) 451 27. Determine la diferencia de dos niimeros sa-
biendo que uno de ellos posee 14 divisores
23, Desde un mismo punto de una pista circular y los otros, 15 divisores; ademas el MCD de
- de N metros de longitud, tres ciclistas par- ellos es 12. ‘
ten juntos con velocidades de 6 m/s; 8 m/sy |
10m/s, respectivamente. Cuando pasan A) 120 B) 125 C) 130
juntos por séptima vez por el punto de par- D) 132 E) 140

tida, el mas veloz ha recorrido 21 km mas

~ queel menos veloz, Calcule N 28. Al calcular el MCD de los nimeros b(b+3)a

y (3a)(8+b) por el algoritmo de Euclides,

A) 1500 B) 1000 Q) ]2b0 se obtienen los cocientes sucesivos 1; 2 y 4.
By [3) 1450 : E) 1400 Calcule el MCM Gaq: b)-
cular el MCD de abe y mnp mediante A) 111 B) 222 C) 333

ones sucesivas, se obtuvieron los D) 4



- contenidos exactamen(e e, 10s tr b
calcule la cantidad de recipien'té_s_-. ;
utilizaran.  q

A) 92 B) 140

C
D) 84 ) 10g

E) 98

Enla platea de un cine, por CONcepto e g _
tradas se ha recaudado en tres dias 5/ 36(; -2
S/2160 y /1350, respectivament, pegt
mine cuantas personas, como mgmmn
han asistido en los tres dias Sabiendg qu;,
el precio de la entrada es ¢ Mismo y egs
comprendido entre S/.10 y §/.20.

A) 480 B) 420 C) 560
D) 540 E) 400

. Se tienen tres reglas de 864 mm de longi-

tud cada una; la primera esti dividida en

2 mm; la s‘egun(ta, en ]5% mm, y la telrcera,

8 4
en % mm. Si se superponen de modo que

coincidan en su extensién, (cuantas veces
coincidiran las marcas de sus divisiones en-
tre las tres?

A) 4 C) 6
D) 7 E). 8




luso de los numeros naturales que
conteo de cantidades v la medida
itudes, con los que se podia operar para
situaciones de la vida diaria (agregar,

-averiguar cuantas veces una cantidad
_ esta contenida en otra...), cuyos mo-
-gé n, precisamente, las cuatro operaciones

.de herencias, bienes y tierras, o el
tributos, diezmos e impuestos, v otras
que, ademas de las cantidades en-
das, aparecia un nuevo elemento

I la relacion entre la parte (la por-

ales, se requeria una nueva
L NUevo tipo de nimero) para in-

Este es el significado cultural primigenio de la
fraccion: la expresion numérica de la relacion
entre una parte y el todo.

% Niumeros fraccionarios

Son aquellos niimeros racionales que no son
enteros.

Graficamente

L numeros fraccionarios

“ Fraccion

Son aquellos nimeros fraccionarios, cuyos tér-
minos son positivos.

Ejemnplos

2. b 111 =16 240
3!4123!2 41‘_”91 3}5
e,

PRI ST
Son fracciones. No son fracciones.




PRI . -
PRCERVACION e
- !_‘-_.;._:'_’ M 'J.(s..‘md ¥ g

Por el grupo de fracciones

Homogénea Heterogénea

Todas las fracciones |Al meno_s__ﬁ;)“&;]{'};1
tienen el mismo deno- - denominadores es dife.
minador. rente a los demas.

Ejemplos __ Ejemplos
1511 23
8'8 8 54T

PROPIEDADES

10. Es decir _ I Sean ¢ y < fracciones irreductibles.
D#10* (keZ?) b~ d

| Efemplos Si G .|.£ =k — nimeroentero (k€ 7'
s “H
15'20° 17 entonces



g e
parle parte
entera | decimal
coma decimal

ro decimal exacto

ccion irreductible genera un ndmero
‘exacto cuando el denominador tenga

Fraccion generatriz
Ejemplos

0,13=—

0,248 = 248

1000

0,2163 = 2068

En general

Numero decimal inexacto

a. Periddico puro

Una fraccion irreductible genera un nime-
ro decimal inexacto periddico puro cuando
su denominador no tiene como divisores
primos al 2 ni al 5.

Ejemplos




Para determinar el nimero de cify

as d i
- parte no periddica se considera ef oyir.

 del decimal exacto, y de Ja parte periéd

se considera el criterio de

decimal perig.
dico puro.

Fraccion generatriz

Ejemplos
L 2 L2
Sy i 2112
990

8346 — 83
9900

o 0.8346=

=N i567-21
SO 567 = <22/ —<!
= 99900

En conclusion

abede ~ abe

0,abcde = 99 000




= 13 fraccxdn
Pamukmductible_

15 1. porque la fraccion es propia, enton- -

en la venta de su chacra en el puebio .'_
Chalhuas, a su hijo mayor 1/3 mas $/300; de lo

_ que le queda, 2/5 mas S£160 le dio al segundo, y .
: 1D <15%20 delo que le queda, 2/7 mas S/80le dioal Gltimo.
[ 7D <300 Si todavia le sobrg $/.20, icuél fue el precio de
| — venta de la chacra?
: D<42,85714 St
Resolucion
5;: sabe que los valores que se tomaran para D Sea x el precio de venta de la chacra del sefor
son enteros positivos y PESI con 15. . Eduardo.
L - Wi
15<D<428... 9 ugconespon Lo que queda

de a cada hijo

D: 16:17; 19; 22; 23; 26; 28; 29; 31; 32; 34; 37; 38; 41

14 valores para D

Por lo tanto, hay 14 fracciones.

Otra forma o9 Al
Se sabe que g{gx—?:{)[)]ﬂﬁ{} g[§x~3{)0}—16{)
16: 17 18: 19 ... 41 4 |

De estos 27 valores (42-15=27)se
0 0
eliminanlos numeros que son 3y 5,

Uitimo hijo Segundo hijo Hijo mayor

!EP[“ .-300} IE{]}+80 é{g{gx-soo]-lsokso
71513 71513

porque deben ser PESI con 15. ' ; ]




(99...999) =97 x(Tcg

il .

..99919=97x("cq)
Construyendo la multiplicacién, se tiorio il

G %
97

S9ia
3

—_—

4299919

dX7=..9 > Tx7=49

ea+b+c+d.

valores de a y b. Divi- s a+b+c+d=8+3+2+7=20

Problema N.° 4

Si se cumple que

L o,

S
Z=0,(b+2)3
b (b+2)3 vy

hallea+b+c+d+e.




como'b €s una cifra y debe generar una ci-
?O en Ja parte no periodica y una cifra pe-
= }:Zdica en el decimal, se tiene

b=2x9 (no)
b=5x%9 (no)

p=2x3 (sf)
p=5%3 (no)

m= 6, porque depe lener una
cifra donde el factor EIgmanuza una c;fra
en la parte no p{:!’i('JdIC?llj'll:l 3 garanliza
una cifra en la parte periodica.

peemplazando el valor de b en la segunda ex-
presion, s€ tiene que

—_ d)—[‘
.i:{},cde: e
" aa 990

aa=11x4=44 (se vaa simplificar)

aa=11x5=110 (no cumple)

Se sabe que el factor 11
garantiza las dos cifras
del periodo.

Entonces se liene

£=i:0,i38:ﬂ,r‘(a’f‘
44 22 \

/30 |22

{80 0136

\ 140 /

-

g
Resolucign

Tenemos

.‘3?___0 s
'EE" rmﬂp

Expresamos e numero decimal period
asu fraccién generatriz, |

ab 999

Se sabe que 999=27x37

e Siqtg=2? = ?.gzm

21 999
mnp=814
Luego
m+n+p=13
= 32 mnp
Siab=37 — '3—7- 999
mnp=864
Luego
m+n+p=18

Por lo tanto, la suma de valores de (m+n+p) es 3.



matnculados De los qu'e-_as hé ]
baron los 3/5 y desaprobaron oI5
alumnos matriculados hay ep, dach

A) 100 B) 75

_ Q) 180 2
D) 80

E) 129
« UNMSM 2

De un recipiente completamente
alcohol, se extrae la tercera parte y
plaza por agua. Si luego se extrae
parte del volumen y nuevamente

€no g
Se [eem;._:
la quing,
se reem,
plaza por agua, (qué fraccién del volumenﬁ
del recipiente sera agua al final?

C) 13/21
E) 17/21

A) 8/15 B) 2/5 Q) 3/5
D) 11/15 E) 715

El cano A puede llenar la mitad de un estan-

que en4 h, y el cano B puede llenar laterce-
ra parte, también, en 4 h. .En cuénto tiempo
llenara el estanque si ambos canos se dejan
abiertos simultdneamente?

A) 4 h48 min
B) 3 h 38 min
C) 4h
D) 5h
E) 2h 28 min




Y 554,@:48,15, calcule a+b.

e S5 5

| B) 12 C) 14
g lé (E) 16
NIVEL INTERMEDIO
13, Un padre da del total de su fortuna a su hijo

mayor 1/3 maés 5/.300; de lo que le queda

o/5 mas S/.160 le dio al segundo, y de lo
que le queda, 2/7 mas 5/.80 le dio al wltimo.

gitodavia le queda §/.20, icual era la fortuna

- gelpadre?

- A) /3000, B) 5/.2400 C) S/.1200
i D) $/.7000 E) S/.7200
ab ba i
14. Dada la fraccion i; + TU = [8 13, (rl'_'lllanlElS

cifras en la parte periodica y no periodica

8l a-b

) origina f = —="
b bb0
A) 6y3 B) 1y7 C) 6y
D) 7y3 E) Ty?2
i.

17.

18.

198

D) 8

¢Cudl es el valor de.m:+ﬂ';$§i." e

1,0,0 0
315 %5 630 Mk
A) 56 B) 62 C) 68
D) 70 E) 72

Una libreria tiene para la venta un cierto nti- _ ' b
mero de libros. Primero vende las 3/5 par-
tes y después le hacen un pedido de los 7/8
de lorque queda, pero, antes de servir este
pedido, se le malogran 240 libros. En con-
secuencia, enviando todos los libros que le
quedan, solo cubre los 4/5 de la cantidad
pedida. {Cuantos de libros se vendieron?

C) 1740
E) 2200

A) 2000
D) 1320

B) 1760

Halle las tres ultimas cifras del periodo que
origina la siguiente fraccion 27/49, y dé la
suma de dichas cifras. ' p

A) 17
D) 22

B) 18 )19

E) 24

- -r Y ¢ .
Los Jofaiiieed BN



26, La fraccién propia % 2
peridica y cinco cifras perigg;
N+M=85. Calcule M-N.

A) 79 B4 g
D) 59 E) 65
. La fraccién irreductible (-“-‘-L)_E_E_‘:El :

ra un decimal periédico mixtg con ¢
cifras en el periodo y una cifra ep la

B) 19 C) 10 no periédica. Calcule la suma de c"ifrasw: |
) 522 denominador mas la suma de cifras tié] ::]
merador.

eparte entre sus cuatro hijos
A) 15 B) 17 C) 18

. Una persona sale de compras y gasta los 3
de su dinero mas S/.20 en el supermercado!
después 1/2 de lo que le queda menos Sl.lﬂ'

B) $/900  C) $/950 en una tienda de regalos y, finalmente, 1)
E) §/1050 de lo restante en una librerfa. Si le quedan
S /.12, ¢(cuanto dinero tenia al salir de casa?
as fracciones impropias e irreducti-

enominador 35 son menores que A) S/.96

B) $/.102

C) S/.88

B) 254 C) 112 D) /.84

E) 144 E) S/120




B) 20 C) 26
A 18
p g 2 E) 23
:.:-,-‘-1\ De los tres canos que fluyen a un estanque,

uno puede llenarlo en 36 h, otrocen 30 hy el
rercero en 20 h. Halle el tiempo que los tres
'caﬁos juntos tardaran en llenar un tercio del

~ eslanque.
B o B) 3h Q) 6h
p) 5h E) 12h

92, Se cumple que
abe _oic—5),dc
ab
Determine la suma de cifras periodicas del
numero decimal que se obtiene al dividir

-

L

ab entre cd.

39.

mero decunald& a forr

valorde a+b+c.

A) 7 B) 6
D) 11 E)
Sean
10 10 10° 10% 10°
10 10% 10° 10f
Calcule A + B.
A) 043 B) 0,39
D) 0,342



donde

- P:potencia perfecta de gradon
- k:base

n: exponente (n e 77)

: - SR ] Ejemplos

~ delerminar el valor de un nimero elevado a un o5 i3

= ) * 5X5x5=! i

- exponente dado, el cual en la actualidad lo pue- ? {polencia pérfecta de grado )

den realizar las calculadoras, asf como calcular *» 3x3x3x3=3" (potencia perfecia e $rado 4)
la raiz cuadrada o raiz cibica de un nimero.
Ademas, vamos a conocer aspectos basicos de
ciertos calculos y formas practicas para resolver

TEOREMA FUNDAMENTAL

Para que un niimero sea una polencia Perfect;
de grado 5, es condicién necesaria y suficiente

problemas.
que todos los exponentes de Ios factores primos
en su descomposicion canénica sean multiplos
‘ e o de n.
% Potenciacion
: Sk - AR , Si
Es la representacion simplificada de una multi- h=a*xpPxed
plicacion, donde todos los factores son iguales. Do
Sea entonces
!-’_
P=kxkxkx..xk=hk" R =™ x b e
—_— B e e
ni faclores | DC
donde

k".potencia perfecta de gradon




o rfecta de grado 5,
ntes de su DC son

rfecta de grado 6,
e su DC son

to
do perfec
mm o o8 un cuadrado perfecto si en su

. sicion canonica los factores primos
ompﬂ ponentes multiplos de 2.

" plevados @ €X

Cubo perfecto

Un ndmero es un cubo perfecto si en su
descomposicion canoénica los factores primos
estan elevados a exponentes multiplos de 3.

ka - 035 % bl.'m % C:})"! |
|
DE |

|
4

Ejemplos
3

.
bC

3

§ 9

ok
........ 7 9
3 .............. | 4 § |
i. 9 : ] 1 o e B ;

En conclusion

* abcde=k* — e diferente de

o ——— -y . gE————

o abcde=k’ > ec{0; 52 % ;0 —.

POR SU TERMINACION EN CIFRAS CERO

Ejemplos
.+ 20%=400 +30°=27 000 _
. 3002&90-['? *  400°=64 000 000 “'_?_
o 12000°=144000000 + 120°=144 000 3
En conclusion h_
A \ - 2 .llc
o abc.. x000.0 = kz A n=a2 A
m* ﬂ(‘CI'OS ks
m3 _j_h-:_g'éfdg ; : : . L5




donde
- N:radicando
- Rioraiz

- n:indice

Ejemplos
« J100=10 < 100=102
. V8I=9 & 81=9°

324=18 « 324=182

RAiz CUADRADA

Exacta

0[

Ejemplo

J44]12 & 144=122
0

Inexacta

Por defecto Por exceso

JN| k | N k+1
’“d| Vo

,. , |

? N=k*+r, ‘ N=(k+1)*~1,




.....

Por exceso

Por exceso
/23015 230/16 Proptedades
;C]" re=26 "
‘ e r ._3k l
q0=152+5 | 230=16>-26 mix, GH-)
: 3. rg+r.=3k(k+1)+l
Raiz CUBICA el
EI . Por defecto
- Exactd
L Wk ©
? 3829 9
=100
Ejemplo d
M55 © 125=5 S
0

3 829110
re=171|

829=10°-171

* (SABIA QUE.. 2 MR e

significa ‘rafz’

El simbolo de la raiz cuadrada (V' ) fue introducido en 1525 por el matemén&o
Christopher Rudolff para representarlo en su libro Coss, siendo el primer tratado_- :

de algebra escrito en aleman vulgar. El signo no es mas que una forma estﬂjzada_ i

de la letra r miniiscula para hacerla mas elegante, alargandola con un trazo ho-
rizontal hasta adoplar el aspecto actual. Representa la palabra latina radfx, que i




perfectos (k%) que cumplen la condicién /

Ahora determinamos los niimeros cuadrag 3
radog

x(2x3xp’)=K* = s

Para que los -.;érgnmos 16 < B2 < 255
sean cuadrados perfec-
tos, los exponenges de
suDC deben ser 2. Los valores de k: 5; 6;7; 8; ...; 15
11 valores
Entonces
Por lo tanto, existen 11 nu
=2 X3 X p2 1 numeros cuadrados ep.
tre 16 y 255.
1 <n <3000

Problema N.° 3

0, 16 < pz <500 Al extraer la raiz cuadrada a un nimero, se ob-
serva que al residuo por exceso le falta 23 unida-

des para ser igual al residuo por defecto, y a este

le falta 26 unidades para ser el maximo. Halle

1 <2x3xp? <3000

Dl 3522
_

22 valores
el numero.

Por lo tanto, hay 22 términos cuadrados

perfectos. . Resolucion
Sea N el nimero. Planteamos lo siguiente:
Problema N.° 2 Por defecto Por exceso
Si abcde =ad5 2, (cuantos cuadrados perfectos JN| k N\ R+
}d]> 5 rf.‘

hay entre ac y deb?




[* g

Ng.»?ss".+:so = 1494

aa N.°4 —

t; A mma Nt

?_"ﬁon raer la raiz cuadrada de 64ab5 se obtuvo
| ;:Ns:;uo maximo. Calcule a+b.

resit

Rpesolucion :
:es;ene por condicion del problema
e

64ab5 | k

Luego

Blabs=k>+ 2k

- dicha condicién.

Resolucion I
Se tiene gfs_gdon =k y se ob
Puesto que la cantidad de ceros en cub "
liplo de 3.

Ademas abc=p? y los valores

que cumplen p
PsonP:5;6;7:8:9 '

Por lo tanto, hay cinco numeros que cumplen



72x3; .. 72x1779; 72X1800,
ninos son cuadrados perfectos?

'B) 29 C) 30
E)R32

oo c) 4:
B D) 5
e 6

? | Sabiendo que el nimero 9bcad00 es un
~ cubo perfecto divisible por 3 y 7, calcule
a+b+c.

B) 8 o)t
. e

B) 20 C) 16
E)525

v

10.

11.

A 10 B) 11
D) 13

Al extraer la raiz cuadrada de .

14 de residuo; pero al sumarse 7
aumenta en dos unidades y el res; 0s
méximo. Calcule /. b

A) 270 B) 220 O is3d

D) 210 : E) 2390
Al extraer la raiz cuadrada de 64ab5 se. 0btu.
vo residuo maximo. Calcule a+p.

A) 5 B) 6 C) 7

D) 8 E) 9
(Cuanlos nimeros que terminan en cifra
ocho comprendidos entre 403 y 5634 cum-
plen que al extraer su raiz cuadrada se ob-
tiene residuo maximo?

A) 11 B) 12 C) 13

1)) (RS E) 14

A un nimero se le resta 631 y resulta un
cubo perfecto. Halle el menor nimero, y
luego indique el producto de cifras.

A) 63 B) 66 C) 33
D) 36 E) 38



© NIVEL INTERMEDIO

.‘ 51 | extraer la raiz cdbica de a(b+5)b3 se

i< &)’ﬁene residuo minimo, calcule b*+a*.

) 2B B) 34 C) 32 e :J
D) 42 E) 24 20. Si a un nimero entero
raiz aumenta en tre
10, S 778abc es un cubo perfecto, calcule seria el doble. Si él--_res_ iddo
gHbc. : calcule el nimero. '
R o B) 19 €) 20 A) 2708 B) 2870  C) 2778
' D) 21 E) 22 D) 2476
e §jab5c(a-4)0 es un cuadrado perfecto, ha- 21, Julio desea visitar a su amigo Franc
. lle l]a suma de cifras del valor de la raiz sa- y recuerda que la avenida se llama Jorge
| biendo que esta es divisible entre 11. Lancero, pero no recuerda exactamente el
| namero; sin embargo, recordé que Francis- _
A) 12 B) 15 C) 16 co comento en algin momento que es un: "'{{._-- 3
D) 10 E) 13 numero de cuatro cifras, que es un cuadra-
do perfecto y que las dos primeras forman
16. Calcule el numero por el cual hay que divi- un cuadrado perfecto y las dos Gltimas cifras
dir al nimero 108 675 para que el resultado también. Calcule la suma de las cifras del
sea un cuadrado perfecto. numero de la casa de Francisco.
A) 438 B) 483 C) 834 A) 16 B) 24 C) 20 o
D) 389 E) 393 D) 18 E) 22 L

17. {Cuantos cuadrados perfectos hay entre los ~ 22. ¢Cuantos cuadrados perfectos de tres cifras

nimeros 3200 y 86007 existen en la base 11?
- A8 B) 36 C) 46 A) 25 B) 26 Q) 27
- D56 E) 26 D) 28.= 5 E) 62

i, / 5 ’ .
k i



- marsu 1/5, con su 1/3y con su 1/4 se obtie-
- ne un cuadrado perfecto?

B R
D) 2646

C) 2074
E) 2820

B) 2466

e

26, Al extraer la raiz cuadrada de N por defecto,
la suma de sus términos es 218; pero si
se realiza por exceso, la suma seria 240.

Calcule la suma de cifras de V.
A) 4 B) 2 C) 10
D) 12 E) 8

27. (Cuantos numerales de tres cifras existen la-
les que al extraer la raiz cuadrada su residuo
excede en 10 a su raiz?

C) 20
E)&23

A) 18 B) 21

30.

31

. Un terreno de forma cuadrady esta.

A) 1600

B) 2800 5
D) 3600 9

brado con arboles equidistantes
por 2 m. Se sabe que en e] interior
arboles mas que en el perimetry.
dicho perimetro?

enlre g
ha

A) “386
D) 368

E) 38

Si 13xabcabce es cuadrado perfecto caleyle \
la suma de los dos menores valores dea' 1

A) 693
D) 639

B) 308 C) 1001

E) 803 1

Sea N el menor numero de cuatro cifras

significativas y las tres ultimas cifras son ;
consecutivas. Si al extraer la raiz se obser
va que es exacta y dicha raiz es un nimero.
capicia, (cuantos numeros menores que N =
existen tales que al extraerle la raiz cuartase =
obtiene residuo maximo?

07
E) 4

A) 5 B) 6

D) 8



umerales de cuatro cifras cum-
extraer su raiz cuadrada esta ter-

"l,-:ﬂ‘s B) 9 C) 10 *
i _'. ::| |'|f. ‘ 6 b - - ..'
7 2 3. Si aa =ablcaa, ade

3 perfecto, calcule a+b+c.

ros menores que
numeros ente
Cuantos

3 400 y multiplos de 4 existen, tales que al N8 BT o :
extraer su raiz cuadrada, el residuo y la raiz D) 24 E)x ;1'2'9
soniguales’ : - &
38. (Cudntos numeros que se representan 2
A 8 B) 4 0 5 tres cifras en el sistema quinario resultan : |
D) 9 E) 10 potencias perfectas de grado 2? L 4
35, Si al extraer la raiz cuadrada de mnmn se A) 5 B) 6 Q) 7

obtiene una raiz que es el doble del residuo D) 8 E)N\9

-




eonsid iderar al analisis combinatorio
conjunto de procedimientos y técnicas
rmile determmarei numero de sub-

-comunto dado. Tiene por objeto analizar y de-
~terminar el nimero de posibles ordenamientos
o selecciones con los elementos de un conjun-
1o bajo ciertas restricciones; por ejemplo, cde

~ cuantas formas diferentes se pueden ordenar
~ cinco personas en una ﬁlai?, (de cuantas ma-
neras diferentes se puede elegir de un grupo

de seis personas a cuatro para formar un comi-
162, icuantos cadigos de seis cifras diferentes

se pueden formar con las cifras 0; 1; 2; 3; ... 9?

~ Ya en el siglo xu surgieron escritos sobre distin-
~tas situaciones que se relacionan con analizar
f“ ?ﬁS:fvaﬁadones musicales y, en la medicina, para
~ hallar las 'combinaciones de sabores diferentes

 Ja potencia del binomio con los nu-
atorios.

% Concepto

Es la rama de la matemética que eslu@r
diversos arreglos o selecciones que poderme.
formar con los elementos de un conjuntg g
los cuales nos permilen resolver muchos'___._
blemas practicos. !

% Principios fundamentales de com' ';‘

PRINCIPIO DE ADICION

-~

Si el evento A ocurre de m manei
rentes y el evento B ocurre de n
diferentes, entonces los eventos Au
ambos en forma simultanea) ocurre
m+n maneras diferentes,

Ejemplos

I. Para viajar de Lima a Cusco se disponen:
de 6 lineas aéreas y 4 lineas terrestres. ¢
cuantas maneras diferentes se pué:
de Lima a Cusco?



anto, hay 10 maneras diferentes para
Lima a Cusco.

o va a comprar el repuesto de un au-
7, ue se vende en 5 tiendas de La
-;@_116‘31 ?! tiendas de Los Olivos y 7 tiendas
..wctofzz'a iDe cuantas maneras diferentes
fﬁige gdquirir el repuesto’?

olucion .
J::'sobserva que Mario puede comprar dicho

uesto solo en una de las tiendas de los
rep

i tres distritos.
' iendas
| jendas liendas nem_
f L::'Ti!c{oria Los Olivos Brena
e e kel

s+ 4 AL [

Por lo tanto, Mario podra adquirir dicho re-
puesto de 16 maneras diferentes.

PRINCIPIO DE MULTIPLICACION

a 0 uno seguido de oiro) se podran

e =1 X234 566 X8

- i:_‘ e

alizar de mxn maneras diferentes.

~ Ejemplo

SiErika tiene 3 blusas distintas y 4 faldas dife-
Ientes, ide cuantas maneras se puede vestir de
Manera adecuada?

Por lo tanto, hay 12 maneras d
Erika se vista.

FACTORIAL DE UN NUMERO

Es el producto de todos los nimeros

positivos y consecutivos desde la unidad e
inclusive hasta n.

Se denota n!

Ejemplos

s Sali=]

o 2=18x2

o 3I=18 23

=1 x2x3x 4%

¢
También

TI=1 x6x 5!
12!=12 % 11 % 10!

A NOTA___ :
Por convenci




Resolucion B
Sean A, B, C y D las personas que
car alrededor de la mesa.

e punlto de referencia

A A
(¢ D

6 maneras

PA=(4-1)!=3!=6

1 En general'

(n.°demaneras) X3 —12

La permutacion circular de n e!emeﬁ..
tos se calcula asf

=12 Pe(n)=Pf =(n-D!

emas, se puede expresar

_4x3x2x1 4!
R (1))

PERMUTACION LINEAL CON ELEMENTOS g,
REPETIDOS y

Es un ordenamiento lineal cuyos elementos no
todos son distintos entre si, es decir, hay ele-
mentos que se repiten.

Ejemplo f.
¢De cuantas maneras diferentes se pueden Orr
denar en una fila dos fichas iguales de colof

azul y dos fichas iguales de color blanco?



a que hay

: ';\ .
Wan

f?o‘tfa :for"!'l"a

£ general

¢ maneras diferentes de

amero de per
e;ementos donde

I : pumero de ele
. nimero de elementos de 2.9 late

mentos de la 1. clase

1y

enlos de la 3. clase
fg: naMero de elem |

] k clase
r; nUmero de elementos de la

sedenotany se calculan asi
)" n!

l M=
Regrsi..in) X Py X TgX .. XTIy

W ramp—————"%

Donde
ri+r2+r3 et +|"k <n

mulaciones en fila con n

% Combinacion

Es los diferentes grupos que se pueden formar
conuna parte o todos los elementos de un con-
junto determinado sin considerar el orden de
10s agrupados.

e RN S SN S B

Se Dbserva qUE hay& - L, x
agrupar de 2 En' 2.:

Otra forma _ _.
Es una combinacién de 4 element
toman de 2 en 2 y se obtiene asi

41 |
cl= i
2~ 4-2)1x2l

En general

PROPIEDADES

o {Gl=n
G

o« CE -C(n %)

o Ci+C+CY +C+..+Cp =2"



(1 dama)

Formas de escoger
un dama de las 18
damas

-
18

“.-ﬁuéden escribir en el sistema decimal sin que
"f‘?‘las-:_-;eifras 1 y 5 aparezcan juntas?

cantidad de
nameros de tres
cifras significati-
vasenque l y5
aparezcan juntos

total de
ntimeros de | _
tres cifras
significativas,

"13?

.
*

total: 8+8+9+9=34

Luego reemplazamos los valores obtenidos en l_

la relacion inicial.

Por lo tanto, la cantidad de numeros de res i

fras significativas en que 1 y 5 no aparezcan jun-
tos es 729-34=695.

Problema N.° 3

Alicia, Bertha, Carmen, Dalina, Estela, Florinda
y Gloria desean sentarse alrededor de una foga-
ta. ¢De cuantas maneras diferentes podrian rea-
lizarlo si Alicia y Dalina no quieren estar juntas’

Resolucion

u
L

o«

Primero calculamos el total de formas, en el

cual siete personas se pueden sentar alrededor
de una fogata.




(slempre juntas) -

ndran que ordenar 6 elementos
lar 5!, pero se debe multiplicar
| ordenamiento de Alicia y

£rlon nces se le
o forma circu

or 9l, porque €s €
palina, entonces Se tiene

5&x21=120x2-240

Pero para calcular lo que nos piden lo hacemos
de la siguiente manera:
= d i .[ n®de casos cuando
AidayDalina | _ | total de ' — | Aliciay Dalina estan
poestan juntas. S0 | juntas
720 240

““h??“ma)=72o-240=:480

1o estan juntas,

vitacién podria ser

(Cuando las arigas no

" respectivas condiciones.

Cuando

invitadas pa
0 ellas, yasead; o

eslos €asos,

se llevan bien, no son
invitadas.

-

Cg i

Desarrollando las combinatorias, se tiene
7! 7!

TR

?xﬁ_!+
1x 6!

x?xﬁx 5!
1x2x 5!

- 7+63=90

Por lo tanto, Jazmin tiene 90 formas diferentes i 57.3; S/
para poder invitar a 6 de sus 10 amigas con las




= s de blologia? R
= - A) 350 B) 420 .
L G 0 s 9
AR i T e g
L e 6. Se tienen tres cajas vacias, {De iy
;4)._'['? R i ' B neras diferentes se pueden djsmﬁ,
e {de cuantas maneras se puede ir de A hasta juguetes en dichas cajas si no es p,
2 B eier? que todas las cajas contengan algun_- w0
A) 192 B) 184 C) 196 A) 15 B) 18 O 2
D) 187 E) 189 D)=35 B8

2. Unarticulo se vende en tres mercados; en el 744
primero se tienen disponibles 5 tiendas, en
el segundo 4 y en el tercero 6 tiendas. ¢De

(Cuantos triangulos se pueden fonna,em
los vértices de un dodecagono regular?

cudntas maneras se puede elegir una tienda A) 240 B) 180 0) 120
para comprar dicho articulo? D) 220 E) 196
;; :2 8. Alex y Ana r]ui?ren. escuchar en la misma
e c:arp(-ie—; el 5(*r.n|nano de aritmética. Si ese
i se rcal.lza en 6 locales diferentes, cada local
i de 5 pisos y 8 aulas en cada pisoy 10 carpe-
. | tas por aula y cada carpeta para 4 personas,
3, iDe cudntas maneras pueden ubicarse 6 ¢de cuantas maneras diferentes podran es
personas en una banca de capacidad para Qicharel semina_rio?
4 personas?
“ A) 18 800 B) 9600 C) 14000
A) 240 B) 360 C) 288 D) 10800 E) 28800
- D) 280 E) 420

9. César, Javier y cuatro amigos van al ciney’ '
encuentran seis asientos libres en la misma '
fila. Si Césary Javier no quieren estar ]unt'os:
determine el nimero de maneras que se
pueden ubicar en la fila. -

4. (De cuantas formas 3 varones y 3 mujeres
~ pueden ubicarse en una fila si las mujeres
7 uieren sentarse una al costado de la

'B) 48 C) 54

A) 480 B) 240 C) 120
E) 144

D) 720 . D



<an de campamento y se ubi-

¥ vr de una fogata. ¢De cuantas
0

» pueden distribuir si Andrea y
E "-Munca se sientan juntas:
X :.Emmm

36 C) 20
y) 120 2 E) 48

) 72
NIVEL INTERMEDJO

no existen 17 puntos, en el que no
e dos que sean colineales y con
forman segmentos, tal que el
tos es igual a 5. Halle el valor

p EnunP?

" pay més @
los cuaJeS s€
numero de €S
den.

C) 10

E) 15
UNMSM 2010-1

B) 9

{3, (Cudntos NUMETOS de siete cifras se pueden
| formar cuyo producto de cifras sea 1057

C) 210

E) 240

A) 120 B) 105

D) 420

14, Cuantas palabras con o sin sentido se pue-
den formar con todas las letras de la palabra

PATATAS?
A) 1680 B) 840 C) 420
D) 680 E) 1260

16.

17,

18.

D) 1440: 144

E) 1440.432 #0

A) 40 B) 60 )10
D) 80 E) 100

Se tienen 15 fichas numeradas del 1 al 15.El
un juego consiste en extraer al azar 3 fichas;
se gana cuando todas las fichas extraidas
son pares o todas son impares. ¢Cuantas ju-
gadas posibles son las ganadoras?

A) 8l B) 455 C) 70 8
D) 91 E) 90 -
Un estudiante tiene a disposicion 10 cursos

que puede llevar en el presente ciclo de la
universidad, de los cuales 3 son repetidos.

¢De cuantas maneras podra escoger 6 cur- o
sos para llevar en el ciclo si la universidad
condiciona a que lleve por lo menos 2 de los 28

cursos reprobados?

A) 70
D) 280

B) 120 C) 105

E) 140




A) 12060
D) 2520

. ¢Cuéntos codigos diferentes se s
mar utilizando 2 vocales difer‘emég
de 3 digitos diferentes?

(EZ; ;? A) 14400
B) 18000
N . C) 10008
antas maneras 3 argentinos, 4 perua- D) 12000

E) 16240 :

i

. En los cuatro primeros pisos de un ediﬁq;-:

viven 4 familias, una en cada piso, Ademég;
estas familias estan conformadas'por_gﬁ .

y 8 personas, respectivamente. Si se qulem
elegir al azar a dos personas que se encuen |

tren en pisos que no sean contiguos, (cudn-
mpetencia de ciclismo participan tas parejas distintas se pueden obtener?
lores y se premiaran a los tres pri-

: 'tﬁs’aiéi.nohayempates. ¢De cuan- A) 100
s diferentes se puede premiar? B) 120
C) 110

C) 720 D) 112

E) 480 E) 124

B) 1724 ) 1872
E) 1964

. Enun aula se desea formar un comité com-
puesto por un presidente, un vicepresidente
y un vocal. {De cudntas maneras se puede
formar dicho comité si para ocupar dichos =
cargos hay 8 candidatos?

0) 36 A) 540 B) 448 ©) 360
E) 60 D) 336 E) 420




I 0 -Qu’e de las 8 perso-
{jevar el imon?

A) 215;30
D) 150; 15

e colores con barras tiene 6 co-

intar 4 barras, pero dos barras

livas NO pueden tener el mismo co- A) 140 B) 70
.e.den repelir los colores. (Cuan- D) 210

a;'d[gos diferentes se pueden formar?

los tres asientos desocupados

34. Se quiere formar una asamblea constituyen-
B) 750 C) 360 te de 4 miembros y se tienen 12 congre

E) 720 tas. Halle cuantas formas hay de formar el
comité si dos de ellos no pueden ir al mis-

amigos salen de campamento y dis-

ami mo tiempo.
TW de 3 carpas; una para capacidad de
apersonaS, otradedyla ultima de 2. (Cual " A) 495 B) 450 C) 240
 eslacantidad de maneras diferentes en que D) 210 E) 200
 pueden organizarse para dormir? W
SWm0  B) 6930 C) 1980 |
f ..'II;)]'E;-'-924. E) 13860 35. Una familia esta compuesta por 10 integran- 15
- tes, incluidos los padres. ¢Cuéntas fotogra- Ve
A imoneda se lanza 10 veces, dando como fias distintas se puedeﬂ lomar si en la foto
do3caras y 7 sellos. (De cuantas for- solo deben salir 5 personas y deben estar
haber ocurrido esto? siempre los padres en la foto?
C) 360 A) 6720 B) 30240 ©) 1344

E) 60 D) 2016
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| diversas actividades diarias siempre esta presente laidea de cantidad. Veamos algunc ol
)l @menle cuando se le pregunta a un nino, de aproximadamente tres anos, acerca de su e
:ms_,_e_c,ponderé usando los dedos, ello nos represer?ta una cantidad natural. R
‘:C]'J-andg en verano pedimos una.l gaseosa helada, ¢a qué temperatura estara? Respendéfemﬁs-_ b
_ ;u;ando un namero entero negativo. : : ; _ ‘
Lg-i Supongamos ‘que estamos en u_na polleria, cuando la mamai reparle las !Jarte:ws del pollo, iqué
parle nos loco? A esta pregunta responderemos usando los nimeros fraccionarios.

i ;fr-e-cuentemenle estos ¢

&

onjuntos numéricos estan representados de la siguiente forma

% __,-__3-,-2;4;0;(1;2;3;4:--- N]

&

& Conjuntos numéricos
.',' CONJUNTO DE LOS NUMEROS NATURALES (N) '

‘_-'_-: Esta formado por todos aquellos nimeros que utilizamos para contar N={1; 2; 3; 4; 5; ...}
También tenemos No={0; 1; 2; 3; 4; ... g

3

’ ,-'!?axes;;: {2;4; 6; 8; ...}, los nimeros pares se denotan por 2n, donde n< N.

es ={1;3; 5; 7; ...}, los nimeros impares se denotan por 2n-1, donde ne N.




% Leyes de exponentes

Es un conjunto de teoremas y defin
tratan el estudio de los e€xponentes
nes que se dan entre ellos.

iCiOﬂes u

R

Y las relagiq

POTENCIACION
Notacién

'S NUMEROS IRRACIONALES (Q') donde
numero decimal infinito no - bibase(be R)
' - n:exponente (ne 7)

- ciresultado de la potencia

Ejernplos
. 4*6, aqui la base es el niamero dyel expo-
_ nente es -6,

2360... RN e=—97182. . g7

: PR - Ty aqui la base es el nimero 2 y el expo-
e =31415... nente es 9’,

» 3=17320..

Definiciones

a. Exponente natural
bisin=1 .

b:b..b; sin>2
nveces




‘ﬁempfos
::_!_?._-,_ 79=1

g5 Ji3°=1
B 12)=1

: 13 Noa
0° no esta definido. |

¢, Exponente negativo

s aa . ns el

Ejemplos

. 4_3=-—]—:—]— . 5“2:—]._

1
43 64 52725

(1: OBSERVACION —————reemen,

_ Ejamplo
_ T _
i(g) _:(9 J

: BERE /| A5

tﬁ NOTA S —

Iy

y 0~ no estan definidos.

W :
, (E] =[E] saz0 A b20 s
‘: :"fb,." a l

Ejemplos

35 b 35,: 3ﬁ+5= 3“
x3,x2_x4=x3+2+4=x5

X+5
X : I
=X[,1+5}—(4 x) =x2x+|

X*I—.r

(31)° =345 =320

((xg )3)4 — y23A_ 2

15'=(5-3)"=5"-37




Si ¥b esta definido en losreales. |

m
secumple | b1 =4p" ~9pm
Ejemplos '
- 3
| o 81 =4BI =33 =7
| Dals _
n>2) | o (-8)3=9-8"=(-2°=3
| Si hacemos que m=n, tendremos ]
: i o A
P | %n =h 2
Mawidy T, :
A NV g E ' |
- Definiciones i iplos {
U . ; oy f TG0, o =4
e Sib>0 Y i esun numero par, existe un uni- e U8 --8 > W =2 { 2
co ¢ positivo tal que ¢"=b. e ———
Sibe R y nesunnimeroimpar, existe un TeOreinaa

nico ¢ que tiene el mismo signo deb tal

- . i

l o f'\nrl W_f—f- = HI‘J‘\?/E! deben existir
. %oy Yaenk.

b si nesimpar
® I\I[b_n :{ p

orque 2° = 32
bl si n es par

|
: _-pﬁrqueiﬁz =25 |




, ' ~ ;.

stasl pos de preguntas se sugiere igualarlo 4 una letra,

i .:2_,,\/’2?—_ N2+... , luego hacer lo siguiente x = /24,

- Ahora debemos elevar al cuadrado x* = 22+ x - =0%x

'-"ﬂ » donde se tiene
| ded x*-x-2=(0

: j<2
a5 , X 1

De aqui tenemos x=2 v x=-1, pero se sabe que x> 0 por definicién de la raiz cuadrada.

raiz de raiz
i = P YT
2 oy -4 =¥ 1y
i
.. ,f'_r—"
En general tenemoSI Nx-Ay-Nz = NYx-maly M40
Ejemplo

oo e = ¥a 95 %

R
3, Six* =5, calcule x.

| Resolucion
l En este tipo de preguntas se sugiere formar en el segundo miembro una forma sucesiva.
S
__ 5 <=6
5= -5

Comparando tenemos x = /5

‘H

Engeneral, six® =n — x=n




es cual es el valor de x + ¥/x.
] UNMSM 2010-11

et 1 1
N aﬁmﬁfﬁeiﬁds‘? que Jx =x? y Yx=x14.
Reemplazamos el dato en lo pedido

o R
e @ 3

N division de
N bases iguales

k k21 k2
=32 32 factorizando 32
k2 k2]
tenemos que: vx + ¥/x = 32 ‘(32 : +1).

~ ProblemaN.3
| Six es un numero positivo, tal que

W (i]_l 7(3*7) —3b
x3ix2,\/\;_; = x\a v mz—b)_

? ~ halle la suma a+b.

L

* De la segunda condici 6n

_ Problema N.° 4

UNMSM 2009-11

7 35 ,3'—.1
gb _9__-2:9!': L
7-9°
lenemos 7.3 =1
7.9

- 37'=9b

34

dando forma 37'=32 donde

ety (LS SRl |
2

11 ] S )
a+b=————-‘—‘——-:
22000 >

1
?15 - ?ﬂ é
Si [T l =7, halle la suma e las Cifras do,,

=
UNMSM 2007,

Resolucion

Elevando al exponente 8§ obtenemos

de donde n=11

Y cifrasde n=2




B) 5 c) 7° ‘
_ E) 15 9. Alefectuar (1255}4 _,(256}

fectuar 2:4-8-16-32-64 se obtiene 2°, A) 100. B) 75,
: ue-el valor de b. D) 5

A 12 ) 2l € 20 10. Sean x e y niimeros enteros tal qu qu
13} 18 B)ia5 can 2°-3'=1296, Segun ello calcule x+

i { 521 (331 929 S A) 8 B) 9 Q) 10
. 4. Indique el valor de {sﬁ'[ﬁ+?7]} ; D) 1 E) 12
A0 B) 1 C) 32 11. Senale el equivalente reducido de — 24) R -
D) 243 E)- 5 (48 o
. 6 ; ] i
5, Senale el exponente de x luego de reducir ) 4 B} ,C) 92
_('-xs)“,(xzf D) 1 E) 2 :

()

. Red
A) 8 B) 9 C) 10 b i

D) 1i E) 12

2

= v o
BAT 4 k ,2_ 6 : J,(.’
.ZJ.,I MredUCIr Ia expresi(')n [15 }'3 ] _[/‘2 }5 J ! A) 2
. of y 57 .}r D)

|



. ¢Cudl de las alternativas re

22.

23.

24,

NIVEL INTERMEDI0

g
Ry
|

Presenta vy i

sor de 3%-4%.5%

A) 2 B) 85 QL
D) 17 E) 105
- . ]\-x
Halle el valor de x en 4% = {..J
3] -
A) | B) 2 0 3
D) 4 E) 5
e 9X+2013 +9X+2010
Reduzca la expresion m
3 |
A) 1 B)s= Q)=
) 4 ) 2
9 9
D) = Y
) 2 : 4
92003 _gl00]
Senale qué niimero no superaa ————
41001 203"
) B) 2 Q) 2
3 3
D) 4 E) 1
3 )




i calcule

B0 0h— \2ab—2ab~ ... .

A) 5 B) 2

D) 4

Si
a=m;b=%.

determine el valor de g =bY

A) 100 B) 150

D) 242

B AL !
30, Teniendo en cuenta que x"
S 52
I caloule x - x— .
.

2o

Q) 1
E) 52

33.

34.

35.

A) 10

[a2p

Determine el menor valor positivo de b'sid

es un NUMEro primo.
0 5
E) 35

28

B). 15
D) 25

Si se sabe que 2** -3
afirmar, con respecto a x, que

A) esunnumero par.

B) es primo.

C) es multiplo de cinco.

D) es divisible por 6.

E) existen dos valores para x.

Si se cumple que
@x+y) V=16 y

35304 = 12x% + 12xy + 3y2,
indique el valor de x+2013y.

A) 2012°+1  B) 2014 C) 20132+
D) 1+2013-2012 E) 2015
Si se tiene que
XJ; 5 655362’

\(y-3)
determine el valor de x°* y2.
A) 1024 B) 2048 C) 65536
D) 32 768 E) 4096

F

P Y

Ll
U mieet A

g+7 _gx  podemos

wiby
L

gfilll % ‘.: ol

», “ﬂ_t



| particular. Un simbolo literal
epresentar cualquier elemen-

itulo vamos a suponer que todas las
epresentan ndmeros reales. En al-
debemos restringir el conjunto de
itidos por una variable a algtin sub-
lo de R, por ejemplo, cuando trabajamos
presion algebraica P,y =/x; si que-

e
el J,tl':)

% Nociones previas
Ideas

1. La formula que permite caleyl

metro (2p) de un cuadrado de ]
Asi, si

dar gl et

Calculo del perimetro

Valor de (!



by h: variables

1/2: constante

| : )
1« EXPresion

2 malemalica

Ahora también se nota que b y h pueden
asumir diferentes valores:

s+ La variable es un simbolo o letra que
puede asumir diferentes valores en una
expresion matematica.

s+ Laconstante es un numero o letra que
representa a un valor fijo en una expre-
sion matematica.

* La expresion maiematica es aquel

conjunto de nimeros, simbolos o letras

que estan ligados a través de una o mas

operaciones matematicas.

!.

2. Enlaexpresionmatematica

* Suconstanteesd.

E(x; ) =Sxy2 —2bx v .'Iff— Ny
* Susvariables sonx ey.
*  Sus constantes son 5 y -2b.

En la expresién matematica
Fax_=2x+1

v« Suvariable es 4x-1.

VALOR NUMERICO

Es el resultado que se obtiene cuando a la va-
riable o variables se les reemplaza por un valor
en particular.

Ejermplos
1. Seafj =x24x+]
Para x=2 se tiene
fy=2"42+1=4+3
fy=
Concluimos que 7 es el valor numérico de f
para x=2.

2 NSNS O(I:y) =£+x+y,
y

su valor numérico parax==8 e y=2 se obtie-
ne asi

o{m:g+3+2:4+10

s Qg 9=




=10°-10+2=10_8

i) =(-10)°~ (-10)+2=-10%+12

y=10°=8+(-10 +12)

=165 -8 10° +12

_y2+1, calcule Mo 5)-

2+1 evaluamos para x=10 e y=5,

02— 524 1=100-25 4]

Ejemplos

L. Si Pyy=2x+l, ahora al carnblau\f
11ene

P 0= 2y+ ]

SiQn=x+4y cambiamos x por mq ;
tiene

O{{n+|]=m+l+4

O[_."ﬂ"’] ) :.’7?"!'5

Aplicacién 3
Si P(_x]=-"2+2’ halle P(y; Pom y Py

Resolucion

Hacemos lox cambios requeridos en la expre-
sion P(U—x 49,

1. Cambiamos x por y
Pp=y+2

2.° Cambiamos x por 2m
Pomy=@m)*+2

P(?m] = ilm2+2

3.2 Cambiamos x por n+1
P(n+])2(fi+])2+2
P(”H)=ﬂ2+2f?+ 142

Pasny=n’+2n+3

E



msngEJANTES
s matematicas de un término

expresione
olose diferencian en sus constantes, que

ében ser nulas.

i &
* gemplos
* | Seanlos (érminos

e R
o

3.2
fimj._} =-\/§X Y
De estos, son semejantes ((,. ) v [, ), los
cuales tienen iguales variables y exponen-
les de sus respectivas variables.

- 2. Dados los términos

! =2

Ay =6x7y |

| Son lérminos
| semejantes,

7 o
-'3&:;3*)25"3)’ :

l. C{y"{)’} =-16x =2 }15 =

livos,

Ejemplos
1.

ly=4r+61 se lee: “Polinomio
(", o simplemente: “f de (".

K - OBSEHVAC!ON_’ —

Py, )‘J’XB}""M n

-
3
g
&
ey

no es polinomio, pues su-

esla afectadaporun radical,
- Laexpresion ma’lem-é:llca X :
Zeo=1+x+x*+x*+... no es polinomio
tal nimero de veces que se adi
para la variable no es finito.

Aplicacion 5

Si la expresion malematica
n

Py = x4 1 2x2y% 3y " representa a un

polinomio, calcule el valor de n.

Resolucion

Por ser un polinomio, todos sus exponentes de
las variables deben ser nimeros enteros y posi-
livos, asi

(n-2)eZ” y (g)ef y 5-nleZ®

— < e

M [ﬁ) (Jil}'




_. x2y4zs MONomio

-x%y+6xy*~y° cuatrinomio

Término

oeficientes . i
C independiente

Ejemplos

| ; 2
Py =x"+2x3 4x=x 42

IR L
=X =2x"43




w1 X+a,, ag#0

'donde
~_ Sugradoesn (neZ).

" Sucoeficiente principal es aj,.

' . Sus coeficientes son ag; ay; ay; ...; a
. - Sutérmino independiente es a,

! (no depende de la variable).

- Ejemplo
En el polinomio
Pey=15%°+4x" - 6x+5x* ~ Tx -2
» Sugrado es 5.
*  Sucoeficiente principal es 15.
s Sus coeficientes son 15; 4: -6; 5: =7 y /2.

& ¢ Sutérmino independiente es —+/2.

~ Aplicacion 6

_ 'ﬁ&t@min'e el polinomio cuadratico cuyo coefi-
 diente principal es 3, su término independiente
eldoble del coeficiente principal y la suma de

DEFINICIONES

Polinomio ménico

Es aquel polinomio en una variable de grado

mayor o igual a uno, cuyo coeficiente principal
es la unidad.

Por ejemplo, veamos el siguiente cuadro:

g2
Gl 5

Polinomio 8 0%

P[,rx 3x +6x-1

*Qm—s,l +3x4x° 42 3

| v

'ifm—2+3x ﬁx +x° 5

| EERRE ey

i H[x} =—x*46x%43x-7 3

i- wfamiaey

;M() =X +2.\‘.“ +3). ~3x-2 4




~ Aplicacién 7
Si el polinomio
Py =(a%-26)x> +4x—2

es monico, calcule P,

Resolucion

Como el polinomio es ménico se o 3

Ple qiia
a®~26=1 A
a’=27 > a%=3°

ST —3

Luego el polinomio es P(x)=X2+4x._2
Nos piden
P[a)=P(3)=32+4 X3=2

P(a)zlg

Aplicacion 8

CaICU!e P[?_’(]i:;)

Si P(|]+P(2}+P(3)+ ...'FPHO)_—_S[), ademés
: Fi?) i P es un polinomio constante.

Pay=0
(-3) Resolucion

Fran=:0
I . . .
(_] Si P es un polinomio constante, entonces es de

(3
la forma Py=b, lo que implica que

Ae) =0

P ']——z}} !lﬂ—-e’ .r:[ﬂ——-b l[}}—b




3]4\'2"'(” —m- l)X"r(:""n)

e nulo, calcule el valor de * Calculodela suma
x-3=1 '

| ticament

x-3=0

—2li2 9_10
g T P(ﬂ)—3 +3-2=10

2+(n_m_1)x+r—nz{} de donde -

“ " m-'3=0 =2 m=3

n-m-1=0 — n=m+1=4 _Aplicacién 10 _
Si en el polinomio P(X)=4(x+l)”-n(x—1)-55‘!:‘;@'11}&%: B
ple que la suma de coeficientes mas el término

rn=0 — r=n=4

L]

= 4 - l l . N

G hlhid i independiente es 36+n, (cuénto es el valorde n?
propiedades | Resolucion

Dado el POlinomio Por dato P(|)+P(m=36+n ()

Py A +Bx"+CxtD; A#0, se € Umpieio Ahora en P(x}=4(x+l)" -n(x-1) evaluamos para
siguiente. x=1 > P=4@"-n(0)=4-2" B

| Lasuma de coeficientes es

P=A+B+C+D x=0 - Pt0)=4(1)"—n'(-1)=4+n
U -

2. Eltérmino independiente es Reemplazamos en (1)
Fo=D 4.9 +4+ 1 =36+0 — 4:2"=32

22 / 2ﬂ =25 = .2ﬂ+2 ____,25

L U ——_, ‘\ oy
 propiedad es general para todo po- | - n+2=5

-



‘Ahora se tiene; : !
* Elmayor 'exponente dexesq _
* Elmayor exponente de yes7
e las va- skl mayor exponente de z e 6

‘También
GA("]] =2+3+5=]0

My, )=65x"y° GA(y) =4+2+6=12
ativo respecto a x”. GA(y) =3+7+1=1]

lativo respecto a y”.
s Por lo tanto, G

=12 es el .
polinomio. A € 8rado absoly, do|

-
0

% Polinomios especiales

PoLINOMIO HOMOGENEO
Este polinomio de dos o mas variables gop

lérminos no semejantes posee el mism

0 grado
absoluto en todos sus términos. :

Ejemplo
Sea el polinomio

Pl =3x +4x°y" ~x°y’

GA(p)= 8 8 8 1

Como se observa, el polinomio es homogeéneo
ya que presenta el mismo grado absoluto en to-
dos sus términos; dicho grado absoluto también
es conocido como grado de homogeneidad del
polinomio.

—




dice que estd ordenado si sus exponentes
riable van aumentando o disminuyendo,

los
2] polinomio P[XJ=5x4+3x3+x-6 esta orde-
nado en su forma decreciente puesto que
sus exponentes van disminuyendo.

;E! polinomio /()= =T-x*+33-x°+3x7 esta
B mienado en forma creciente puesto que
. sus exponentes van aumentando,

PoLINOMIOS IDENTICOS

Los polinomios P y Q en la misma variable y del
mismo grado n, son idénticos si tienen el mismo
valor numérico para por lo menos (n+1) valores
diferentes que se le asigna a su variable.

Ejemplo

Sean los polinomios
Pay=x"-6x+9 y Q(y=(x-3)?
Sl =1 -3 P(])=4 y Q{U‘—'-'—‘q'

Six=0 — P(g)‘—‘g y Q(g)‘:g

Sibe=3 s P(S)‘—_U Y 0(3)=0

Como los polinomios son de grado 2 y tienen el
mismo valor numérico para por lo menos tres
valores diferentes que se le asigne a su variable,

entonces Py Q son idénticos y se les representa
asi

P=Qqy se lee: “P es idéntico a Q”,




Resolucién
Por dato P,=Qyy), es decir

(@~ 2P +3x+b-1=2624(c3_5)y g

de donde

e @%-2=2 - a°=4
- a’=2?2 o a=2
3=c’-5 = =8
> =98 - c=2
b-1=3 — b=4

abc=2x4x2=16




Resolucion
Se tiene

g =2+ (0)

AhoraseaJ}—:Z:Y

I;E.é'“ los términos son: Jx=y+2 > x =(y+2) = <

4 o4 i
bixy) = 16xy Luego reemplazamos en (I) de manera conve- 4
— —20xy" niente; asf A
b(x;y) = 20xy" + 5
9 4 f(y)=2(y+2) +1
lyx;y) =% e
.- 1 f(y)—Z(y +4y+4]+1

f()=2y"+8y+9

Ahora cambiamos y por x
' : _9.2
“Siendo g una expresion malematica tal que s Fey=2x £8x49

g =80-2)+8(x-3).

[ o Problema N.° 4
Sign=3 ¥ 83=4 b R
¢ En el siguiente polinomio
scalcule g(g(g))- Py 1y=(x-1)"— (@x=1)3+2012, '
Resolucion se obtiene que la suma de coeficientes es igual
ne a su término independiente, ¢cual sera el valor
uju' 8=8(x-2)+g(x-3) de n?
‘Evaluando para x=3 tenemos Resolucion
86)= o Nota

Py es lasuma de Cﬁeﬁeiqui;'_gg; |
|P @ esel témungigd' diente

'llh




P+ 4.
' ',m:denado. calcule P{j ]-P{,_n.

UNMSM 2009-1

y el segundo término debe ser el
no lineal, es decir, su exponente es uno,
1 — n=-5. Luego en el polinomio se

N (P(,,)——S~4x 3x2-2° x4+ 0x5+..
h—.‘,_‘
Esto no puede ser, puesto que el

polinomio es completo y ninguno
de sus coeficientes puede ser cero.

: poimomno

Problema N.° 6

Sea P un polinomio Cuya s

y término independiente S
mente.

Ademas

Uma de 2 .
on 10y &:feﬁ

P(zx_3)=P(x_2]+5X+n
Calcule n.

Resolucion

Asignemos x = 2;@:@+ 1045
10 8
de donde

n=-8

Problema N.° 7

Sea Py= 3x-2. Halle 'EEP-'-P(.r)---)
Resolucion
Veamos casos particulares

Py=3x-2; cambiamos X por Py
Flgy) =3Bx-2)-2=9x 8= 32, (320}

Sl =9x

(Peo) —8; cambiamos x por P,

P =9(3x—2)-8=97_26 =33 S(nam
(P(P{r])) 9(3x-2)-8=27-26=33y_(33)

Concluimos que P : =328, (328_4)
(P. Py

..6 par onms;a



E) 17 Ao

ati Q) 2

_esion matematica )
«presion maté . iz
ule laraiz cuadradade fi4 f3) _ B 10

Dadas la expresiones mateméll
H(JF} =Xy H{xz) ~-xn"_m; i

calcule laraiz cuadrada de m+n.

.3' DadOP [x—2)"3x 4,

caleule PP 9. Halle el polinomio Q si
Y. 2 8 g Prery=x46 ¥ Hlg)=2X 18
D) 14
A) 2x+4
1 3X+ > l IG GG, | se Ob' B) X+4
L Ly B GGG C) x+2
tiene D) x
i E) 2x+1
A 13 B) 10. ) 4.
13 E) I
g } 10. Halle G siGy 1y=
(3]
l N2
B ) Stanlele
5, .:51 Sixeiy) =X _[:} calcule el valor de N
s[m;é} B) 3x+6
C) x+2
B 40 B) 198 C) 200 D) 3x+2
E) 400 E) 3x-1

- D) 199



17. Calcule I3 SUma epy,
e

18.

19.

20.

S 1 gr 0 abs
siguiente polinom;, 40 re| ; %t“'e]
S A25 ; Vo
P yy=ax?y X315, Yy
A
) B) 22
D) 25 C) 19
E) 3
Dados los Polinomijpg
Py=2(x+3)+5 y
Qu=ax+ab-3,
Si P(,\‘]EQ{_,:), calcule la SUma de .
& I'as'a-
A) 9 B) 10 - ¢
D) 12 o
E) 15
CalculeBGb +a-b si el Polinomjg
Py=3x"+5x"+x —4x_4 es com
coeficiente principal es 5. Pleto sy
PA) 14 B) 12 Q) 1
D) 10 E) 8
Si el polinomio
f(“.)z(ﬂ’—]),\"z‘f'({)—2),\‘+G+b*—c
es idénticamente nulo, calcule mxn para
que el siguiente polinomio
P{x} - x2(.f+b-Lt' F ot .\,20 Lo 6‘2
II'I m.
términos  términos
sea completo y ordenado.
A) 2 B) 3

grado relativo 3 Ve

D) 6




C) 18
E) 10

B) 8l

a;. Dadas Jas expresiones matematicas

Sg=x 4 Y [0 S =Swey

calcule el valor de

f(])+f(2]+f[3}+ +f(m}

C) 90
E) 136

A) 80 B) 85

D) 95
24, Dada la expresion matematica

il i e
‘Fﬁx+il=]+;+r2+;§' determine el valor de

21.

28.

A) 4x*+5x+3.
B) 4x*+6x+9.
C) 6x2+13x+6.
D) 13x*+x+2.
E) x+5.

Si el polinomio
12
Ry =9x¢ +21xy"'5 (a- 12)}»'2

se reduce a dos términos, indique el valor
de P (@: 0):

A) 0

B) 50
C) 60
D) 100
E) 80

Del siguiente trinomio cubico
2,
Ry =(n+2)x" 2 (-t

se puede afirmar que

A) su coeficiente principal es 3.

B) su término independiente es 1.

C) susuma de coeficientes es 1.

D) elvalordenes l.

E) el coeficiente del término cuadratico
es 2. :



4 B’;do el | golil;.omio Gy=mx
calcule m“+n°+2mn si se r?CUInpl
G ~Gro=12¢+4. 3

o= i A) 1l B) 4 09

_ Sise verifica la identidad

2-x a b c
o e =—+ +
Ny gy X x+1 x=3

para todo nimero real x distinto de - 1.
Uy

C) 16 3, halle el valor de abc. :
E) 12 | | .
UNMSM 2004-1 H) et B — 3 |
) 24 ) 24 2 8 |
del polir i 3 l
s del polinomio D) . E) 1 ‘:
)2 +7)...(x2 +27 - 1) 6 |
R : :
¢l grado de dicho polino- 35 pada la secuencia de los siguientes poline:
mios
fx) =X
Foxsny =X
f(xs2) =X
fy(x+3) =X

entonces el valor de la expresion fyo(2013)
sera

A) 3
B) 4
C) 5
D) 10
E) 13




=Pot! |
'cﬁﬁcie"w principal de P es positivo, A) 1
presion 2

.',‘)‘

43. Teniendo en cuenta que

2 - o LR
E)) : Pry=cX+3x+(a-¢" +bx+atbre
es cuadratico, carece de término lineal y.
- ~ moénico, halle Py. '
- 39, Dado® : ~
25 2
e e A) | B) 0 0) -1
n sumandos D) D) E) 3

uma de cifras de n si se cumple

calcule fa s :
'. que Pon=0- 44, El polinomio fm='2+m+3xq‘2+-5qx2’" 55 es
| _ A ordenado y completo.
) 2 B) 3 C) 5 Determine la suma de coeficientes de f(y).
& D) 6 E) 12 y
3 A) 24 B) 25 C) 26
40, Dado el polinomio D) 23 : E) 22
N =la* +30-D)x" + (8 + 3% +1)x" + 6% +30-1,
B . ; 7 45. Sise cumple que
- caleule (@ —2]) - ¢ J[;U - (6 FZU 2X+3; X<
' (0] 6 =
A0 X2~ Ay X 25

- siel polinomio Q=m’x"+n°x+P se anula
B paralodo valor de su variable y = Q. calcule Ag) Ay Ay
f
A 1 B) 9 0) 6 A) 46 B) 36
] E) 3 D) 56




 hacemos la medi- También se cumple
volumenes, formulas /\.\‘
s, frecuentemente uli- (m+n L(,_/, q)= =Mp+mq+np+nq
los de los productos no-

X

2. (x+3y)(5x—-y)=5x2

! " ; ~XY+15xy~3y2- _
Obs‘ervar en la geometria Sl Y=ok Hdry _q
Recuerde que el producto forma co

res una identidad, por lo cyga] pode
simbolo =,

N SUS facty,
M08 Usar ¢

Ejemplo

| x+2)?-)=x3+2x%_y_9
icacion de expresiones

éﬁé‘a‘s. Py ¢ . OBSERVACION
El cuadrado de la suma de x ey se de-
nola por \r+})“

La suma dc cuadrados de xeysede
nota porl +y

El cubo de la suma de y e Yy se denota
el ' ' por (x+y)°.

produclo i

La suma de cubos de x e y se denola

por x3¢v

éﬁ)ﬁ@(ﬁidas; A Y By y debemos hallar
et C(x), denominada producto, es decir

Tenga en cuenta que
(c+y) =X+ (ne N={1})
es decir
(x+y)? = x? 4 y2
Eediae N ey

cuadrado de suma de
lasuma  cuadrados

~




¥j+_(8—2)x+8(—2)5x2+6x—16
543X +(-5)3=x"~2x~15
g-2)=x +(-4- ~x+(-4)(-2)=x*-6x+8

olio de un binomio elevado al cuadrado
o b

{a-g-b)z a*+2ab+b’
?.u'?(au-b)z = a?-2ab+b*

1 plos
} {x+3)2 = 242x-3+3%=x 21 6x+9
L (cr5) =X H2x 5452 = x2+10x+25
(=4t = x*-2-4+4° = x* - 8x+16
'&‘2)25)( _9x-242% = % 4x+4
b jertas preguntas sera necesario realizar el
procedimiento reverso.

B X436 = (x+6)°
7 |
:": X 6

4P~ 12xy+9y* = (2x-3y)*
v |
o 3y
1secuencias de este producto notable se
identidad de Legendre.

Ejernplos

* (+6)(x-6) =x2-62 = x2-36

*  (n+3)(n-3)=n?-3t=p_g
(0° +1)(p? ~1)= (5" 2 = 5 -1
(V3+2)(V3-2)=3°—22 =
oyt = () () =(x2 +y8) (o~ y?)

=[x +y2)(x +y)(x-y)

x*=100 = x2-10% = (x+10)(x~10)

Desarrollo de un trinomio elevado al cuadrado

(a+b+0)° = > +b*+c2+2(ab+be+ca)

Ejemplos
o (eby+D)E = Xy P 20y 4y 141 x)
= X Y2+ 14200y +y+%)
o (e x—l)2 = (x2)2 ST
£2(x% (—x)+(x) (=D +(=Dx?)
=l p 1203 e x—x?)

=t _oyd —x? +2x+1




Aplicacién 1
Sia=V3+v2-2 p-1_f3 y it
a +b3+c

abe

calcule

Resolucion

Sumando los valores de q, p Y ¢ tenem
a+b-;c =0; por igualdad Condiciong] tenemzs
a@+b3+c3=3abc. :

Reemplazamos en |o pedido y tenemos

a®+b3 43 3abc
= sl -
abc 3abc

a’ +b° + c3 b
S A
abc
Teorema

Seana; b e R. Si a’+b*=( — a=0 a b=0

Aplicacion 2
Six;y e R, ademas (3x - “1)% +(y +2)? =0,
halle x e y.

Resolucion
Por teorema tenemos 3x—1=0 A y+2=0

X Y=t

3




_.l_3xy(l)s'(x'+y'+1)(x2+y2
IGUALDADES ¢

Aplicacion 1
Sia=V3+V2-2 b=1_3
a’+ b3 + cd
Sltabc” T
Resolucion

Sumando los valores

calcule

dea,byc

lenen1
T 0s
d Condiciong]

tenemos

a+b+c=0; por igualda
a3+b3+c3=3crbc.
Reemplazamos en 1o pedido y tenemgog
@ +b3+c3 _3abe
abc 3 abc
@ +b3 4¢3

—_— -

abc 7

Teorema

Seana; b e R. Si a’+b?=q _, a=0 A p=

Aplicacién 2

“12+ka+nh+xﬂ

(g x)(x +1)(1+ x2) halle x e y.

Six;y e R, ademas (3x - 1)% 4 ( y+2)% =0,

Resolucion
Por teorema tenemos 3]




cmn dada para ello multiplica-
3 Z:nremﬂs y los dos centrales.
)S

Jazando el dato tenemos
ermp

{1+4J(1+63 =5

oplema NS 3 o
sgmendoencuema que2'+3¥=4 y 2*-3=5

) ‘, cu]e 4I+9y

,, e
Se observa que <=(2%) 9 =(3")".
oimplicarfa que nos conviene elevar al cua-

- (o
lradola primera condicion (2* +3”) =4

Ele"amosa] Guadraﬂa

xaytoog
Problema N.°5

a-b.

Resolucion
Restamos las dos condiciones
n-p=(a+b)? ~(a-b)?
L |

4ab
de donde

ﬂ'b:ﬁ.__p
4

Problema N.°6

Si mxz—mp2=1; X=p=m; m#,
determine (x+p)*.

Resolucion
Del primer dato extraemos
m(x2 - p2) =]

m(x+p)(x-p)=1
m

de donde

1
X p=t=—y (_x+p)_2-:—_?f

m

) » 4"! i . ‘.' I
Si n=(a+b)* y p=(a-b)? entonces cuanto ser r,

o




atb+c=x+y+x

Tenemos

(x+y+2)’ - x> y3=73
Xy T2 30y y + 2)(z+x)

Reponiendo el cambio obtenemgs
3(2a)(2c)(2b)

24abc

Problema N.° 10
Si se cumple que {m+rr)2:mn+l,

3
halle el valor de LR

. n°+m y
| primer miembro :
2 Resolucion
! &Bab(a“'b): a*- b Efectuando el dato
| m* +r32+2m‘n :’{?”zl

m2+n7n+;12=l

solo se cumple que a+b=0. Entonces Multiplicamos por (rm-n)

(m —n)(n73+:n;?+n2):m -n

g% 1 ia T e
m =n =m-n
‘\.___,_/’
r??'3+n=n3+m
m3 Il I
3 =




ogo de 1eduC

_, mm’_ 0" -b°; ab#0,

; m . n
Bl givalenteaa ' b, deter-
squeeseq
{enemo
,_I m'“.le m+n.

T B) 6 )% caleule (a+b)*+(b40)
D) 12
A) 2009 B) 2010
D) 2012

) 16 . Caleule (x+1)(x+2)(x+3) (x4
E) 64 _
) A) 34 B) 35
{15 ; D) 37
'ﬁé's'ia'b=10 y a*+b*=28 calcule (@-b)".
i . La expresion (3x+2y)(2x

se reduce a mx2-+'r_uyﬂ7p .

g) 2t
E) valor de m+n+p.

) o B) 10°

i
A

1+J§)2+(J§+3]2—{'Jf2~3)E=m+nvr'2-: A) -13
7', halle mn. B) 12
C) 9
B) 68 ) 42 D) 13
E) 156 E): 7




s 19 N I'EdllCl -—--—-—--.l | X
'_-._ r obte -
1 nemas | ¥

los a; b; ¢ verifican Py v I
A xz003

Determine el valor de-m-i-m-;p..-_. ‘;‘

: e
. 2 A) 0 B) 1 ™)
B) -2 0 3 D) 3 E)] 3

B . Los numeros reales a; by verific |
0 en cuenta que m+ﬂ+-P=9; igualdad en R J‘ 1+Vb=24 Jianfa:
S .""l"el (‘m'-i*"ﬂ)2+(ﬂ+ p)2+(p+m)" Calcule a+b+c. i Il

mn+np+pm

- A) 2
FA) 2 B) -2 0) 4 D; L S Qo
D)6 E) 8 E) 6

NIVEL INTERMEDIO

- 16. Los niimeros reales x; y verifican
,x-2+y2+:_.1 =2y. Calcule x*+y*+1.

21. Delermine el valor de rar-l (a>1) §
X i

A) 2 B) 3 Q) 4 a*+ 55—38
D5 E) 6
) A) 36
.’i,l‘-,' }«7 ‘Determine los nimeros naturales n1 para los B) 6
L2 ,_:_ .~ cuales la igualdad x*~2x+1=n-4 es absur- S
~ daenR. D) 4
LA E). 5

22. Indique el valor de 1'2 si se cumple

(¥ +3) i J =60-5%,

A) 9 B) 5
D) 125




) Redﬂzca

A 2 2 p?+ct-2ac
' Egn=c A = T

a+b-¢
B) 2@+b) ©) 0
ﬂ‘;i; E) 2b
D
30,
 oriendoen cuenta
P EEH:E A ab+bc+ca+=0,
9

calcule 2abc

A) 16

B) -16

¢) -8

D) 8

E) 2
| R P
I ¥ VX“+X “+6lx+x)+11
%. Sixe R reduzca i , 31,

A) x+—

X
1

29.

A) -2
D) 8

Teniendo en cuenta que
a*= (b+ c)2

b =(c+ a)?

t=(a+b)?

abc

calcule . -
(b+o)a+(c+a)’b+(a+

A) 3 B)

D) 1

Sia; by ¢ son nimeros reales que ve 1
S 1
a-b=12 y if
b =G ﬁr v!
@ +b° - 3abc ¥
calcule : _ :
at+b+c .
A) -1

B) 3
D) 12



Si el polinomio
Poy=9%"+(n+2)x+1 es un trino
drado perfecto, determine el vajor
e alor

A) 3 B) 4 01
D) 5 E) 12

. Sean x e y numeros reales tal que

x2+y*+1=xy+y+x. Segin el dato, calcule .

A | B) 2
D) 4 E) 9

5
it X7+
; S|x2+,\‘+l=0, calcule 1.

| X
A) 2 B) 1

D) 0

Xty+z ytz4w
Y+zH+Ww x+y+z

Si 2,

XSD

XSD

halle

5 — -

x> +w° 20

+Ww

A) 1
B) 2
C) 3
D) 4
E) 5




o
! |'.‘ R q
i ,Jﬂ_o_.f!de
) dividendo
d: divisor
g: cociente
. R:residuo

Ejernplo |
' 219 aquiD=42;d=9;g=4yR=6
luego 42=94+6

Enforma analoga podemos trasladar estas con-
S_ideraciones para dividir polinomios; donde
las comparaciones indicadas anteriormente se
realizan respecto al grado de los polinomios
~ dividendo, divisor y residuo. Aqui se plantea la
*identidad fundamental de la division para poli-

105 Dy=dyyq(y)+R(y); lamada también al-

- goritmo de Euclides.

Asimismo, debemos tener presente que
matemalicos Guillermo Horner y Paolo Ru
fueron quienes desarrollaron yesquematlm
los métodos para efectuar dicha operacior
con los polinomios, aunque en el siglo
matematico chino Chin Kin Shao de-sérroﬁé di-
cho esquema pero en forma rudimentaria.

% Divisién de polinomios

Dados los polinomios Dy, y d(y de grados mayo-
res o iguales a uno llamados dividendo y divisor,
respectivamente, dividirlos tiene como finali-
dad encontrar dos nuevos y tnicos polinomios
llamados cociente q() y residuo Ry de tal ma-
nera que se cumpla la siguiente identidad.

.

IDENTIDAD FUNDAMENTAL O ALGORITMO DE LA
DIVISION

Donde °[D] = °[d] > 1 (condicion indispensable)
°[D] se lee: Grado del dividendo.




6 <= suma de Qoﬁeﬁdmles?delﬂré;i'

~ Aplicacién 2
| 302
Sila division X"+ X" —ax+p

Resolucion
Por dato se tiene

D= 4x3 4x? =axt+bi=y dy

=x+]
Ahora por la identidad se tiene

(division exacta)
Evaluando para X=-1 se tiene
—-4+1+a+b=(-1+1)g(-1)

=3+a+b=0g(-1) - -3+a+b=(
a+b=3

®: Propiedades de grados
A partir del grado de los polinomios dividendoz'
y divisor se puede conocer el grado de los dos "
nuevos y unicos pclinomios cociente y residuo; .
12 °lg]=°[D]-"d] 1
2.° Solo si la division es inexacta

max. (°[R])=°[d]-]

Ejemplo

En la division

si la suma de coefi-

Bx?—4x> +x% =6+ Dy
s bt | — dy

se tiene que °[D]=5 y °[d]=2




i qendo y divisor, por lo
é&ta‘r completos ¥ ordena-
e TN " . e.

_ decrecient
-' -:[énnmo, este se representara

I “eﬂte. _cer(), )
c% polmomlos de manera prac-

pajara solo con los coeficientes
i y divisor, obteniéndose los

| tes de los polinomios cociente y
de que también son completos y or-
iduo,

nte.
n forma decrecie
-dwades e

do de Guillermo Horner

| para dividir polino-
mélodo genera
ste es un
 mios.

ejemplo, consideremos los polinomios
por

denados.
mmplelos y or
D= Aebx 3 ext+dxte;a#0

dm_mxg+nx+r, mz#0

ﬂesquema de Horner es el siguiente:

mabc',de

gl ][]
e ]

L
]

Soayd, o T, I

1 S———
coeficientes coeficientes
del cociente del residuo

d=ap’+ayctay, Riy=rox+

t'

Aplicacién 3
Efectue la siguiente divisién
6x* = x3 +12x2 +3x+2

2% —x+3

Resolucion

Como el dividendo y el divisor estén compl
y ordenados en forma decreciente, aplicamos el
meétodo de Horner,

716 [1) [12]: (5] [}
] 3 _g‘:
e
-3 S
-
Ji el 2': k=4t
Luego
qm=3x2+x+2
Rmﬂ?X—4
Aplicacion 4

Halle el cociente y el resto de la division

12x° - x=9x® - x%-1
143x% +6x3




Luego
q ,}=2x3 +x%42x-1

R(x}=2

Aplicacion 6
Halle el cociente y el residuo de |3 Siguiente di.
vision
2x° +x*—8x+3
P '

Resolucion
Aplicamos la regla de Ruffini

sideremos los polinomios

D =Ax+ B+ O+ Dx+E; A 40 2 ﬁ 8] j

ujf

= AR

AERBONC D E
: Luego
Gog=2x"+5x+2

1
1

{loooo
+A M N P K
S00a, 0, d; residuo N
Tq 9 9, 43 P e oz
! £ _"‘—'q\
coeficientes (,omo el coeficiente principal del divi-

del cociente sores la unidad, entonces los coeficien-
tes del cociente se obtienen en forma
directa ya que resultarfan los mismosal
dividirlos por la unidad. |
o SRS T SRS S N A




Pfx}

g t=r
4 x+4

R e
e S x[ﬂ5 i RPP{S)

iR Pm+2x
x-2

—>RP{2J4

i

3

s

e

~ Aplicacion 7

~ Sielresto de dividir Py entre (x-1) es
[? uma de coeficientes del resto que se obtiene
widir Pw'en{re (X2 = ]).

5, calcule

32 Elvalor de la variable o de la- (Dre

de lo contrario, se despeja-
conveniente.

reemplaza en el dividendo y el r
obtenido serd el resto buscado.

&

Aplicacion 8
Halle el resto de la division

x Z16x% +6x+12
x+4 i

Resolucion
Aplicamos la regla practica.
1° x+4=0

2.2 x=-4 (como el divisor es lineal, se despe}é
la variable)

3° Reemplazamos en el dividendo parax=-4.
R=(-4)"-16(-4)*+6(-4)+12 '
R=41-4%-4*-24+12
R=4" -4 -12

R=-12 (resto buscado)



ible, el divi-

; f,&?‘_l)ivisibiﬁdad de polinomios

_ f}, P son polinomios tal
diremos que P es divisible p
‘es exacla.

Que °[p) >0
orfsila divisj

r
GH_P_'-Q«

Ejemplos

L. El polinomio P =x’_3, ,
por f(y=x-2, pues, en efecto
Fo _ x3-3x-2
f) 2

€S exacla.

Por teorema del resto

12 x-2=0

2.9 x=2

3RIR=2"—3x2-2
R=0

El polinomio P()=x"-x+2 no es divisible
por f(,J=.r—l, pues, en efecto, la division
i) x*—x+2
=  _ ~no es exacta.
'?x) =l
Por teorema del resto
1° x-1=0
228y —]
3° R=13-142

R=2 # 0 (division no exacta)

Aplicacion 11
Si el polinomio P,)=x"-5x"+mx+n es divisible

por fy=x-1, calcule el valor de m+n.

Resolucion !
Como Py es divisible por f(y), €ntonces la divi-

x* —_5x3 +mx+n
e —1

sion es exacla.



n polinomio Py de grado
 separadamente por |

£ .'- A -cacién 12 S
o fﬂ:_pﬂﬁnomio Py €5 de tercer grado y monico,
:,e demas es divisible separadamente por
ET Dy (x+1), calcule el término independiente

de P sabiendo, ademds, que el resto de dividir
- dery

ﬁPw entre (x—?)‘es 15.

~ Resolucion .
-'_r-'.N'os piden el término independiente de P=P(y.

~ Pordatos
B4 §iPy es divisible por (x~1) y (x+1), enton-

ces sera divisible por (x-1)(x+1), es decir

P(;) es exacla.

Ahora por identidad de la division
- Py =(e-Di+)-Q (0

Py s de grado 3 y ménico, lo que implica
que Qpy=x+b.

Ademés, por dato, en i)— su resto es
R=P(2)=IS xX-2

~€80 reemplazando Q) en (1) tenemos
Fog= (D)4 b)

Sial dividir el polinomio

- Por datos

(x=2) y por (x+3) se obtie
calcule el resto de dividir

Resolucién

* En if). suresto es Ry=5
x-2

+ EnF9 surestoes Ry=5
x+3

Por teorema 2

En mﬁx ) su resto es R=5 '
(x=2)(x+3) R

x2+x-6

es decir, en. L)
X" +x-6

su resto es R=5.

Por lo tanto, el resto pedido es R=5.

% Cocientes notables (CN)

Son los cocientes que se obtienen de mane
directa, es decir, sin efectuar la operacion de
division.

Las divisiones que generan cocientes no
son de la forma




reponiendo x? por Y lenemog que

xl?_l

]

2

M08
=X X x0 s ]

Los exponentes de x dism;i
SMiny
de 2 en 2 que es ¢ 8rado de| di\):jes:
I.

Entonces bajo la misma idea se tiene que

=1 9 6

] 9
=X"+Xx" +x +x3+]

=1 =
=XIJ+‘\_
S

10 5
+x° +1
X

Aplicacion 14

Simplifique X si

,--":3}_,24;"—4}:3+...+y”" T 10, .9
e 2 e R MR )

X3+ x% 4 x+1

Resolucion
Veamos de qué divisiones se generan los co-
cientes notables del numerador y denominador
de la expresion a simplificar.

\,12_1
R R T l
X —

S
2 o

x3+x2+x+1:

x —1




umple: .
ociente generado en variables Xx; y
: c AL i .
N npolinomlo homogeneo. |
:;15 uﬂm’éﬂ] de términos del cociente no-
fin

g érmin0
siguiente formula:

del lugar K se calcula con la

Fjemplos :
+ FEltérmino del lugar 5 del cociente de la

division

joee12 ot B
'{—_-}‘__es tsle.. b] I}_.J

=)
4
—3 f5_=x7}’

El término del lugar 10 del cociente de
A8 _ I8
la division ——— es
X—y

18-10 10-1

= Lo=XY

|
fg=x= -y

El término del lugar 23 del cociente de
3]

i —
la division es
x-1

B =

31-23 .23~ ;

notable, pues .l.é_

de términos no puede




S
RESUMEN DE LOS CUATRO Casos PA
iente nota-  OBTENCION DEL COCIENTE NOTABLE

v

RA L4

Caso Cociente notable

* nulo sip
€S par
*-2y"sin

es Impar

* nulosin
es par
* 2y"sin

i

E

l

! es irnpar

- ’I - e
1

|

[

l

2y" ¥ neN




}nax.-°[R[x_)] =2-1=1, lo que implica
oy resto es de la forma Ry=ax+b.

_ aﬁ 34x-1= (x=3)(x=1)g(ytax+b

e evaluamos para valores de x que ayuden
arel cociente que no es de nuestro interés
or ahora, asf -
35_31-3'43-1=0+3a+b

——

) 0 2=3a+b 0]

i

&

ﬁ"-'] 1 IS"3'14+L—_]J=O+G+D

! 0-2=a+b ({1)]
Ji {rase tiene

 Ja+b=2

E._; { a+b=—2 } (—) L

4 2a=4

i - a=2

Reemplazamos en (1)
L 2=24b - b=-4

finalmente el resto pedido es

esto es posible solo en

4+0x +5x% + ax® + by |
2-3x+2x2
N\ _
2.1 4 0 SR i )
6 i
3 i =5
=2 CH
oTak ke
P15 10
2 T30 SsERNGRENG
\_\'_J

* a+9=0
- a=-9
* b-10=0
- b=10
Luego

divisién exacla — R(x) =0

Jb(1-a) = 10(1-(-9))

= J10(10) = V100
=10




LP(’}_.:.dE-Ep_or-.resto-—ér'.
x-4 -
Por teorema del resto
Puy=-r
Ahora en (I) se evaluara para
x=4 = Py=)@*+8+1)+r
4 ——
—r =2(25)+r
-2r=50
r=-25

Problema N.° 5

Si el cociente notable que genera la divisigp

x30 A ym
= 7 _ tiene 10 términos, halle el valor

x'- y2
de (m+n).

UNMSH 2001

]

Resolucion
Como la divisién genera cociente notable se:

cumple que
30 m ntimero de
: _nF:E-:]D ( términos )
io P, )se .d_iv.ide por (‘xP—2], e'l ;o- e
st yel re-sli_duo esr. er_o si Py L0y =210
(x~4), el residuo es (~r). (Cudl es
' ' n=3 y m=20

UNMSM _zous-ll - m+n=23




2y et )+ (P +x+)

B) 1l C) 10
E) 7

- : o] cociente de la siguiente division

5
.-.wﬂ"*-‘+3x"+] —x"'+6
= .xn+2_2xﬂ i+3
| es de cuarto grado, écuanto sera el maximo
N para el residuo considerando que la

~ grado
2 jﬂivisién es inexacta?
) 2 B) 3 C) 5
D6 E) 7
1
4, Realice la division
Kl - 15x+]
R
. ydetermine la suma del cociente con su re-
siduo.

A) 2%+3x+6

- B) 25424412
0 2%40v+13

A) 5 B) 6
D) 14

Si al efectuar la siguiente division

x5+ax2+bx+c

(x-1)? LA
se obluv? que el término independiente del
cociente y el residuo son 6 y 0, respectiva-
mente, (cudl es el valor de @

A1l B) 8 C)27
D) 64 E) 6°

Calcule b%+¢? si 4x es el resto de la divisiéon

2ax® + 3ax? +3— 2bx?
5 ra#0.
ax‘+c—-bx

A) 2 B) 5 0 13 <
D) 2 E) 2 ¥

2x* +3x+1 “5

x-1 g
determine la suma del cociente y su residuo,

Luego de efectuar la division

A) 2X3+2x%+2x+5
B) 2x3+x+2x+11
C) 23 4+2x%+x+10
D) 2x°+x%+x+11

E) 2x°+2x°+2x+11



T

16, Elresto dela siguiente division

AN 5x-3 Bk Qg

. Si el polinomio Py, es divisible separaq.
S mente por (x-2) y (x+2), icudl sers g yoc,.
ek de la division P(x}+(x2-4)? eﬂol

A) x B) 2x Q) 2
D) 1 E) 0

. Si al dividir el polinomio Py, entré (x-3).

(x+2) y (x+3) separadamente se obfyyg ol

B) 4 09 mismo resto igual a 7, icuanto es el resto do
E) 2 dividir Py entre (x*~9)?

Si los restos de dividir el polinomio P() en- A) 7 B) 5 Q) 3

tre x-2 y--:xiz.-3x+2 son 5y R(y), respectiva- D) x-1 E) 2x-1
, calcule Ry).
N 15 B) 32 0) 31 19. Si el polinomio P(,y=ax"+b es divisible por '_
m 33 E) 30 (¥?-1), calcule el valor de a+b.
“ 14. Elresto de la siguiente division A) 2 B) I 0 -1
' Bx-4"+x' -1 D) 0 E) -2
; = es
X—:2 %
iy B 3 0 4 20. (Cual de las divisiones genero el siguiente .
B) 3 1 B 1(’) cociente notable x*+x%+x*+x2+1?
- Sires el resto de la siguiente division A) X B) S| Q) x 0
‘%((x A '3*'P(x2_] +9F6_) i X -1 1S
e _ nelt, '
X+3 10
% D) V= XIU
le P41 4741, 2 E)



: el numero de términos del co-
5 ue genera la siguiente divi-

E) 4

2n-6 }’25
ar la division —-—6——5 se ge-

=
cociente notable, ¢cudl es el valor

wauﬂ

€))7

y
E) =
XZ

' central del cociente notable que genera la
g g <2
e DD
- siguiente division k)
b J X=1y.
B) 14 C) 12
E)

Si la siguiente divisién

(41104 415 —-ax+2

x2+x

deja por resto a R(,y=2x+b, calcule el valbrl
de a+b. |

A) 1
B) 2
C) 3
D) 4
E) 5

. A partir del esquema de Horner mostrado

6 m p

%

calcule ymn+p.

A) 0
B) 1
€). 2
D) 3
E) 4




E) 18

\omio Puy=x""-ax+b al ser
(x-1)* da un residuo nulo,

5
- calcule el valor de —; g, 0.
1 e 3 as

B) 1 C)e2
E) -5

sto de f% es 5, ccuanto es el resto
=

. Al dividir un polinomio p g

grado entre (2x-1) es (¢4, ot
dedividir dicho polinomio engre
Halle el resto que se obtiene 4 . . .
polinomio entre (2x-1),

A) 45 B) 35
D) -15 ?) ’_!25 E.

_ (x) entre (2_))
obtiene —2x+4 de residuo, y aJ divi dlﬁo A

tre x*~x~2 se obtiene 8+ 14 de reg;
Determine el residuo que se obtend;i
dividir P,y entre x*~2x24+9. g

A) 10x*-2x-6
B) 10x*+2x+6
C) -10x*-2x+6
D) -10x*+6x-2
E) 10x*+6x-2
UNMSM 20081

. Se sabe que el polinomio

P(x)=xﬂ+2+A,\“+]+ABr"; neZ*
es divisible por

Bx) =x2~(A+B)x + AB; AB #0.

Calcule el valor que asume %

A) 0,5 B) 2 Q) -l
D) _OIS E) 0

. Sea P,y un polinomio de tercer grado quees

divisible separadamente por (x-1) y (X-3)f
ademas P5)=152y al dividir P(,) entre (x-4)
el resto es 48. Determine Pyy).

A) 5 B) -10 C) -2
D) 10 E) 20




C) 90

E) 60
823+_"+824?
63
) =S
B) 53(v2-1) %o
8
) ¥2-1
63

UNMSM 2004-1

x10 243
s
cociente notable, halle el grado del
{(n+a)

44.

45.

46.

Sien la division o

x! S
————elresiduoes |. halle el menor.
(x-a)(x—p) © "esiduoes 1, halle el menor
valor de a+b,

A) 1
D) -3

B) 2 @3

E) -2

Si la division
1P+ 2m)x+q -1

X+ mx -1

es exacla, indique la

relacion correcta.

A) P+g=0

B) P*-¢*=0
C) P+¢g=0
D) PP+¢*=0
E) P-¢*=0

Dado el polinomio
fx) = x° +(3v2-2)x° - 22x 47,
calcule el valor numeérico para x = 21

A) 6
D) 642

B) 7 C) 8

E) 6-2




D6

Si la suma de coeficientes del cocie
genera la division

X X"k xt]

x-1

es 435, entonces valor de nn es

B) 30. (8] 51,
E)" 5!

A) 29.
D) 35.

i

. Sea P(,) un polinomio divisible por (x+1 b
y al dividirlo por (x2+x) se obtiene como
cociente a Qy=x*-3 y un resto Ry ¢ ’_-;.
R@=10, halle el coeficiente del término [i=*

neal de P(y).

A) 2 B) 4 s A) -3 B) -5 Q) -1

e e 2 D3

54. Calcule el grado absoluto del término cen="
tral del cociente notable que genera la si-

ciente notable que se obtiene al efectuar
guiente division . ;

(ﬁ + b)ls ( a- b)?.m»]

6a?b+20° e - A
x-yz [ ‘:,
15 3 .
_ 4A [a+b) (a- b)_ A) 14 oy
B) 18
Q) 21 : |
D) 28

E) 35




le manera conveniente
blema. El término fac-
de la palabra “factorar”, Ia
polinomio consiste en des-
nultiplicacion indicada de
sobre un determinado cop-

tables sabemos que

2_x41)=x3+1
_
 factores producto

blema ahora es “Dado el poli-
allar los factores que lo origi-
0s estos factores, habremos
Omio asi
tonces :"’(,()=(J(+l)(_.1r2 —x+1) esta

lo estudiaremos los aspec-
simportantes de la factorizacion

10s conjuntos de nimeros
0s racionales: Q) y sus apli-

S Factorizacion sobre 7

Nociones PRELIMINARES
Polinomio definido sobre Z

Un polinomio esta definido sobre 7 si todos sus
coeficientes son enteros.

Ejemplos

1. El polinomio P(y=dx*~2x243x~7 est4 defi-
nido sobre Z, pues sus coeficientes: 4; -2: 3
y -7 son enteros.

El polinomio Stxiy) = 2x* —%X}’+ y3 no esla
definido sobre Z, pues —% el

Notese que todos los coeficientes: 2: —% y

I son racionales, entonces podemos decir

que S,. ,) esta definido sobre Q.

Factor algebraico

Sean Py y [, dos polinomios tales que

°[P1 2 °[f] > 0. Decimos que /) es factor alge-

braico de Py si la division Py, = f) es exacla.

231




-3 Elpolinomio Ryy=xt_ g i o
; ComoZcQ, podemos decir que g
‘mo sobre Q. {
Nétese que

Riyy = (x++42)( ~2) pero V2eq 1

Algunos polinomios Primos sobre 7 Y Qson
. f(,)=x2+x+l
. g{x)zxz-x-l-l
SShg=r+]

* F YJ"-‘XZ +xy+y?
" Gugyy=xtoxysy?
% HL\“, y)=x2+y2

Teorema 1

Todo polinomio lineal con coeficientes
lﬁntems €S Primo sobre Zy sobreQ,

Ejemplos
1.

ue implica que el residuo R=P(»=0 El polinomio lineal p.

(9=3x+2 €5 primg s0-

R s bre Z y Q. :
o Sk \=2)’+a(- —; A L
il =2 2)°+a(-2)+2=0 2. L. y=2x+3y-1 es un polinomio lineal, e
BR800, -3 lonces es primo sobre 7 y Q. .
~ Corolario Factor primo sobre 7

* Todo factor algebraico es no constante. g : y

_ _ : ) Wi ea [,y un factor algebraico de un polinomig

*  Unpolinomio de grado positivo es factor al-

; 5 Py sobre Z y £, primo sobre Z. Dir :
gebraico de sf mismo. f % e SO

(x) €s un factor primo de P(y) si sus coeficientes
Polinomio primo o irreductible R PTios entre si (PES))

Si un polinomio (no constante) no se puede

Ejemplo
~ €Xpresar como una multiplicacién de factores

El polinomio f

algebraicos definidos sobre Z; es decir, no se
Ppuede descomponer sobre Z, diremos que e

Ppolinomio es primo o irreductible sobre 7,
Ejemplos
1. El polinomio Py=x*-3 es primo sobre Z.

Nétese que R, =(x+3)(x-y3) pero
V3ezZ

El polinomio Q=x*-4 1o es primo sobre
Z. En efecto, Qu=(x+2)(x-2).

=3x~1 es un factor primo de
P=3x*+2x~1 sobre 7.

En efecto
ftx) €S un factor algebraico de Py,
2 2 '
3X°+2x -1 > R=P,. =3[l] +2(1)_1=0_
3x-1 [3) 3 3

fy=3x-1es un polinomio lineal, entonces
s primo sobre Z.

fy=3x-1 tiene sus coeficientes 3 y -1 son
PESI




e que el polinomio esta expresado como
na multiplicacion, pem aun no esta factorizado.

{ [aclores(x -4) y (x2-1) todavia se pueden

) r escomponer.

oMo~ 1=(r+2)(x-2) y x*~1=(etDlx-D).

Bhlonces Py =(x+2)(x~2)(c+1)(x-1)
”’ fhora, si el polinomio P,) esta faclorizado so-
'_ré Z, pues puede expresarse como una multi-
Pplicacion de sus factores primos sobre Z.

.

'CONTEO DE FACTORES PRIMOS

o 2 , ! ;
peinumero de factores primos de un polinomio

atiorizado sobre Z) se obtiene contando los
laclores primos que se encuentran como base
it '-‘fﬂa potencia y que contienen al menos una
Variable,

1

Existen diversos mé
mios, entre ellos ter

comunes.

Ejernplos

1. El polinomio P, y}=2x2)'+xy
bre Z muestra variablesx e y ¢

nor exporente. Asf P(,. ,)—xy&x-l- l
cual el polinomio esta factorizado sobre

El polinomio definido sobre Z |
Pl y=3x"+3xy-2xy*-2)° no muest
factor comun en todos sus térr._rﬁnb__’s-‘

Fey)= 3x2 4 3xy—2xy° =2y
Py ) =3x(x+y) -2y (x4y)

Py y=(8x=2y2x+y) |
con lo que P esta faclorizado sobre £, ¥

l.-‘ S
Método de las identidades |[5 1

Aqui utilizamos las identidades de




1. Factorice el polinomio sobre 7 R
Py=3x*-4x-15.

Esquema y procedimiento

3x2-4x-15
3x>P5 0 7
X =3y _-9_)(

—4x

+

Luego
P(y=(8x+5)(x-3) esta factorizado.

Factorice el polinomio sobre 7
Qiy)= Bx+xy—2y°.

Esquema y procedimiento

6x2+xy -2) -
3.\’\‘

2X Nty 3y

2y -5 dxy

T

Xy

Luego
| ema y procedimiento Q. yy=Bx+2y)(2x~-y) esta factorizado.
Py =AXTHBYY Oy AR NOTA e |
] A o Cy' Cuando un trinomio cuadratico :
25 - . definido sobre Z no admite el aspa
'-5 A Cyy”. | simple, entonces diremos que no es
Et‘:" | factorizable.
- Debe cumplirse | Ejemplo
l‘_l. | - ijm'AzmeMm g | R(l.)=x£-.-2X‘i
Al : - X 9 -1
4x7Coy+Ax"Cly =By | - "
A y . En consecuencia, Rj;=x*~2x-1 es
| primo sobre Z. :

'-. b i , } 1
uego los factores se toman en forma horizontal. G e e . ’g
e s



1 Ax™Coy"+Ax"Cry"=Bx"y"
B Co" Rty Fi=Ey"
'I-"'. ijm 'FQ"}'AQXm -F =Dx™M

‘ ,I-.Ptx:}'} 3 (A]xm +Cy" +F, ](A X" +Coy" + Fz)

¢

: Ejemplos
|. Factorice el polinomio sobre Z

Py =3x"+10xy+8y"+14x422y+15.

Esquema y procedimiento

' P, =3+ 10xy + 8y + 14x 4+ 22y + 15

- (x:y) AT / /

4 f

1

b 3)(\ 4y [\ﬁfﬁ ’I% 5

i //><’2;/ \ =3
Verificamos

. 3x-2y+x-dy=10xy
Il 4y-3+2y-5=22y
HI. 3x-3+x-5=14x

ego los factores se toman en forma horizontal.

Luego % ey
Q. )=0x+3y+1)(2x-3y+1)
do sobre Z.

EOBSEFNACION e

Y T

Método del aspa doble especial

Se aplica para factorizar polinomios de cinco
términos y de una variable, de la forma . ‘

donden e N.
Esquema y procedimiento

Py =Ax" +Bx’" + Cx*" + Dx"+E




Entonces (s
Quy=0+3)x- D +x-1) esta factorizag
sobre Z.

FACTORIZACION SOBRE Q _
Ahora vamos a factorizar polinomios con cg.
eficientes racionales; es decir, si un polinonﬁq'
reductible tiene coeficientes racionales, entop.
ces sus factores también deben tener estos cq-

Se“e_ne A eficientes. . : R
Se tie . Por ejemplo, el polinomio A, =2x 5 liene
Se debe tener 3x°.

-  {iime .
coeficientes: 2, — — racionales; entonces P(yesta
Falta 2x* — cantidada descomponerse 2

5 definido sobre Q, luego se factoriza asi
= Pm=(2x2—x— D0*-2x+1) '

: ot 2 NS
2x 1 Seas —5_2(,\’ 4
X =1 1% |
— P(AJ:Q(X-F—)(X—-—).
= Py=@x+Dx-1)(x-1)? AT
ifiedo Teorema 2

_ Sea Pu} ax*+bx+c; abe 0 de coeficien-
. tesracionales enteros. Py s fact
- sobre Q si su discriminante A=p%-4, =
Q(A.J=x"+3x3—x— 3 | un cuadrado perfeclo (z& kz ke (4R

P=Qx+1D(x~1)* esta factorizado sobre 7.

2, Factorice el polinomio sobre 7




: R{x;-sz'x"'ﬁ no es faclonzable sobre
- Q. Entonces, €s primo sobre Q.

aaizdeun polinomio

""'a'P( yun polinomio de gradon > 1.

:'I" T (x}

] —(0, entonces el numero a es raiz del po-
jinomio P

mplos
?e En el pollnomlo P(X)=2x -x-1 se observa

que Pyy=2: 1°-1-1=0.
Entonces, 1 es raiz del polinomio P,

i 9 Enel polinomio Q[x]=2x3—x2 ~4x+2
se observa que

1Y llz_e(l} 9-0
)
2
3 52 Jrio-

Entonces.% y \5 son raices de Q).

_ . NOTA oo

olonos van ainteresar las raices racionales.

1'3
P.RR {l' 23 6' }
29

' 13 3
PRR=!]— 3
‘ [L2233662222}

Si el polinomio Ppy=2x"-x-14x*-5x+6 liene
algunaraiz racional, necesariamente debe estar
en esle conjunto.

Corolario
Siag=1 (polinomio ménico), entonces
P.RR= i{divisores de |an|}

Método de los divisores binomicos

Se aplica para factorizar polinomios de grado

n 2 2 de una variable y que admitan al menos
un factor lineal.

En el procedimiento de este método utilizare-
mos el siguiente teorema.

Teorema 3 (teorema del factor)

Sea Pm un polinomio de gradon > 1. J

f a es raiz de P{A i © (x a) es factor de P&}?
el - Lo




MY 3 sfbes 5T . !
ey Prseimseo G

Como el polinomio Py no tiene rafz
nal, entonces no es faclorizable sobye
Py =y +3x+1 es primo sobre Q.

Aplicacién 4
Factorice el polinomio sobre Q

Si=xX"+2+3x +Tx+2,

Al aplicar el aspa doble especial se observa que
S No se puede factorizar por este método, ap.
tonces aplicamos el método de los divisores bi-
NOMicos.

= Sey=(2)"+2(-2*+3(-2*+7(-2)+2=0

M

— =2esunaraizde Sg,.

—  (x+2) es un factor de S,

= Sn=x+2)-qqy ()]
S
(x)
&5 M
=1 (%) Y +2

Hallamos ¢, aplicando la regla de Ruffini

A 7l
29 0 g
=g B




0]

allamos gy aplicando la regla de Ruffini

-'q(,}=2x4+5x3+3x2+x—2
Factorizamos q(y) Por aspa doble especial.
| 2x4+5x +3x%4x—-2

g

Ox__———* 3x2

S g=2x243x-2)(P+x+)
26 )
iy 2

Resolucion

Como los exponentes de Iz
de dos en dos, se puede ha
bio de variable

y.=x’; luego se tiene

P=y3-2y*-1ly+12, aqui

el
PRR= i{______l; 23,46, "2} ¥
1
P.RR=%{1;23;4;6;12}
Ahora P(;)=0, lo que implica que (y-1) es factor.
Luego por Ruffini
Ty e |10
R TR
WERE T
S P=(y=1)y*-y-12)
Y>Q 3
y =4
o P=(y-1)(y+3)(y-4) pero y=x*
— P[-_ﬂ=(.\'2~ Dx+3)(x*-4)
S Py=D = DhE+3)(x+2)(x-2)
Por lo tanto, el nimero de factores primos linea-
les es 4.
239




Luego, —% es una raiz de Q.

Entonces (x + -;- )es un factor de Q.

- O(n:(“%}%) | )

y
2
“lﬁ'i’ﬂS el polinomio asi Aplicamos la regla de Ruffini para hallar 9x)- :
B ﬁx).=('x',2_x-+2) _]0()(_2-XJ—4 2 -1 1 1
‘.'  hacemos x’—x=1, luego Al
P=(+2)-10(-4 | z
 P=eas A-10t-A e <
=261 :
 P=i(t-6) > G=20-2x+2
Py=*~x)(x*-x-6) En (1)
X _ -3 f |
5 2 Q(,\'):[‘ E]((.).\ _21 +2]
Pry=x(x-1)(x=3)(x+2 )
w=x( ie2) 5 Q(‘)*[_‘.—iJQ-(xJ-XH)
Por lo tanto, el polinomio P, tiene cuatro facto- ¥ ;
Tes primos sobre Q. = Quy=2x+Dlx* - x+1) g
. §




R=x 44 0x3+0x2+0x+4

::_‘ x2>k k

) 4x* Ox?
3 ! I f
L se liene falta se debe
tener

Sw:x S_xlaxlaxtl

S(x) =X (- —l)+(12 +x+1)

St (x:’ By l)[_.t‘z(-x -+ I]

S[x) =(X2+x+l)(f3 —X2.+1)

Notese que

J f[x)=x2+x+1 no admite aspa simple, enton-
ces es primo sobre Q.

*  gw=x"-x*+1 no admite raiz racional, en-
tonces es primo sobre Q.




A) f{rx) ="X2 “E i

B) gy=x’~2x+]
C) hpy=x*+8
D) Fpy=x"-x+I
E) Ggy=x'+4

Indique cual de los siguientes polinomios
no esta factorizado sobre 7.

A) Ppy=4(’+1)(x+2)(x-3)
B) Qey=(x-1)*(x*+x+1)
©) Ry =5(c+4)(x”+4)(x* +4)
D) Sy=-2(x-1)"(3x+2)
) E) T(x)=3x2(2x+l)(x—5)2{x2+2)

Indique un factor primo del polinomig e
sobre Z. B
Fla:p)=2a"b-2ab+4a’b?_4a%

A) fap=ab-
B) g(q,py=0a-2b
€) h=a*

D) /4. y=a+b
E) 8=a-1

Factorice el polinomio sobre 7
Pl y=4+2xy-(x%+y?)

e indique un factor primo.

A) foy=x-y+2

B) 8y y=xty-1 _

C) hg. py=x+y-2 g
D) F().)=_.\'—_;-'+2 .
E) Gu.p=x-y




J : 3 del polinomnio sobre Z
' %—3xz+5x+2

RXJ<2
m

calcule el valor de m-n.

A) 3
B) -2
01
D) 2
E) -1

12. Indique un factor primo del polinomio

QO y)=2X2+3.V2 -5xy=9x+ Ifi_y+4.

A)s Fi ) =2x-3y-1
B) fo; =Xy -4
C) fiyyy=2x+3y~1
D) fiy.py=x-y+4
E) feyy=x+y+4

it

15.

16.

¢ Wm a

A) f(x]=.\"2+._t-3_'
B) fy=x"+2x+2
C) f(x)=.l'2 +2x<1
D) fy=x*+x-2
E) fy=x*+2x-2

Si f[x,—x2+ax+b €s un factor del polinomio
Pm—x -x-6 sobre Q, calcule el valor de

/tm)- Considere que m es la raiz entera de P.

sce=
— e OO =)
R -

&2

Si5(,) es la suma de los factores primos del
polinomio F{x]=2x4—5x3+3x2 -x-2 sobre Z,
indique un factor primo de S.

A) fy=2x
B) fiy=x-2
0) fiy=2x-1
D) fy=x+2
E) fry=—x




or

rimo de

~ 233 x4 2x+3?

24,

A) 6
B) 4
C) -2
D) 0
B2

+ Indique un factor primo del polinomjg, S0~ _
bre Q'

sz(az ~Ux*42x-1;a>2,

A) fy=(a-1x-1
B) fy=x-1
C) fry=x+l
D) fy=(a-1x+1
E) fy=(a+)x+1

Factorice el polinomio sobre @ -
g 3
Rix, y)=x"=3xy+y’+1

e indique un factor primo.

A) f[_\.;},)=x+_v—‘l
B) fo. y=x+y+1
0) fy=x’+1
D) fiy=xy+y+x
E) x*txy+y




uientes polinomios sobre Z.
- Pu: b).—.-3a2+5ab+2b2+c(8cr+7b)+5c

= 0n=" 24b*-(20)*+2ab-3c(a+b)

A) f{a;b)=a+b+c
B) S(G;b)%a+b‘4c
0) h(a;b)=a+b

D) F[a:b)=a-b+c
) G{a;b)=a—2b+c

. #, Sifig:p)€sun factor primo sobre Z del polino-

mio Qa;0)=44 *b*+2ab(a+b)+5ab+a+b+1,
calcule el mayor valor de f_. ).

A -2
D!

B) -1 C) 0

)&

: 20, Factorice el polinomio sobre Q

'. -P(x]=x4+lﬁx—12 e indique la mayor suma de
coeficientes de uno de sus factores primos.
A) 9 B) 7
D) 3

(@)
=

)
)

[Tl

32.

33.

A) No admite rajz racionat
B) Noes factonz.ab]e

C) Tiene tres raices racionales,

D) Sify es un factor primo, enloncesf =1 g 'r,-
E) Un faclor prlmoesg(x)—xz—3x-9 '

Factorice el polinomio sobre Z
fo=3x"+x3+9x2 |

e indique un factor primo.

A) Ppy=x+l
B) O(U:BX'H
C) Ryy=x’+3x-1
D). Sgy=x>-3x-1
E) Upy=3x-1

Factorice el polinomio sobre Z
g[_\,}=3x5+x4+12x+4 e indique el factor pri-
mo de mayor suma de coeficientes.

A) Py=3x+2
B) Qpy=x'+4
C) Ryy=3x+l
D) Sgo=x*+2x+2 :

E) Ugy=x"-2x+2




“=9 veremos x=3 v
"=-1, vemos que es im-
endremos X= +J-1, donde
en los reales y por ello hay
e extender los reales al estudio

:’Q}:‘_'"Cantidades imaginarias

Son aquellos niimeros que resultan de extraer
la raiz de indice par a un nimero negativo. Por

-:_e'_j_é:mplo J-1,J=4, 353,

De todos ellos, el mas importante es V-1, al cual
‘se le denomina unidad imaginaria y se le deno-
ta de la siguiente manera:

notacion de Euler

DEFINICIONES
Siiii= \/—_}. se define

Propiedad

Ahora a partir de las definiciones y la propieq il 3
dadas se pueden obtener las potencias de la

unidad imaginaria.

POTENCIAS NATURALES DE LA UNIDAD
IMAGINARIA

iRl [ e == o
[s= ey | O A
= s I R 8=
| &) #al s
!
=1 i%=—1 | 0= L
! |
= ! = S = iP=g;
_________________ S
=

Se podria seguir hallando las potencias de i

pero de lo encontrado se desprenden las si-

guientes propiedades.

vk Y

RS R Tn ——

e




0

—1
. f+_i2+f3+...+:0

RESULTADOS IMPORTANTES
.| Desarrollando operaciones con i obtenemos
| resultados importantes que 11os permitiran sim-
plificar pasos en la resolucion de los problemas.

Ejemplo
(+i)P=1242()() +ii7/=-1
(A+i)=1+2i- 1

o (=20

Resolucion

+,«2+ K +I.+.-— 4+]

g +:)
(I

z=(%:7]'(1+'i)+f"+’

(I-H) o

z=(:').8(l+i)l+(—l)

z=i'1+0)=1 = z=10+i)-1

Z= r]: + i o ,JT =£

4-41

Z =l =

Aplicacion 2

~21d
Calcule E*+E+1 si E=[]+%L)- ] —ll«r

Resolucion

2i -21]
1+ — 1+ —
SR
E=(1+1)*-(1-1)*=-4-(-4)
E=-4+4 — E=0
Luego
EX4E+H1=0"+0+1

E*+E+1=]

4
(1~'_]




- zw=1+17

CLASES DE NUMEROS COMPLEJOS

Namero complejo real

Sea el nimero complejo z=a+bi,
donde a; b € R; sera complejo real solo sj b-—{]
es decir, z=a+0i=a.

OBSERVAC!ON

i

16 2ey+s
..;:;, ._T,T Sl a=0, tenemos que z=0+0/=0, ﬁmlma
Y= { nado complejo nulo. :%
;Aolcioﬂ Y MULTIPLICACION CON NUMEROS - ol hieies
- E,'. -

Numero complejo imaginario puro

Sea el namero complejo z=a+bi,
donde a; b € R sera complejo imaginario puro
Z+w=a+bi+c+di solosia=0 y b#0, es decir, z=0+bi=pi.

- z+w=(a+c)+(b+d)i Aplicacion 3

» ;

" Multiplicacién Determine n € R tal que (2+i)(n+i) es un com-
& plejo real.

o et

. z w=(a+bi)(c+di) S

- M Resolucion

:_ -z.'*iw=ac+ad:'+bci+bdi2' Efectuamos por propiedad distributiva

o ' R ’ b=

(v - 1= i 2 Ca] iy

£ _ 2+0)(n+i)= =2n+2i+ni+ 12-—-1

o zw=(ac-bd)+(ad+bc)i j =HJ tb—7




- gﬁﬂado por z¥, se define z*=-z=-q-bi.

giemplos
Siz=2-9i — 2z=2+3i A 2*=-249i

Siw=-T+H — W*=T-i A w=-T-i

o : 2=5-4i
B Siz=5+4i >
\ Zl="5-4f

" MGDULO DE UN NUMERO COMPLEJO

" Sea el nimero complejo z=a+bi, a; b €R, el
" modulo de z denotado por |z| se determina por

. Geométricamente tiene el siguiente significado

8 Siz=-24i — lzl=y(- il = lz=\5

B Siw=3+4i o lwl=v3*+4® - [wl=5

Aplicacion 4 - ‘
Calcule el valor de a’+b sise cumple jue

3+4i= (1+J§i)(a-— bi);a;beR.

Resolucion
Aplicando el modulo en ambos miembros de la

igualdad.
3+4il=[01+\Bi)(a-bi)]

Por teorema

13+4il=|1+3i|la—bil

Por definicién del médulo

[32,42 - f2+J§2 (02{_(_——()).2.
J25 = V4 Va® +b°

5
= Ja* + b* (elevamos al cuadrado)

at+bl = 25




Aplicando propiedades del médulc
2 N %ol B
|f +.', ¢ 5 /3%

& RyiR et
vzl B
n+3

_27='~/§"+3 > 33232

|zl=

(l —)+@+)B-0). de donde

n+3_
2
1cias de cuadrados se tiene AT
2-i)=2>-i*=4+1=5
1-D)=1%-i*=1+1=2 Problema N.° 5
2 2 oo '
(3+l')(3—-"]—3 —i*=9+1=10 Si (x—i) es un factor del polinomio

: 3T .
. pl don Py=x"-2x +ax+b cona;b € R, calcule 2a+3b.
5+2+10=17 Resolucion

Por dato tenemos -2 +ax+b = (x-i)q(x).

Problema N.2 3 Evaluamos para x=i
2-2 P i+ai+b=0

E‘[;:_ o :‘Sft’r*bi=(2+3f)2, a:b e R, determine [(@+5)+bil. . Sl
Bk . -
~ Resolucion _i+2+ai+b=0
- Deldato ;
2 de donde tenemos
a+bi=4+ 2(2)(31)+(31) (+2)+(a-1)i=0
a+bi= 4+121+9-1 = 5 ] o I i
or ser complejo nulo se tiene
a+bi=(4-9)+12i P
! b+2=0 A a-1=0
a+bi=-5+12i e
b==2 a=1
de donde a=-5 A b=12 . 2a+3b=2()+3(-2)
AR

_r‘

Nos piden |(a +5)4+bi||0+12i|=12




C) RV

2012, 2013 L.
ST E) FVF

8. Si z=(n2~—9)+(n +3)i es un nimero com-
plejo nulo, calcule n3,.n eR.

0 A) 27 B) -27 Q)-8
) - 3 D)8 e E) =1
; =
||, SeaPy=x-2v+nine R. 9. Siz=[2-il+5i
- §iPy_=0, determine P ;. determine z%,
A -l B) 1-i g (l]ﬂ' A) 10 B) 10i )2
2i -
D) 2 D) V5 E) V10

L
' niendo en cuenta que f(,)=x"+4x"-3x+1, - b | ‘
i : 10. Siw=a+bi es el conjugado de

leule [,
0 w=(2+3)(1+),
F A “3‘4’_ determine 20+9:’ cona,beR.
B B -3+4i | 5
Q) -4-3i ; .
) 0 A) oS B) -2+i C) 2=
. D) -145i E) 10-i

251




10nes.
‘economia, supongarnos que las fun-
demanda y oferta estan dadas por

bien, necesitamos conocer la resolucion
ecuacion de primer grado.

- tematicas de tal manera que al menos en una
- deellas aparezca la variable que ahora se deno-
~ minara incégnita.

- Bemplos
e 23 =5x4

o Vx-1+31-x=0
1

Y'i'*—'=2
By

ecuaciones de
incognita x

n de modelos matemalicos
n y desarrollo. Se van a pre-

SOLUCION DE UNA ECUACION

Es el valor que adquiere la variable o inc6gniy;
que al reemplazarlo en la ecuacion origina|
obtiene una igualdad numérica verdadera.

Ejemplo
En la ecuacion 3*+4'=5"
Una solucion es el nimero 2, porque al reem.
plazar x=2 tenemos 3°+4° = 52,

e g
9% 25

En este caso también diremos que x=2 verifica
a la ecuacion, en cambio x=1 no es solucién,
porque al reemplazar en la ecuacion tenemos

3'+4' =5
s 5

En este caso diremos que-x=1 no verifica a Ja
ecuacion.

CoNJUNTO soLucion (CS)

Es aquel conjunto formado por todas las solu-
ciones de la ecuacion Si la ecuacién no tiene
solucion, el conjunto solucién es el vacio.

FSiaszO — a=0 v b=0 ]




0 A SU FORMA

A I e |
.c: 9""""* X 1 X
Emclones no algebraicas o trascendentes
gsm ecuaciones estan formadas por las ecua-
|

ciones logaritmicas, exponenciales, lrigonomé-
{ricas, entre otras.

[Ejemplos

2 5 =x+2 «x+senx=1 . log,2=3

" DE ACUERDO AL NUMERO DE SOLUCIONES

Ecuacion compatible

s aquella ecuacion que admite solucion y se
subdivide:

‘2. Ecuacion compatible determinada
Presenta una cantidad finita de soluciones.
Ejemplo

La ecuacion x*=16x tiene como soluciones
‘alosnimeros 0; 4; -4, es decir, CS={0;4; -4}.

CSq;

* Estudio de la ecuacion paramétrica
de la forma ax=b

Aqui x es la incognita y los parametros son ayb.
* Siaz#0, tendremos x = 2 es decir, la ecua-
a

cion es compatible determinada y tiene so-
lucion tnica.

* Sia=0 A b=0, tendremos 0x=0, es decir,
la ecuacion es compatible indeterminada y
tiene infinitas soluciones.

* Sia=0 A b#0, tendremos 0x=b, es decir, la

ecuacion no tiene soluciény es inconsisten-
te o incompatible.

Aplicacion 1
Si la ecuacion (n-6)x=(p+4) tiene infinitas so-
luciones. Halle el valorde n y p.

Resolucion
Como la ecuacion tiene infinitas soluciones, se
cumple que

n-6=0 A p+4=0

—_—— gty e

n=6 p=-4



numero ¢ es una raiz de multiplicidad k(k = 2)
1 polinemio Py ¢ Pry=0—0" g, G() # 0-

. Ejemplo
- Delpolinomio P(y)=(x-5)*(x~1)’(x+6) tenemos
' * 5 es una raiz de multiplicidad 2 o doble

* | es una raiz de multiplicidad 3 o triple

* —6 es unaraiz simple

Es decir, las raices son 5;5; 1; 1; 1 y —6.

En total son 6 raices.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

Todo polinomio P,y de grado no nulo con cual-
quier lipo de coeficientes numeéricos tiene al
IMenos una raiz,

254

Ejemplos

e 3x+5=0

o X’+6x=16x+]
o x+x24x3=8+x

(ecuacion lineal)
(ecuacion Cuadraticga)
(ecuacion cubica)

2

DEFINICION

En toda ecuacion polinomial a la solucién o o
luciones también se le denomina raiz o rajces

Ejermnplos
+ Enlaecuacion
(x-2)(x+3)=0
sus soluciones son: x=2 y x=-3
sus raices son; x=2 y x=-3
— CS={2; -3}

* Enla ecuacion
(x=5)*(x+7)=0
sus soluciones son: 5y -7

Sus raices son: x;=5

At J es una
Kg= : :
2 rajz triple
ey
.Y:.!_")
X4 ==7 (raiz simple)

R ES={ 5=y



neral luego faclonzamos 0 usa;mes 1a formu
general. =

A Por factorizacion
Se puede utilizar la diferencia de cuadrados o el

aspa simple por lo general.
Aplicacién 3

. g ) Resuelva x2+8=9x.
a.‘;,‘gx.-..-]:S(X‘l']

Resolucion
smesoiucnon implica despejar la incognita para
darel conjunto solucion. X*~9x+8=0
! 5 _J/~8
AP!icacién 2 A ]
© Resuelva 3x-2=x+5 (x=8)(x~1)=0
-. _K']:'-S A/ X-z:{
; _.Rg.soluddn :
B o5 de donde CS={8: 1}
Tenem
1 m@% Por férmula general
S ~ <y 4
; Sea la ecuacion ax“+bx+c=0; a=0.

Luego las dos raices son

_D*\flf—):‘r_amcb i —b—\l‘bz—4OC

A o i

2a
Se define como discriminante a la expresion

b ~4ac y se denota por A=b*~4ac.

2555

ol




resolver la ecuacion cuadra-
minar si las dos raices son

) & las raices son no reales, es decir,
aginarias y conjugadas.

ducto de raices

Wiw) [C
;.xi-xz.—-a

Si xy; X, son las raices, tendremos

x2 —(Xl'+ XQ)X‘PX]IZ =0

Ejemplo

La ecuacién cuadratica de raices x;=2 y Xy=6
x2-(2+6)x+2-6=0
x2-8x+12=0

DEFINICIONES
Sean x;; X, raices de la ecuacion

ax’+bx+c=0: a=0

Son raices simétricas
Siy solo si x;=-x,, de donde se obtiene b=0,

Son raices reciprocas

!, _ I :
Siy solo si x; =—, de donde se obtiene a=c,
Xo

TEOREMA DE LAS ECUACIONES EQUIVALENTES
Silas ecuaciones cuadraticas de coeficientes no
nulos

ax*+bx+c=0

mx*4+nx+p=0

son equivalentes (tienen el mismo CS), se cumple
a b

C
RN

e



et ox+d=0

suma de productos binarios

C
XXy + X9Xa + X X)=—
I A

 Producto de raices
i -d
A = —
s =
Ejemplos
iy,
1. Sean

X Xo; Xg raices de 2x°+5x*+7x+9=0

)

N

Se cumple
5
A e
X 2
XX T X0Xs + X5 = B

'
-
e

. 9
K XXXy = - )

+) &

PARA GRADO CUATRO
Sean xy; xy; x3; x4 raices de

ax’+bP+ el +dx+e=0
O ® 66

Suma de raices

.=
X +XZ +X3 +X4 ='—a-

Sumna de productos binarios
c
X\ X9 + XiXg +... 4 XXy =—

Suma de productos lernarios

X1 X9 Xq + X) X5 Xy +...+XZX3X4 3'27"

Producto de raices

XXXX—e
12340

Ejemplo

Sea 5x4~2x3+9x2+7x-6=0.
B #H 66

Se cumple
2
* 1_|+X2+X3+X4=g
9
° x]x2+xix3 +...+X3X4 =g
7
° X XoXq +X]X3X4 + ...+X2x3X4 =—§

. x,-xz-x3-x4=?'




o :II \ :

uadj-_a

: '?POI;: fb’rﬁrl’ll'l'la general de una ecuacion ¢

4*"@=2:J§

e "ﬂ
Reemplazamos en m 3
x2=2+J§ v x2=2_J§
de donde
=\V2+ V3 —V2+V3;\2-/3:— :
CcS {Jmf— V23 V2-73: m}

¢ OBSERVACION . £
Las rafces de una ecuacién bicuadra d'&fs"g',.,'l-f
simeétricas dos a dos, es decir, son de 1a
ma o —o; B; =P. ;
U e A ST AL S IS L e R T

for- !

PROPIEDAD DE RAICES DE UNA ECUACION
BICUADRADA

Sean o; -0; B; —B raices de ax*+bx%+c=

0 coj
abc # 0. =)
Tenemos

e
I ot B =——
a
DO = .
c
Ejemplo
Si o —o; B; =B son raices de 2_\"'+7.x2+9:0‘
se cumple &) &)

f 0 f " )
o +B5 = SRR =

T

e |



|a ecuacion con raices complejas
,m+2)x+m=-2. halle el maximo valor en-

- que puede tomarm.
sdieP UNMSM 2007-11

pesolucion
ﬁxpresamos en su forma general

a2 (m+2)x+(m+2)=0

3 Como tiene rafces complejas (no reales)

) A< 0
(m+2*-4@3)(m+2) < 0

Factor comun

(m+2)(m+2-12)<0
e —————
(m+2)(m-10)<0

~ Por puntos criticos

Ry

El maximo valor entero es 9.

l+; 1 bc+ac+ab

aliblie e
Reemplazamos y tendremos
1l
+—t—=

|
abc 4

Otra forma
Permutando todos los coeficientes, tenemos la
ecuacion
~4x343x*-2x+1=0
de raices
] Ie. sl
==

Aplicando suma de raices

)l L 2

—t—t—=—

albiic =44
Problema N.° 4

Sia; byc son raices de la ecuacion
,\‘3—px2+q.x'—r=0 donde r # 0, halle el valor de

1 el

UNMSM 2011-1




x.z.._,_'iqx--i-(? +2410)(7-2v10) =0
72-40

214490

=5 problema N.” 6
Dada la ecuacion polinomial
(x+3)(x+l)2(2x-6)3=0,

halle a—p si o es la suma de raices y § s :
suma de soluciones.

Resolucion
Tenemos CS={-3; - 1; 3} de donde
- ] suma de soluciones ==3-143
-1
- p=-1
q.z i 2pr _
7 Ademas
~3 es una raiz simple.
iy - e - ~1 es unaraiz doble.
- Problema N.° 5 TG
bk ) _ 3 es una raiz triple.
Seao=2+15.
Indique el polinomio cuya raiz es o’. de donde
UNMSM 2011-] ;
suma de raices=-3-1-1+3+3+3
- Resolucién A
~ Comoa=+2+./5, elevamos al cuadrado =04

i o?=7+2J10 4-(-1)=5



-1
t-%:ﬂ--'ﬁrz e
2n

B) H R

12]

Al resolver ecuaciones lineales ax+b=a vy
bx+b=a, Dante se da cuenta que son equi-
valentes. Segun ello, senale la alternativa

verdadera.

A) a+b=1  B) ab=I Q) %=1
D) a=8b E) 2a+b=l

. Teniendo en cuenta que f;,)=2x+2013, re-
suelva la ecuacion f, )= fxs2013):
A) {0}

B) {2013} C). {1}

D) {20132 E) ¢

10.

ax* +bx+c=0. Determine la otra sﬁ A I

(@a+0).

A) = b n €

e B) — 0 5

D) = E) |
a

Si la ecuacion (x+1)(x-1)=2x tiene una so-
lucién de la forma IJ“‘F , halle ath.

A) 3 B) 1 C) 2

D) 4 E) 5

Si x;; X, son raices de x*+(x+1)(a+1)=8x,
indique el valor de x;+x;+x,Xs.

A) 3a-l

B) a+2

)t

D) 8

E) 2a-8




) . Halle b+ si 2+i es una raiz de 1a ecuacign
clibica x> ~5x*+bx+c=0 (b; c € R).
E) £9,9
A) 5 B) -5 0 4 -
14, Silaecuacion 8x2+(b-1)x+(b+1)=0 tiene §
o raices reciprocas, halle la suma de estas. . Siel numero J5 +1 es una raiz de la ecua-

cion X’ +ax*+bx+12=0 de coeficientes en-

A) 3 B) 4 0) 3 teros, calcule el valor de a.
4 3

;i : : A) -5 B) 5 C) -2
o D)= E) —= D) -1 E) 6
¥ 4 8
‘i ; ' 20. Resuelva la ecuacién bicuadrad
" 15. Al resolver la ecuacién 9x% - (a + 4)x + 220 4 ng G
: ‘ X =120x"+121.

S€ encuentra que liene raiz multiple.

Determine maximo valor de a A) {11;-11: 1; -1}

minimo valor de a ) { 3 =T i ’.} .
N 12 A==

A) 4 B) 8 ) 10 O {1; =11 ¢: =i}
D) {1 =11i; 1; =1}
E) {11;-11; 2i: -2i}

s




4-4— 0 CEICU’E (rl rz}

Q) 16-2J3
E) 4

B) 0

s de Ja ecuacion x2~42x+n=0 son
jmeros primos. Indique cudntos valores
N
B 2
03
) 4
o, Sila ecuacion cuadratica
| ( +1)x _8x+2013=0 tiene como con-
4 5 —2_ 3 }
junto solucio e
halle el valor de n.
A) -8 B) 6 C) -18
D) 14 E) 16

0 2
2. Las ecuaciones cuadraticas ax +bx+¢=0y
ax’+mx+n=0, con m+c # 0, lienen como
conjunto solucion {r; st y {2r; 25}, respecti-

vamente. Determine el valor de b¥ Zn‘
m+c
B) 1 o) o
12

28.

29,

30.

tlene eomo dds' g
SRS

A) x'-13x%+36=0

B) A'-0nc4i6=0 "
C) x'+97’+1296=0 ;
D) x"-2013x*+1296=0 L

E) x'-97x*+1206=0

Si a: b: ¢ son raices de 6x’+12¢=2013=0,
calcule el valor de (a+b)2+-(b+c)2+.(c+a)2;

A) 2013
D) 2

B) -8 C) -12

E) -4
Sean x;; Xy, X3 raices de

x -tan15%*+tan15%-8=0. -

Indique el valor de (1-x;)(1-;)(1= x3).

O)=7
E) 2anl5?

A) T
D) -9

B) -8

El polinomio P(A,)=x3+ax2+bx+_2' liene la
propiedad de que la media aritmética de
sus raices, el producto de sus raices y la
suma de sus coeficientes son iguales. De-
termine el valor de b.

€5
E) .-.—9.'

A) -l B) 8

D) -10




i) 36, Seanx; y X raices reales de
ety 2o (n-2x+(n*+3n+5)=0.
Determine el méximo valor de x{ +3.

‘medida de

A) 25 B) 6 09
D) 19 E) 18

37. Six, y X, son raices de x*-x-1=0, calcule

2 2
X - Xg.

A) +V3 B 5 O V2
D) V3 E) +/5

38. Silas ecuaciones cuadraticas

.:_ ~ 33. Indique el nimero de soluciones reales que ax’+5x=8
F:; tiene la siguiente ecuacion Ix’4+bx=3
ii (x-5)°+(x-4)'=1. son equivalentes, determine 3a+8b.
A) 0 B) | e 2 A) 29
D)3 . E) 4 B) 30
i C) 3l
34, Senale el nimero de raices reales que liene D) 32

xB4x0=0,18 E) 33




eltos por los babilonios, quienes designa-
» lé_s’ incognitas con palabras tales como
ud, anchura, area o volumen, sin que tu-
vieran relacion con problemas de medida.
Un -eje_mplo' tomado de una tablilla babilénica
;_I;lamea un sistema de ecuaciones en los si-
'gmenles términos:

14 anchura+longitud=7 manos
]gngltud+anchu ra=10 manos

Enla actualidad también se prec.entan proble-
mas donde la longitud, la anchura, el area, el
" \olumen, el numero de objetos, la edad de una
- =_p‘érsona, la cantidad de dinero, entre otras co-
1 ;sas, también son desconocidas o incognitas, las
| cuales cominmente son representadas con las
| dltimas letras del abecedario; asi, por ejemplo,
el sistema de ecuaciones lineales que nos per-
mite resolver el siguiente probiema: “un gana-
dero vende 15 animales entre reses y ovejas, si
cada oveja la vende a S/.120.00, mientras cada
tes la vende al séxtuple del costo de dos ovejas
\ganadero recibe en total 5.15 000 (Cuantas
ses vendio?”

Del ejemplo tenemos ¢
x+y=15 -
120x +1440y =15 000

Donde x es el nimero de ovejas
ro de reses. Como se puede obse

blemas que el hombre tenia y §igu§' teniend;
los diferentes campos de la vida relacionado

‘con la matematica, motivo mas que si

para hacer la revision del marco teérico y la
cacion practica de este tema.

* Sistema de ecuaciones lineales
Esta formado por dos o mas ecuaciones lineale
con dos 0 mas incognitas.
Ejemplos
[3x+5y=16
|4x-y=6
x+y-z=2

3x+2y+4z=5
x-y+2z=0




- acuerdo al nimero .

Compatible o
consistente

(presenl_a al menos
una solucién)

Incompatible o
inconsistente

(no presenta solucio-
nes, es decir, CS=g)

mg > E2E M- —-W0
LWMmZ0—-0rFPrCcOm

ica para x=1; y=-1; z=3, entonces la
(1; -1; 3) es su solucion. :

Ejemplos

1. Elsistema de ecuaciones
ta conformado por todas las soluciones que

: e v . . 4x EE 5 = ]3
e el sistema. Cuando el sistema no tiene so- {2 y S :
el S ) = AR z - X—=v=
~ lucién, su conjunto solucién es el conjunto vacio. - Y

es compatible determinadg porque

~ Ejemplos CS={(2; D). |
g'" 1. Enelsistema s 5
$ - : sist de ecuaci
5x+7Y=15 . 1S en;a € ecuaciones
13x—9y=9 {*‘ s
3x+3y=15

(3: 0) es su tinica solucion, entonces CS={(3: 0)}.

" i es compatible indeterminado porque |
b.. _ o B ' . H
:_: i :2. E] sis[ema CS {(O‘ ‘))1 (5: {))I (21 3)1 (Sp _l)} ---}.
X+ty+z=3 3. Elsiguiente sistema de ecuaciones
e 2Xx-y+2z=9 X+2y="T
' sl {2y+..\':]0

tiene por solucion a (1; -1; 3), entonces es incompatible o inconsistente porque
GS=A{l:<1:3). ES=0.



M
(I

Aplicacién 3

' De (I):y=5-2x (1 ‘Resuelva el sistema ; 5 et
" Ree I1): ; RRTCR iy <
Reemplazamos en (I ' 3x+y=1 1) . By
x+2(5-2x)=1 de donde x=3; ademas, en (1) AT
bx+2y=5 (1 3
y='1 :
Luego, tenemos CS={(3;-1)}. Porlo tanto, el
=z : AL Resolucion
sistema tiene solucion tnica.
La primera ecuacién por (1)
Por igualacion
R 9 . : 6x+ 2y =2
Consiste en despejar de las dos ecuaciones ) O
Ja misma incognita para luego igualarlas. 6x+ 2y =5
Aplicacion 2 Ox=-3
Resuelva el sistema Se liene una ecuacién que nunca se verifi-
{x +2y=3 (D) ca, es decir, x € ; en consecuencia, tendre-
2x+4y=56 (1) mos CS={ }. Por lo tanto, el sistema no tiene
solucion. _
Resolucion Wi
De (1) Teorema ] ]\
x=3-2 il : S 78
il () Dado el sistema de ecuaciones lineales ‘
el | ax+by=c

(V) mx+ny=p



Las rectas se cortan en un solg PuNto y dichy
punto es la solucion del sistema. o : )

Aplicacion 5 il

/ : Resuelva

o7 {2x+y:4

/ X 6x+3y=12

ETT T P

s Resolucion
- Lasrectas coinciden en todos sus puntos. o
f-"? i Como e % entonces el sistema es compati-
.I' ‘ } :-I'_i _:' iy - . .
-~ 3. Elsistema es incompatible ble indeterminado y CS={(O; 4), (=16, (1,3)}
B b c e
- mon p Gréaficamente tenemos
 Graficamente se tiene
.-

L—J A

9

Las dos rectas son las mismas y cada punt
ellas es solucion del sistema. '



, al reemplazar el par

M
(1)

interesa solo el valor de a restamos

=9 de donde a=-2.

euai‘es el sistema

_3x+(m-1)y=]

{iene solucion unica.
' UNMSM 2010-1

Resolucion

Como tiene solucion tnica se cumple
m ., -2
-3 (m-1)

Efectuando en aspa m(m-1) # 6 distributiva y
lodo al primer miembro
m*-m-6#0
Factorizamos por aspa simple
(m-3)(m+2) %0
de donde
| m#3 A m#-2
& meR-{3; -2}

Problema N.° 3

siguiente sistema de ecuaciones tiene so-

- {kz-l)y=3k_%2 il

Para que tenga solucién dnica, el ¢

y debe ser diferente de cero, es decir,
k*-1#0de donde k 1 :

Problema N.° 4 ¢

SiXg: Yo ¥ 2o Son tres ndmeros reales que satis-
facen el sistema de ecuaciones

2x+y+3z=5

3x+y+z=0

X+3y+2z=6
2

halle el valor de X2 +y3 + z¢.
UNMSM 2012-11

Resolucion

Enumeramos las ecuaciones
2xX+y+3z2=95 ()
x+y+z=0 (B)
}x+3_}f+2z:6 (6)

De (B)-(c), tenemos x-2z=-5

De (0)-3(p) tenemos -8x-z=6

Se forma el siguiente sistema

x-2z=-5 ()

{8x+z=—6 (o)

De (1)+2(¢g)se tiene 17x=~17 de donde x=~1en

(2.), z=2; ademas en (), y=1 '
x2+y2+z2=6




100 ~ 100

podemos afirmar que

A) tiene solucién Unica.

B) tiene infinitas soluciones.

C) no tiene solucién.

D) tiene dos soluciones.

E) una solucion es el par (99; 66).

."";5‘_:”;:_3;3_::1 7. Al dividir un nimero entre otro, el cociente
es 2y el resto es 14. Si la diferencia entre g}
= : dividendo y el divisor es 77, ¢(de qué nimero
% se trata?

A) -{[0;%)} B) {[é;o)} C) {(; 1} A) 100

B) 130

B o) o

E) 150

4x+8y=sen(g)

4. Si (xg; yp) es la solucion del sistema
' 8. Halle dos numeros si el mayor mas tres -

2x-3=y )
o - veces el menor es igual-a 45 y el menor mas
BE dos veces el mayor es 27, y luego dé como
calcule x’0 respuesta el producto de ellos.
A) 4 B) 27 C) 256 A) 60 B) 70 C) 80

D) 8 E) 16 D) 90 E) 100

&E’&i ; ! | \ R




que el valor de verdad.

B) VFF C) FW

E) FFV

eniendo en cuenta que el sistema
|x+ny= 3
5y~ 2

liene/solucion unica, determine n.

10 l

A B) nz-10 ¢ L=

A) n# g ) ) n# -

) 10 2
R L E E
- Aden i

mx+9y=1

.41. S el sistena {Gx s

es compatible indeterminado, indique el

valor de n—m.
By 2 B) 23 C) 24
D) 5 E) 29
ax+2y=1

712, Si t;l sisterna
e {6):-1-(0'”}}’:2

es inconsistente, halle a.

- A -3
" D) {3-4)

o B) -4 C) 3

E) {-3;4)

15.

16.

~ tiene mas de una soluc

A) 3
B) 4
C) 5
D) 6
E) 7

Luego de resolver el sistema ; A
4x+1=9 R
X+y=3

x+y+z=6

senale el valor de xyz.

A) 1
D) 4

B) 2 0 3

£) 6.

Con respeclo al sistema
x+5y=4
2x+3y=1
Z=X+y

se afirma que

A) esincompatible.

B) es compatible indeterminado.
C) tiene dos soluciones.

D) es compatible determinado.

E) si (X Yoi 20)es solucién, entonces
Xo+Vo+Zo=2. T



'-_'ind-ique' el valor de m+n+b.

A 200 B) 220 C) 250
D) 300 E) 320

- 20. Resuelva el sistema

[2x+y+2=8

:_§x+8y+9z=18

B G
. B) {22 1)
O {311}
D) {G;0; D)
i E) {(;1;3)

Jx-y-z=1 24,

A) 74y 16
D) 70y 20

de 255 km Un coche sale de A hac;a,

una velocidad de 90 km/h. Al mismo

po, sale otro coche de B hacia A a unavelp.
cidad de 80 km/h. Suponiendo su veloqdad
constante, calcule el tiempo que tardan ep
encontrarse.

A) 2h B) 1,5h C) 2,25h
D) 1,8h E) 1,2h

- Si(xp; yg) es solucion del sistema

Ao
ax-by=a" +b
2 .o cona;beR?
bx+ay=a“+b

indique el valor de xg +y§.

A) 4ab B) a®+b* @) 2(a®+p)
D) 2ab E) (a+b)?

Al resolver el sistema lineal

X+p(x+y)=q et
y+plx+y)=gq (q”_ﬂ

se obtiene para x el valor de

s By =
I+ p 1+3p
q

142p



C) 4
E) infinitos

B) 7 Gyt

E) 21

ax+5y=1
l(a+9x+@Ta+1)y=3

~ eselvacio, determine el valor de 7a.

) 2
D) -1l

B) -2 ) -10

E) -12

- 28. Luego de resolver el sistema
;' a+b=9
~ |b+c=3
~ |e+d=2
|d+a=8

“halle el valor de a”*“.

30.

31.

B) x-dy-z=_]

A) x+y+z=8

©) xty+z=3
E) %--r 2y+z=2

Si (xp; Yo' Zo) es solucién del sistema.
2x+y-Tz=1
X+y+z=5
X-y=z=3

indique el valor de x4 yy-2.

A) 0
B) 6
C) 12
D) -8
E) -30

Una empresa ha invertido S/.73 000 en la
compra de computadoras portatiles de tres
clases (A, By C), cuyos costos porunidad son
S/.2400, S/.1200 y S/.1000, respectivamente.
Sabiendo que, en total, ha adquirido 55
computadoras y que la cantidad invertida
en los del tipo A ha sido la misma que la
invertida en B, indique cuantos aparatos ha
comprado de cada clase, respectivamente.

A) 10;20; 25
B) 20; 10; 25
C) 20; 20; 15
D) 10;30; 15
E) 20;15; 20



e .
C)' E;T)I(E:Ej' : 4'_:.
D) m
O oGS

. Si los sistemas a y B son et} y
compatibles = 3'

%) b2+t -d® Sl =0 ) W
Bty x+by=4 i X+3y=5 ()
0 @ b —c determine los parametros a; b: ¢ s estén
2 en progresion aritmética en ese orden, y 4
D) cita —b _ como respuesta abc.
i 2
e M0 B) 4 0) 8
e _ 2 D) 24 E) 48




I

' ecuaciones. Los sisternas no lineales frecuentemente se encont

en el tiempo o en equilibrio.

- Que presenta el sistema, se resolvera usando los métodos del sis

Laimportancia del estudio de los sistemas no lineales radica en

que en este capitulo se tienen que
emplear los diversos temas ya estudiados anteriormente, como

productos notables, factorizacion y
rardn en un sistema fisico como las
de un sistema biolégico es converti-
stema bioldgico se comporta, ya sea

ecuaciones de movimiento; en biologia, por ejemplo, un modelo
doasistema de ecuaciones y las soluciones describen c6mo el si

% ;Qué es un sistema de ecuaciones no lineales?

Esun conjunto de dos o mas ecuaciones en el cual al menos un término no es lineal,

Ejemplos
J-y=1 logx+logx=1 . lxtll=y+2
x2+y2=2 2X:y y=x+l

§ Resolucion de un sistema de ecuaciones no lineales

Pararesolver este tipo de sistemas no existe un método general; sin embargo, de acuerdo a la forma

tema de ecuacién lineal, productos

notables, diversos artificios, inclusive hay problemas que se resuelven geométricamente.
I



ol _’-55!;‘-‘;

“Resolucion
Graficamente se tiene

Como se cortan en un solo punto, tep

; 4)} solo una solucion real. i A

Aplicacién 4

Resuelva el sistema

0 {xZ—x—2=0 ) g
I : |
(1 x+y=5 (1)
Resolucion i
i Factorizamos (1) i
A o A ' g
~ (xt)"=9 de donde x*-x-2=0 de donde x=2 v x=-] A
x+y=3 v x+y=-3 (1 x>é_2 £
5% | s

Reemplazamos en (II)

* Six=2 — y=3
e Six=-1 — y=6
CS={(2; 3), (-1; 6)}




-_—

‘J; UNMSM 2012-11

S xi=3

-~ de donde x=81
] 1 80

. 9 - —
.-

~ Problema N.° 2
Sixeyson niimeros reales que satisfacen las
ecuaciones
x+y-xy =17
| +y? +xy=133

halle el valor de [x-y]|.
UNMSM 2012-11

 Resolucion

' Dela primera ecuacion x+y =7+ Jxy elevamos
al cuadrado x% + y +2xy =49+ xy + 14\[;}_*

: RN

x +I):3+xy=49+14\/5

d '\';

Problema N.° 3
Si x e y son numeros enteros positivos que satis-
facen las ecuaciones

fi‘i st e e s
Bx T o A

\ halle el valor de 13x+9y.

 UNMSM 2010-1

Resolucion
De la primera ecuacion se tiene la suma de un

A : 5
ndmero con su inversa que nos da > COl'K:l_l'll-r

mos que
fx+ xX+y l
6x Bx
ot 8] J ny =2, tendremos y-23x




" ProblemaNe5 i
Calcule a para qu&:e,l .zs:s_tem'a_: '
axl+y’ =1 ()
$x+y=5 (B)
Sx-3y=9 (6)

presente solucién tnica.

Resolucion
e oadion De (B) y (6)
12(:4)+36=0 — ((+y)-6)=0 {X+Y=5 e [3x+3f ~i
5x-3y=9 5x-3) =9
': ;.;-_-f . 6 b 8x=24
ﬂ Ia primera ecuacién i3

Reemplazamos en ()

(3%)2-79-3*-3V-2-81(3")2=0

y=2
’ >J< o ! .
dr _81 (3) enemos que (3; 2) es solucion del sistemna.

.
o Por lo tanto, podemos reemplazarlo en ()
: de donde a(3)2423=7
3*=-20) v 3* =81(3") de donde
absurdo J

3X_34+y 1
i a=——
x=4+y (o) 9




ermine el menor valor de a+b+c.

N -7 B) -288 ) 72
- D) -8 E) -2012

2. Determine XYy si (Xp; ¥g) es solucién del
sistema

/x+y=3
:f-y=2
77 ol
B) — i ot
A) 77 )4 )4
5
)= 5
)3

3. Si(xpi o) s solucion del sistemna

X2 4xy+y=-1
Y +xy+x=13

calcule el maximo valor de x;+y,.

A) 4 B) 2 )3
D) 13 E) 12

4, Halle a-b teniendo en cuenta el siguiente

sistema

a-b?=27

la+b=9

A) | B) 2 C) 3

D) 4 E) 5
" Resuelva én los reales negativos

7;b;) es unaterna solucién del sistema

] IR

ol
- . .4! | : ‘ '
Determine el namero de soluciones en _
siguiente sistema.

|J§‘+4>’=97

3¥ 2% 65

A) 0 B) 1 ()2
D) 3 E) 4
Indique x+y teniendo en cuenta el sistema.
L/ i '
x+2 y+] »
BN
x+2 y+l
] 1
A) - B) -15 5
8 8
15 17
D) —— E) —
) 8 ) 8

Dado el sistema

xX+y=T7

e
Yy

determine x-y,

A) 1 B) 14



ﬁ)esmﬁ$M¢mm$_j_r'
E) esun numero irracio

14. Luego de resolver el sistema 5

I e
—+—=1
| X2y
namero de soluciones.
o 1 AME ' l l
i { 4-+—=2
peaag). ] C) 2 Y%
E) infinito s
ke 1 : ks
e el valor dey” en el sistema calcule el valor de xyz.
A) -l g -1 R
8 6

j' ]

.iﬁj=i
iy D)= £) o
24 24
- i B) - &) =
-5 ST 16 9 15. Teniendo en cuenta el sistema
.
Tk R x(y+2)=1
g PDit— E) 1 3 y
35_ & 25 ) y(x+z)=2
»L‘. B - Ion o determine el valor de zx.
b [x+y=3
- xy=4 A) -2 B) 2 0 1
podemos afirmar que D) -1 : E) 0
, A) tiene soluciones reales. 16. Resuelva el sistema en los reales
~ B) tiene soluciones de componentes posi- X2 4y° s
A  ?“$. o . 2x—4y+z2=—m
() tiene soluciones cuyos componentes
~ son numeros irracionales. . A) {(1;2: 0)) B) {(-1:2: 0)) .-i

tiene soluciones no reales. Q) {©;1:0)}
olo tiene una solucién. D) {(-2;1;0)} E) {-2-1,00 8



B) 6 C) 8

E)=9

ine el nimero de soluciones del sis-

B) 1 0 2

E) 4

' Determine los valores de n (n € R) de modo
X queelsistemaenxey
[yt =n
. y-nx=4
sea compatible en R.

0) Inl=3
E) <3

W) lal<v3 B) lnl>3

T

'.' NIVEL INTERMEDIO

B) 762 C) 752

E) 670

2=12, calcule el maximo va-

24.

25,

o

3

+-

x+y-1 2x-y+3
indique el valor de (x+y)°.
A) 0 B) 8

D) 4

Resuelva el sistema en R
x>+y3=5

x2y+xy2=1

S1 (xq; Yp) €s una solucion, segun ello calcule

x§—2x0.

L B) . 00
2 2

D) -l E)i1

Luego de resolver el sistema
X Y szl

Y+zZ zZ+x Xx+y X+y+z'

calcule xyz.

A)

D)

Wl | —




= > “x =
entonces xyz es

A1 B) 3

\ 7
D)hE
: ) 3
A 34 . h ey 4 T
BRK I 32. Determine el nimero de soluciones que
~ calcule (x-2z2Y. - e
o tiene en Z x®=y>+53.
B) 16 C) -16 ;
X E) -8 A) 1 B) 2 C) 3
D) 4 E)YS
Indique el nimero de soluciones del sistema ' ;
~ [x+y=10 33. Dado el sistemaenR "
{(x+5)(y—2)=36 x+2x+y+z=a
iﬁ'? [} AJ 0 B) 1 C) 9 y+2 x+y+z=b
kl D) 3 E) 4 z+2yx+y+z=c
29, Dado el sistema de cuatro incognitas si (Xg; Yoi Zo) es la Unica solucion tal que
r‘::.': x2+y2=z X{)=22—ﬁ'vﬂ‘+b+c+9| |
g |x+y+z=w determine el valor de a+n.
i i .
,“ | E::%T}r:cw para que el sistema lenga so- A) 28 B) 29 ) 30
-, i D) 31 E) 32
é Ay S ) - _ |
g . 4 2 2 34. Determine el nimero de soluciones en el ]
BERA D) -1 E) -2 sisterna &
I i
!

; T e e 1)
- 30. Al resolver el sisterna i sl

s MO
|2x-3y-7-Yx+y+2=3 X by
- elvalorde x+yes D) 6




 y minimos de expresiones lineales y
4lic: é-,-asi como las desigualdades relacio-
con. éllas. Muchas aplicaciones a situacio-
" = prﬁc_ﬁcas de las matematicas han hecho, en
siglo, que las desigualdades hayan adquiri-
" Jo una gran importancia debido a su gran utili-
* dad en la resolucion de problemas de progra-
‘ .. macmﬂ lineal, en su aplicacion en la economia,
.~ enlos negocios y en otras areas.
s desigualdades se convierten en la base fun-
" damental para el estudio de los niimeros reales,
Jaresolucién de las inecuaciones y el estudio de
E Las funciones matematicas, y a partir de estas
-bu‘ede-iniciarse el estudio del calculo diferencial.
Unadesigualdad muy importante en la matema-
 licaes

 media ,  media
aritmética ~ geométrica

. :sean{x]s x21 waey xn} = R+

b RS X+ 4 X, o ———
entonces e Yx1Xg... X,

Eﬁ'iighéldad se cumple si y solo si x;=x,=..=x,.

dos nimeros reales mediante los simbolos <

* y - : 's o] . _.'.
LS Desigualdad RN ?

Es aquella comparacién que se establece entre

(menor que); < (menor o igual que); > (mayor
que) y > (mayor o igual que). Es decir, siayb. eR,
entoncesa <b,a>b,a<bya>b se denorm
nan desigualdades.

En particular, @ <by a > b se llaman desigual-
dades estrictas, mientras que a <b yazb reci-
ben el nombre de desigualdades no estrictas.
Ejemplos

* 5> 2selee: “5es mayor que 2”.

624 se lee: “6 es mayor o igual que 4",
3 <7 se lee: “3 es menor que 7.

S <8se lee: “5 es menor o igual que 8”.

L ]
L]

DEFINICIONES

Sean a, by c nimeros reales. Se define
* aespositivosiysolosia > 0.

* besnegativosiysolosib <0,

* a>bsiysolosi(a-b) es positivo.
* a<bsiysolosi(a-b) es negativo.
* asbsiysolosia<b v a=b.

* azbsiysolosia>b v a=b,

® ¢ no es negativo siy solosic =10




foeiy ’ :

“Ley de la tricotomia

Para cualquier niimero real @ una y solamente
~una de las siguientes relaciones se cumple

En consecuencia, para cualesquiera dos ele-
‘mentos ay b reales, una y solamente una de las
siguientes relaciones se cumple

[a <bva=bvasb ]

Ley de clausura

Para cualesquiera dos elementos a y b reales
positivos se cumple

(a+b) Aab son p.ositivos}

% Recta numérica real

A continuacion se presentara una interpretacion
geomeétrica del conjunto de los nimeros reales
(R) al asociarlos con los puntos de una recta ho-
rizontal denominada recta numérica real.

(-) negativos

h NoTA —
Los simbolos +coy ~eo ;
meros reales, se llaman id

% Intervalos

Sea [ un subconjunto de R (/ c R). Diremos que
I'es un intervalo si y solo si es el conjunto de
todos los nimeros reales que estan comprendi-
dos entre dos extremos (que pueden ser finiios

0 ideales) llamados extremo inferior y extremo
superior.

Ejemplo
Si consideramos el conjunto

S={xe R /-6 < x< 4} este conjunto es un inter-

valo y esta representado en la recta numeérica
real asi

\ T
- 10 -6 -5 0 4 5

El corchete en 4 significa que 4 pertenece al
conjunto y el otro simbolo en - indica que - 6
no esta en el conjunto. Luego denotamos este
conjunto en forma de intervalo, asi S=(-6;4].



* | + o0
a<b L ewemo
A superior

intervalo no se tienen en cuenta a
. es decir, solo se consideran los

b. Intervalo cerrado

) este intervalo si se tienen en cuenta a los
Ktremos, es decir, se consideran todos
l.';‘éigﬁ..-valt)re's desde el menor hasta el mayor
3 H¢e iremo, y se denota asi

Geomeétricamente

a S

Intervalo no acotado

Es aquel intervalo donde al menos un extremo
es el ideal 400 0 —co,

Si un extremo es ideal, en dicho extremo siem-
pre es abierto el intervalo.

Ejemplos
. A=, +=)={xeR /x> a}

]

a + oo

2. B=(-=;by={xeR/x < b}

. [
b

3. C=la;+<={xeR/xza}

v

Y




Aqui se observa que el intervalo es cerrado

por izquierda, es decir, x puede tomar el va-
lor de -7, pero es abierto por derecha y X NO
puede tomar 2, pues x < 2.

Por 10 tanto, X, =—7; X,,.4,: N0 existe.

B={xeR/x>1 A x< 10}

= o}

Rl 10 +e

Luego B=(I; 10)

‘Como el intervalo es abierto, x no puede to-

mar I ni 10, lo que implica que no existe el
menor ni el mayor valor de x. Es muy dife-
rente decir: “el menor valor entero de x, que

es 2, y el mayor valor entero, que es 9”.

OPERACIONES CON INTERVALOS

Sean A y B intervalos. Se definen‘y se denotan
segun cada caso.

Unién
AUB={xeR/xe Avxe B}; se consideran los
elementos comunes y no comunes de A yB.

Interseccion

AnB={xeR/xe Arxe B};solose consideran
los elementos comunes de A y B.

¢ iy m—

P

Diferencia

A-B={x€ R /x € A A x ¢ BY; solo elementos de
Ay nada de B.

i

Complemento
AC=A'={xeR /x e A)

A'=complemento de A respecto a R
A'=R-A




terpretacion utilizamos la rec-
para cada caso.

Ejemplos o s

- S gESNg -
e >+5
1545 > 1045

20> 15

T : o 18> 11 7)_7

12 3 18=7>5i1=
11>4

r=——t2
-
o
(VAN
== K=
f |
ra |

5 12+ 2 9

Como solo queremos los elementos de Ay 9 17
no de B y -8 esta en ambos intervalos, en- o
tonces para A-B ya se toma -8.
" También
- B-A={5; 12)
: o Si3<x<5 >+]0
T — 13<x+10< 15
5 12 4o
v Si2 <SS 5
- =3<x-552
= 2 R 3 e R
A : Si 132x>7 5

5 +c0 152x+2>9




Sillcx <5
L St >x3
3<3x< 157

eSSy >
T 4 2

) x4
2824y > 2

. Si-l<a<10
e _ >+2

LAl

357

Q

3. Siaambos miembros de una desigualdad

numero real negativo, el sentido de la
desigualdad si cambia.

Ejemplos
IERL7 5570
- )xem

- 7(=3) < 2(-3)
-2l <-6
2l >><(—4)
D(4) > 3(-4)
4 >—12

se les multiplica o divide por un mismo

Aplicacion 3
Halle la variacién de la expresién

33X Gixe Glein)!

Resolucion
A partir del dato formaremos la expresién dada
asi
Ryl <ih
)x&w
-3>-3x>-15
>+5 1
2>i5=3x > <10 :
5-3x ):2 |

1> >-5

(5—3)( )e(-»S; )

4. Seanayb numeros reales del mismo signo.

Sia < b, entonces dl > l

a
Ejemplos
e 3<4 - 1>l
3 4
si2:<35 5 l>—]—
125535

-6<-1 — ~1>—1




jl.. gl |y :t'l.‘" _..'I
Resolucion

xe R S ar =0 e s
K424

Aplicacion 6
Halle la variacion de la expresion g

e si g{x}=x2—4x+3; xeR.
.| Resolucion
-oia, g

Completando cuadrados se tiene

g{x) =X2 —4x+4-1
(x-2)?

— g(x] =(X—2)2—]

~ Resolucion
4 '?"ﬁﬁt:’-‘dalo Comox e R
x20 - (x=2)eR

1 &_,2 22

i )

— (x--2)2 >0

Iy i le=2) 1>
alieh

fx)

ey =1




Tt
iy
.

0<(x-3? < 16 ) g
4= (x-3)%*-4<12 > 5

s~ lex=1*=3)e[-4:12)

a<b @
x<yl +
a+x<b+y S
L I 0 9
. aSl_'-—lOS'yS———z- — 1002y ZZ Ejemplos y
= . 5<131(+) {
8. Siaesnegativo, b es positivo, ademas 7214
a<x<b — 0<x’<maxlid®b? 12<27
Ejemplos ' e -3<4
¢ Si-7T<x<3 aglo,-,(ﬂ
- 0<x? < max. {(—7)2; 3‘2} 3<14
- 0<x?< méx. {49; 9}
- 0<x*<49 También
» Si-5<x<6 - 0<x°<36 ®ut Sii- - Dlieds
S G<x<] — 0<x’<36 -4<_\P<7l Y
—2<X+y<12
También
» Si-6<x<8 — 0<x’<64 o §j 3<a<’?
» Si-l0sx<4 — 0<x*<100 2~:~b<5vl(+)

s Si-9<x <1l — 0<x®< 12l 5<a+b<l12

B




W 6510
354
18<40

feo

o

.I 3 Si 4<x<51(x)

2<y<b
8<xy<30

) S] GSmS?
5<n<8
30 < mn < 56

(%)

DEFINICIONES

Sean a; by c nimeros reales positivos. Se define
para dos o tres numeros lo siguiente:

~ Media aritmética

nemdsque
f:::-|~b)\/—2 5
LR l
a b
a+b+c 4 3
2 abc>l+l. T
a ke
Ejemplo
Para los numeros a=8, b=12 y c=18
tenemos
Wh-M 38—12666
3 3
MG =8 x12x18 = 8(3x4)(2x9) =12
3 3
MH —-E—E-ll,aﬁs...
8 12 18 72

Como se pﬁede notar, MA 2 MG > MH.

Aplicacién 8
Sia+b=6 cona y b reales positivos, halle la
variacion de ab.

Resolucion
Aqui conviene relacionar la suma y la multi-
plicacion de los nimeros a y b pero MA > MG.

a+b>J—

ab>0 yaqueaybeR"

32Vab>0
9>ab>0 5
(ab) € (0; 9]




a[-1;4]

s comunes de ambos, asi

 Silos intervalos
 M=(-2x42] y N=[2x-1; +2)

tienen un solo elemento en comun, indique di-
cho elemento.

~ Resolucion
Ubicamos los intervalos en la recta numérica
real teniendo en cuenta que M N N # .

_ e T
e | e
—00 —2 2x—1 x+2 + oo

‘Como los intervalos tienen un solo elemento en
‘comun, entonces 2x—1=x+2.
= x=3

go dicho elemento en comtn es x+2=5

cir, B=[-1; 4] y tiene infinitos elementos.
interseccion entre A y B solo considera

xl 2= Xb208
X+2  X+2  X+2 x+:

N

; ST
Es conveniente expresarlo asi para poder
llar su variacion con mayor facilidad a partir ¢
dato, asi -

2% +5 De aqui despejamos
la variacion de x,

e [5; 8)

5< 2X+5 <8
=3 > x(-3)
—1522x+5 > -24
=5
-20>2x > -29 >

=2
—~102x>—§ >
2

Ahora formamos lo que piden, para ello suma-
mos 2; asi

el e

—82x~+-2>—é \ {
J invirtiendo :
1
—15 : <—-g i
8 x+2 25 _ ‘
] x(-1) l
L S )
8 S TOR RN
+(1)
9 1 27
— 2>
8 x+2 25
x+l
x42
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lucion
jatca>0y b>0 — a+b>0

“;"sm 0

(1D

Problema N.° 6 _
Dado el intervalo il B
A={(-x)eR/(x+2)e(L;2)}

determine el complemento de A.

Resolucion
Del dato (x+2) € (1; 2) significa que

x+2<1 v x+222 -
_{_)
Seass | M e |

Formamos (1-x)
-x21

1-x22 v T=x<l

v =x<0

1
b
1
L

—o0 1 2 +o0
- A=(-oo; 1] U [2; +20]

AC=(1; 2)




es,
" En A existen 10 elementos enteros.
. Lasuma de elementos enteros que per-
tenecen al conjunto B es 27.

A VW B WF O VFV
D) FVF E) FFF
Dados los intervalos
A=(-0; 5]
B=(5: 15)
C=[15; +=2) /

determine las proposiciones verdaderas.
I. AuB=(-x; 15)

. BUC=(5; +<)

II. AU C=({~; 5] U [15; +<)

A) solol B) I All
D) solo Il

C) sololll
E) todas

. -Sean los intervalos
- M=(-1; 6]
N=[6; +eo)
Q=(6; +<)
Indique el valor de verdad de las siguientes
~ proposiciones.

Sean los intervalos

P=(-e5; 6] y Q=(11; +o).
Delermine P€n Qc.

A) [6;11] B) [6;11)

D) (6; +) = E) (~o; 11

Sean

x L]
= —2>4
J {XEN/S }y
T={xeN/xeS}.

Calcule la suma de elementos de T.

A) 80
D) 66

B) 78 C)ni2

E) 55

Halle el valor de verdad de las proposiciones.

L Sim s 0= n2<mn<m2

+y

II. Siy<x = <X

L Si-2<2-x<1 — l<l<l
4 x

A) VFV 5

B) VVF

C) VWV

D) FFV

E) VFF

R T




: <2 A % <y <1, el mayor valor en-
:,w" de (4x+3y) es
B) 9. ) 10.
)2

11, Halle el intervalo al que pertenece ﬁ'—? si
 xe(i2) 7

o o9 ol

]

1
D) (%5 E) <§:3>
" 12, Si-5 < x < 2, el minimo valor de x"+3 es

A) 28. B) 27. C) 7.
D) 6. E) 3.
, : 13, Silos nimeros x e y son reales positivos tales
que 4x+y=2, calcule el mayor valor de xy.

1 1

% = C) 1
A) Bl .)
D) 2 E) 4

=

b 14, Halle el mayor valor de K si x + 2o 2K,
: X
Yx>0.

l 'A)% B) 5 0) 5

- Do By 1
--L .'

16.

18.

NIVEL INTERMEDIO
Determine el complemento del
intervalo. A
I=(-o; 21 U [5; +y U B)-{6)

A) (2;5)-1{3}

B) (2;6]-{3}
C) (2;5)-1{6}
D) (2; 6)-{3}
E) (2:3)u(3;5)u {6}

7. Dados los conjuntos

A={(x+3)e R /2 < x <5}
B={@x-1)eR/1<x<3}
halle B-A.

A [1;2)
B) [1;2]
0 [1;5)
D) [1;5]
E) ¢

Dado el conjunto ‘
M=_{(2x+l) eR/(A-x)e-L; D}
al escribirlo como intervalo se obtiene

A) M={=3;1).
B) M=(l;5).
C) M=(-2;0).
D) M=(0; 2).
E) M=(-1;3).




N3
I
D)E

. Dados los conjuntos

: I
B (01l O (2] M=heﬂx24y

E) (-0 1]
N:{-}eR/y <—l},

2 5
e SRR halle (M U N)™.
- x"=2x+4
: A) R-(-1: 1)
A) 3 B) 6 S B) R-(-1;1]
D) 8 E) 10 C) 1 1]-{0}
- D) (~e0;=1] U {0} UQ; +oo)
22 Determine el menor elemento del conjunto E) (-1:1]
T | v
A S i= e — 3 — :
< F5LS {x+x+4+ % 26. Dados los intervalos no vacios
Pt .
A) 0 < B) ] C) 9 A—[?n ],n) y B—<n+1,9),
f: siA ¢ B, halle los valores de n.
¢ D) % E) 4 5

A) ne(2; +o0) '

R '_...._3x+'5 e » B) ne(0;3]
23, _s][ & --]5[2. 6), ¢a qué intervalo pertenece C) ne(2:3)
D) ne(0;2]

E) ne(2;3]




= Sia; b; ¢; d son nimeros reales tale
' a <b < c < d, entonces necesari

~ indique la alternativa correcta.

. A) d-b>c-a p L
A) Sc{0;1) B) d-b <c-a : s
B) Stiene porlo menos un elemento entero. C) d-c>b-a |

_ D) d-b > d-c
ol 1
Q) S=(1; B) E) d-b>b-a |
UNMSM 2000-1
D) Sc (1; £> : ! :
& 32. Un nimero racional de denominador 112
B)Sc(0; 1] es mayor que %, pero menor que % Halle la
'29. Determine el menor valor de h de modo que suma de las cifras de su numerador.
18xy+1 36xy+2
Pixiy) = y AT A) 15
| B) 6
six>0; y>0. 0) 8
4 D) 14
A) 4 B) 2 @) 08 E) 9

D) 24 E). 19 UNMSM 2011-1l
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aR _ se aplican en diversos campos de la mateméti.ca. Uno d;s e:psu;: :.I a;ab iém. la
nde se trata de maximizar o minimizar una funcion con‘ m el s sm m ;
region R (dominio de la funcién), Este conjunto R e-s el conjunto 5((:; uci6on de un sistema 3 :
ciones lineales que representan las restricciones que tiene esta fun’(:{ n b 'uj
pitulo trataremos de desarrollar ain mas nuestra capacidad de anahs:s', pues la dl}(e]’srdaq 4
s que se presemari aqui requieren que el lector sea ordenado, creativo y analitico,yde

manera lograremos determinar la solucién respectiva al problema. En general, las soluciones de
inecuaciones se encuentran en un intervalo o en la union de intervalos, por lo que aparecen en

- gran cantidad. -

En-'lpezaremos resolviendo inecuaciones lineales utilizando solamente _lf)s Ieoremf"is sobr-e las

. desigualdades estudiadas en el capilulo anterior; luego para la resolucion de las inecuaciones
‘cuadraticas haremos uso de la factorizacién para el célculo de las raices (puntos criticos) del
polinomio cuadratico o del teorema del trinomio cuadratico positivo. Finalmente, resolveremos otras
inecuaciones polinomiales de grado superior a dos e inecuaciones fraccionarias mediante el metodo

de los puntos criticos y algunos otros teoremas complementarios.

% Inecuaciones

Las relaciones numéricas que comparan numeros reales se llaman desigualdades, y las relaciones
que comparan expresiones algebraicas se llaman inecuaciones. Estas desigualdades pueden ser
ciertas o falsas. Esta valoracion depende del valor que tome la variable. £

Por ejemplo, las siguientes desigualdades
3x+1 > 7: 2x-y < 8: x-1 < 5; 2x-1 < x+ 5 son inecuaciones.

~ Notese que en cada una de estas inecuaciones participa por lo menos una variable, la cual se deno-
- minara incdgnita. '




|NEcUACION L'INEA]. :
Una mecuaclén-.:]me_a_l !

= rﬁi)li:f.;-'en'-la“inecuacién 2x+1 > x43, una
particular es x=5, pues 2(5)+1 > 5+3

f;, ambién en la inecuacion x+y > 2, para x=1 e
£ yl;-:;{_se:veriﬁcaque 1+1 = 2 es verdadero. Luego,

(i 1) es una solucion particular. dondeay b sonreales aderasliny

Aplicacion 1 ' \
Resuelva la inecuacion lineal
ax+b=0a<0. -

'CONJUNTO SOLUCION

Es aquel conjunto denotado por CS que agrupa
a lodas las soluciones particulares (si existen)
de una inecuacion. Si la inecuacion no tiene so- ResoIcion

Jcio es diremos que el CS es el con-
R dienonces cire E ax+b =0 & ax+b+(-b) = 0+(=b)

~ junto vacio.
& ax =-b;cona<(
RESOLUCION DE UNA INECUACION o La<lip) pues 1o
Significa hallar su conjunto solucion. La reso- a a a
lucion se realiza solo empleando pasos equi- WL b
valentes; por ejemplo, si queremos resolver la a
inecuacion 2x+3 > x+5, procedemos asi Crafcomente
A3 > x4+5 & 2x+3+(-3) > x+5+(=3) = XA 1 Tl
P -bla e
& 2x > x+2
Luego
o 2x+(x) > x+(=x)+2 b
. {xelR/x<——}=<_m __j]
’ HEE>:7 a




- gemplo _
Dado el polinomio Py=x-3) '(

raices son-1; 3y 6.

e
Ubiquemos estas raices en larectareal

—c0 =]

Las raices del polinomio particionan a la recta R

en 4 zonas (intervalos).
Analicemos los signos de cada factor y del pro-

pio polinomio.

Factor b
x-3 . x+1 x-6 Plx)

Zona

x<-1

3x 2
‘a~+—.._!_

<4x+5; a<l.

i< x <3 + - + i e

3<x<b

~ Resolucion
Seab=a-1 < 0, luego escribimos la inecuacion #7003 fizes . i R .
| S

asi.

- 3x—2 La variacién de signos del polinomio se muestra

<4x+5; b<0

en la recta:
) 3x—2 < 4bx+5b — 3x-4bx < 2+5b

i1 = + = i
— (B-4b)x<2+5b & >
| 3 6 +e
R 2+5b

4 — x>———;comob=a-1, entonces

(3-4b) Notese que

245b _2+5(a-1) _5a-3 Py=(x-3)(x+1)(x-6) > 0
(3-4b) 3-4(a-1) 7-4a & CS=(-1; 3) U (6; +9)
.=_<-5ﬂ-3_+_w> . Pry=(x-3)(x+1)(x-6) < 0

i fa & CS = (e -1 U [3; 6]




ta numerica y-.resolve_mps-ﬁgor
puntos criticos.

[NECUACION CUADRATICA _
son aquellas inecuaciones de la forma

ﬁx}=ax2+bx+c 2 0 ]

donde a; b yc sonreales na# 0.

Resolucion de una inecuacion cuadratica

para resolver una inecuacion cuadratica proce-

demos asi:

|. Consideramos el coeficiente principala > 0.
Caso contrario, multiplicamos por -1.

Finalmente, CS=(-ce; 1] U [4; +9).

Aplicacion5
Resuelva la inecuacion cuadratica

2. Intentamos factorizar el polinomio P,
O 2 gxal <0

Luego
* Si Py es factorizable sobre R, tendre-
mos dos factores lineales, a los cuales Resolucién
les aplicaremos el método de los puntos Factorizamos el polinomio completando cua-
l criticos. drados. Asi

* Si P, no es facil de factorizar o no es Potraiaicn
factorizable, optamos por la técnica de
completar cuadrados. 2y (r=0) J_ <0 18
3. Analizamos la inecuacién para indicar el '.-a'-r

~ conjunto solucion. - (x-2+3)(x-2-3)<0 2 :




~ Aplicacién 7
~ Resuelva la inecuacion cuadrética

,-;gw‘:f-4x+.4 > 0.

¢

Resolucion

V x € R. Luego, CS=R.
Es decir
Pup=(-2"20 & CS=R

S'{' | Nétese que la igualdad se verifica para x=2.
T :_ Ademas '

. o Py=(-22>0 o CS=R-{2}

I ' . .P(x)=(x—2)2 O N CS=0

s Pp=(-2°<0 o CS={2}

e principal de Py esne-
amos por - 1. Asf

~ Resolucion

Noétese que P(,)=(x-2)2 nunca es negativo.

Luego la inecuacion Ppy=x*~4x+4 = 0 se verifica

Nétese que en (1) solo se verifica la igualdad.

Aplicacién 8
La inecuacion cuadratica en x _
ax*-3x+1 < 0 cona yb reales tiene CS=p) )

.
i

Calcule el valor de ab. R

{}

La inecuacion tiene conjunto solucién unitarip, *
luego debe cumplirse que A=0 A a > (), e
Es decir ' 3

A=(=3)*-4@1)=0ra >0 .

= 9-4a=0 —> 9=4a > a=%>0
Luego la inecuacion es
§x2—3x+ls-0
Equivalentemente
9x?=12x+4 < 0

Faclorizamos

(3x-2%<0 de donde x=

| b
wo | bo

ab=

=l ¥o)
W N
NG ]

%
Teorema de! trinomio positivo 15

g

Dado el polinomio cuadratico definido sobreR

P{x)=ax2+bx+c, se cumple que

Pw>0,VxeR © a>0AA<0. ;".




ciente principal positivo a=2 > 0. Luego la
-%inecuacién Q(x)=2x2+4x+7 < 0 es absurda;
por lo tanto, CS=0.

f Notese que el polinomio Qm-2x +4x+7
puede escribirse asi

Q=2 +Ax+T=x"+4x+4+3

Luego la inecuacion

Q) =(x'+2)2 +3<0

no negativo

CS=¢

Corolario (trinomio no negativo)
" Dado el polinomio cuadratico definido sobre R
P(x)=ax2+bx+c
e =0V xcR — a>0AA<0
: Aplicacion 9
Calcule el menor valor de b para que el polino-
. ".rr_'l'i'o_P(x)=2x2+3x+b sea no negativo para cual-

~ Quier valor real de x.

 Resolucion

f. Or dah')

ey =0; Vxe R

f_'- 2x%43x+b > 0: ¥V xe R

e

. P(ﬂ=aox"+a]x"'

Consideremos el polinomio de grado r
o +a,_|x+a, 2 0,00

Ademas {ag; ay; ...;ay_; Gt € R
Resolucién de una inecuacion polinomial de
grado superior

Para resolver una inecuacion polinomial de gra-

do superior a dos procedemos asi:

1. Consideramos el coeficiente principala > 0.
Caso contrario, multiplicamos por 1.

2. Factorizamos el polinomio P, sobre R,y
obtendremos factores lineales y factores
positivos. Los factores positivos se pueden
cancelar (no alteran el conjunto solucién).

3. A los factores lineales restantes les aplica-
mos el método de los puntos criticos y re-
solvemos la inecuacion.

Aplicaciéon 10
Resuelva la inecuacion polinomial
Pm:xs—x <0.

Resolucion
Nétese que el polinomio tiene coeficiente prin-
cipal positivo a=1, luego resolvernos ast i




© Py 20vx=a
B a0 -P(x_) >0 & Py>0Arx#a
4 R '-'(x.—*a)’.?z’-‘"P'(x)' =0 & Py=sOvx=a
c c5 (=0 -P(x] <0 & Py<0ax=za
- ‘r‘fﬁ (x-—a)z"“ 20 & (x-a)20
T x-a)""t'>0 o (x-a)>0
8, -'(x—a)""“ =08y (x-a)i=<0
n; ‘-'9 =gt < ) & (-a)<0

ik .=

~ Aplicacién 11
' :Jggsji_lelya la inecuacion polinomial
(-1 (x-3)x+2)° < 0.

2] teorema 5
42> <0 A x %1

e
0~ e+ 2)(x—4)

Nétese que el CS=(-2; 3), pero ic
-;féf:-‘tor- (X?'.I)", cancelado, tiene a x=
reemplazado en la inecuacion original, tend;
mos el absurdo 0 < 0, esto quiere de;it-ﬁu'e__ _' 5
no es solucion de la inecuacién.

CS=(-2; 3)-{I}

Aplicacion 12
Resuelva (x-2)(5 —x)_(r2+x+])7 >0

Resolucion

Simplificamos el factor (x2+x+t)?, pues es posi-
tivo, y tenemos (x-2)(5-x) = 0.

Ahora, factorizamos el signo menos
(x=2)(x-5) < 0.

Por el método de los puntos criticos 2: 5.

CS=(2; 5]

% Expresiones fraccionarias

Dados dos polinomios P, y Q) con Q) No
constante, la division indicada P(,)/Q(y es una
expresion fraccionaria. Como la division por
cero no esta definida, entonces el denominador

P
no puede ser cero. Luego /) = — est4 definida

(x)

i
A
L
R

en el conjunto
S={x € R/Q(, # 0}.

Por ejémplo, la expresion fraccionaria
esta definida ¥ x € R—{-2,



olucion =
resolver la inecuacion fraccionaria -a—(;" )50,
! (x)

Multiplicamos ambos Jados de la inecuacion
W5 0por Qfy.
Qw

" Notese que el sentido de la desigualdad no se
‘ altera. Simplificamos y obtenemos la inecua-
" cion polinomial Q) * Py > 04 Q(yy = 0.

" En resumen, una inecuacion fraccionaria de la
 forma

';;}i’-‘l>0 con Q) #0

()

~es equivalente a una inecuacion polinomial

: r[x]P{x) % 0 con Q("] = (.

 Resolucién i

Factorizamos el numerador y.
y obtenemos
(x=2)(x-1) __

Yy

Luego la fraccion es{é definida p_ara;”t_odﬂ_;'ii-lbﬁ 2
x € R, excepto para 5y 1; es decir, S= R-{5; 1}.
Procedemos a simplificar la expresion

< yeh

x—-zsoAxatlyS. ;
xX=5

Ahora transformamos la inecuacién fracciona-
ria a una polinomial ubicando el denoniiﬁadbr'
en forma practica al lado del numerador, de
modo que esté multiplicando (x-5):(x-2) < 0.

Esta inecuacién se resuelve con base en el mé-
todo de los puntos criticos para una inecuacion
cuadratica, teniendo en cuenta los valores des-
cartados.

CS=[2; 5)




sistema.
De la primera mecuacnén lenemo;,' :

ox>21 - x> 3 Vi
; « De lasegunda inecuacion tenemos . !
X2-x+10=0

X§<"5
X -2
(x-5)(x-2) <0

Ahora hallamos los puntos criticos o raices

de la cuadratica. s
x-5=0 - x=5 o
x-2=0 — x=2

del dato, as Luego en la recta numerica.

N ! + - +°
| CsmTtaRET | -
DIy =D (1
Finalmente

cs=() n () =3; 5l

et ; ! Problema N.°
Luego de despejar x se tiene x <K oAl
' Si [a: b] representa el conjunto solucion de la
==l inecuacion 30 +x) < (x+2)% calcule el valorde., 3
a*+b%

Problema N.° 2 :
ety , o ! I , Resolucion
Resuelva el siguiente sisterna de inecuaciones g 5
En la inecuacion se tiene

3xi43x < X2+4x+4




17
. dt+b 7
 problema N.° 4

Indique el numero de soluciones enteras positi-
~ vas de la inecuacion

P DPH0x+20 < (x+3)(x+2).

|
~ Resolucion _

- Como es una inecuaci6n polinomial, se debe
ratar de factorizarla para luego aplicar el crite-
- rio de los puntos criticos, asi

Xo=Tx2+10x+20 < X>+5x+6

_ x3-8x*+5x+14 < 0
.~ Senotaquex=-1 esunaraizdela cubica, luego

=8 5] 14
L e T P
1 -9 14]0

Porlotanto, hay 4 solu

Problema N.° 5

Resolucion
Lel

paso
x#4 y x# 7 estas condiciones garantizan la
existencia de las fracciones.

2.° paso

-

En la inecuacion

x=-4 x-7

X—THx= 4)<0
{x 4)(x-7)

x(2x-11)(x-4)(x-7) < 0

/_"-\ e

Aplicando el criterio de los puntos criticos se tiene

+j/ = + / - +

0 4 11 7

| 10§
S=(0: 410 (121 >

SixeZ - xe {1;2;3;6}
14+2+34+6=12




9.
C) 42
E) 52 10.
- +J_ 2x
o V3 +~/_
' '_{r. L‘f’e indique la mayor soluci6n entera.
. &
@)i3
E)ls
e

e T el an AR "

| A) 20 B) 18 CINIE

meouacnén (x 3) (4 —x) > —x.

D)9 E) 12

Si la inecuacion cuadratica
(2x-7)(6-4x) < 0 tiene conjunto solucién
S =R—-(m; n), calcule el valor de m+n,

A4 B) 5 C) 6

D) 3 E) 1572

“w

x

A
!
i
«

Si la inecuacion cuadratica x’-ax+b <o

tiene CS=(-1; 5], calcule el valor de a-p.

A) -1 B) 1 C)/5
IS 7E E) 9

Respecto al conjunto solucién S de la
inecuacién a®*+ax+1> 0:ae R,
indique el valor de verdad de las siguientes
proposiciones.

. S=R*

II. S=R-{a}

Ill. Sia#0, entonces S=R.

A) VFV B) VFF C) FVF
D) FFV E) FFF

Resuelva la inecuacion cuadratica
xX’=2ax+2a-1 < 0;a <0.

A) S=R

B) S=(-1; 1)
C) S=(-1; 1-a)
D) S=(a-1;-1)
E) S=(2a-1; 1)




cuéntas soluciones enteras tiene la
6n polinomial x*(x+2)*(x-3)° < 0.

*B)=5 () 5
E)l

uelva la inecuacion polinomial
18-2)°(c2+x+1) <0,

A2
o

; C) S'=¢
W) S Sk
‘i B) S=(-0; 2) D) § =<‘l:§]
IC) S=(2; +=o) 1
D) S=(I; +=)—1{2} E) S‘=[~1:§>u{l}
E) S=(-<; 2)-{1} :
. : i Y 19. Respecto al conjunto solucién S de la
. 15, Resuelva la inecuacion polinomial Cl
N (252 £ 1) < (x-D(x2492). inecuacion fraccionaria -x—_i-_—l--;z'l, indi-
b . que lo correcto.
% A) S=<—°0; 1] .
B) S=(-c0;-1] A) ScR*
) S=R~ B) S=(-1;1)
D) S=¢-1; 1) C) $=(0;1)
E) S=(-c0; 1] UA{l} D) ScRy
_ x E) Scl-1; +e9)
1 16. Determine el conjunto solucién de la
" inecuacion fraccionaria 20. Si S es el conjunto solucién de la inecuacién
1 x-1
_ —+x—>~2- fraccionaria <4, enlonces es ciertoque
3 X X X
J A) CS=¢ A) ScR~.
B) CS=R-{0} B) S=(-o0;-8) U {4; +9).
B C) CS=R* C) §$'=[3;4].
'3 D) CS=R" D) S=¢.

. B) CS=R E) S'=(3; 4).

1XN
b
'




x-34 x-26 x-11__
STREsTRRT

A) 1797 B) 1830
D) 1930

. Indique un intervalo solucién de la inec
cién cuadratica

, resuelva la inecuacion
(bx-1) de incégnita x. x*+2V2x +1<0.
Considere que a < b.

§ A) (Jg—l; JEH)
A CS=(-=5; ) : q
. 'B) 3és=.<—m;a_b) B) (-1;0) X
RO 5= +) Q) (~v2+1, 0) ‘
- D) CS=(-<;0) |
E) CS=(a-b; +o) : D) <“2;*§>
23. Un padre dispone de 320 nuevos soles E) R-[-V2;1-2]

para ir al estadio con sus hijos. Si compra _

. entradas de S/.50, le falta dinero, y si com- 27. Si la ecuacion cuadrdtica de incognita x

e pra las de S/.40, le sobra dinero. (Cuantos (m+5)x*+3mx-4(m-5)=0,m € Z,notiene
' hijos tiene? ' raices reales, calcule el menorvalordem.

A) 3 B) 4 C) '5 A) -2 B) -1 C) 0
D) 6 E) 7 D) 1 E) 2

28. Sea x’+(k=1)x+k-2=0 una ecuacion de

» i

24, Respecto al conjunto solucién S de la
inecuacion de incognita x

x.'-"a_'_X+:b<0;‘l<a<b<0’

raicesrys. Halle el intervalo al cual pertenece

A |
indique lo correcto. A) ke [1;4]
3 B) ke (I 4)

C) ke |-1;1]
D) ke [-4; 1]
E) ke [-1;4]




L ego de resolver la inecuacion cuadratica

- mn :
- P+(m+n)x+ e <0 se obtiene

E €S=(-6; -1). Calcule el valor de m° +n’.

B) 35 C) 91

E) 102

A) 64
D) 25

‘ 31 i la inecuacion cuadratica en x
(k+2)x2+(k— x+k > 6 tiene CS=R, calcule
el menor valor entero que admite el para-

metro k.
A) 7 B) 3 €) -1
D) -2 E) 2

32 Determine el conjunto de valores de m que
hacen que el polinomio
P(x)=3x2+mx+m2+6m tenga valores nega-

tivos en x=0y x=2.

A) me (-6;0)
B) me (-6;-2)
L 0) me (-=0)
i D) m e (0; 6)
E) me (-6;-2) L (2; 6)

- 33, Resuelva la inecuacion polinomial

2 v 2
(_x2 +3x-4) <36+(x*+3x +2)
e indique el complemento de su conjunto
solucion S.

34, 'Dad'a_la_'i'necu_'aéi' |
x*=10x*+31x-30 20,
indique el intervalo que r

35.

36.

- 3.

A 2;3)

B) (5; +9 gt
C) [5;10) _ i
D) (3;5) : RS
E) (10; +o9) :

Respecto al conjunto solucién$ delainecua-

cion polinomial x*+x!-53-x*+8x-4 < 0,

indique lo correcto.

A) S=[1; +5)-{2}
B) S=(-; )

C) S=¢

D) S=(-os;~1)-{-2}
E) S=(-eo; )-{-2}

Si el conjunto 5

2_
S={xeR/x—§—°ix—+—1£5]
X2 |

es equivalente al conjunto R, calcule el ma-
yor valor de o.

A) 12
D) 3

B) 9 C) 6

E) 1%

Indique cuéntas soluciones enteras tiene la

inecuacién fraccionaria TR AR
; _
218
X~ x
A) 0
D) 3




E) L =4

ene conjunto solucion S=(2; 3) U (@ +-2
ule el producto ab.

B) 12 0 8

E) 18

40 ’.Halle el conjunto M.

x+1

5 2
M={(x+1)ek/x—ﬂ—+§<0’

A) M=R-

B) M=(=oo; —1)
C) M=(-1; 1)
D) M=(-1; 0)
E) M=(0; 1)

. Sila inecuacién polinomial en x

(n-2)x*-mx <n,m € Z, tiene conjunto so-

lucién S ¢ (-<; 1), calcule el mayor valor
dem.

A) 2
B) 1
Q) =1
D) =2

res del parametro n.

A) ne

B) ne

3 1]
S
Q) neh e

D) ne [I; %)
E) ne [l;5]

:
AT
T .

44. Calcule la longitud del conjunto solucién de
la inecuacion polinomial

x4—l2x—5 < 0.
A) 8 B) 42 C) 4
D) 2 E) 22 .

45. Respecto al conjunto solucién § de la
inecuacion fraccionaria en x

S >%; O<a<p,
bx+a a

indique lo correcto.

¢ S=<aﬁa2b; £b1_>
B) S=<—l; —%>

a.
95 )
D) Sc(-1;0)

E) Sc©;1)




1414... Hay también radicales compuestos,

mmof+r

"En el presente capitulo vamos a estudiar las
_expresiones irracionales y el conjunto de valores
admisibles de dichas expresiones, asimismo se
3 .-gsmdiarén las ecuaciones y las inecuaciones
irracionales.

® ;Qué es una expresion irracional

Es aquella expresion matematica que presenta
al menos una de sus variables afectada por al
menos un radical.

Ejemplos

X ’?x)=‘/;+4
iy ="+ -1
P{x_)=x2+\/3x—l

4 X
=X 3 —— =5
%o Vx-1

(

es-:l.gmcq,y_ ti
dicando, asi
e g o
od=4 T
- ea=-4
[ J"ilq"l..

su raiz exlsta en los reales. ;

% Conjunto de valores admisibles
(CV.A)

Es el conjunto de valores que puede tomar la
variable en una expresion matematica para que
su valor numérico exista en un determinado
conjunto numeérico que por ahora sera R, salvo
indicacion alguna.




~ Resolucién

CVA ={xeR/x-220}={xeR/x>2}
& CVA=[2; +)
En este caso diremos que la expresion

hiyy = Vx -2 +3 esté bien definida o existe en R
solo six € [2; +).

Aplicacién 2
Halle el CV.A. de la siguiente expresion mate-
mitica R = Yx—4 +¥2x 5 -

:Res_olu}:ién
Recuerde que cuando el indice es impar, la raiz
existe siempre para todo valor real de su radi-
cando, entonces :
CVA={xe R/x-4=20Ax-6%0}
CVA={xe R/x=4 rx#6}

D F--0
+
3

4

Ejemplos

o Nx+l12=x

. 4\f.-'2x _0x-1=1
o +dx+3=3x

® m—= x—2

Para su resolucién, dependiendo del indice de}
radical, se presentan principalmente dos casos:

Caso 1

Cuando se presentan solamente indices impa-
res, directamente se procede a simplificar la
raiz y para ello se elevara a ambos miembros
a un exponente igual al indice de la raiz para
luego efectuar hasta obtener la solucién o solu-
ciones de la ecuacion.

Aplicaciéon 3
Resuelva la ecuacion

gjx3+x2—x—12=x.

Resolucion

Elevamos al cubo a ambos miembros

(%’xa +x%—x —12)'3 =(x)®
X Ext-x-12= 3
x*—x-12=0
X -4
x>k3
(x=4)(x+3)=0
x-4=0 - x;=4

x+3=0 — xy=-3
CS={-3; 4}




\ = paso :
<o) A A 1" Como ambos miembfﬁ_ e

i O de eliminar los radicales,asf
=] : - ¥ e

_13 . - l& SRS
ey : (J4—x+J5+x)2—(3)2 5 RO

© X
W:w Y - x+2J4TJE+3+;' ‘a
0 W=D G+)=0
M..]):(} - x(+1)(x-1)=0 (m)ﬁfz(o)z

x:O - X|=ﬂ

x+=0 - xp=-1 (4-x)(5+x)=0

o N 4-x=0 - x;=4

N 54x=0 S X==b5
Perox # 1 (de la restriccion inicial) 2

CS={0; -1} ' 3.5 paso
Como4e CVA. y -5€ CVA.
2
g CS={-5; 4}

Cuando se presenta al menos un radical de in-

dice par, se sugiere tener en cuenta lo siguiente:
Aplicacion 6

I, Garantizar la existencia de la expresion )
Resuelva la ecuacion

irracional, es decir, se halla su C.V.A.

~ 2. Darsentido Iogico a la igualdad para luego VX +12=X.
eliminar el radical o los radicales que nos Resolcion . .{'.;‘

permitan despejar la incognita con mayor jer
 facilidad. :

3. Paradar el conjunto solucion se debe tener

~ encuentael CVA. - o CVA=[-1Z +=)

paso
CVA:x+1220 > x=-12



2x+29=9-6x+x?

x2-8x-20=0
x~| 10
X 2

(x=10)(x+2)=0
x=-10=0 — x,=10
x+2=0 - x,=-2

Ahora al reemplazar los valores de Xenla ecy;-
cion inicial solo cumple x=-2, es decir, es |5
Unica solucion.

CS={-2}

% Inecuacion irracional

Esta inecuacion definida en el conjunto de los
numeros reales se caracteriza porque en el
participa al menos una expresién irracional, es

decir, la incognita est4 afectada por lo menos en
un radical.

Ejemplos
* J3x-6<4 , -
. 3\!x3~2x—4>x 4

"\
: \}2x—]s3,li‘£;

Para su resolucion, también dependrendo del
indice de los radicales que afectanalaincégnita,
S€ presentan generalmente dos casos.

Caso 1 . _'[-'

Si el indice o indices del radical o radical

impares, se procede a despejar la md )
rectamente,



Apllcaclon 9
' ;Resuelva Ja inecuacion

.-'-";x’+2x 5—\Jx —x+1020.

. Resoluc.'én
Lamecuacmn equivale a

A2+ 2x - 5>Ax2-x+10
-(5x2+2x~5) z(-'?f;?'-xno)n
;(Z/+2x—52)({~x+10

3x=15

x = 15/3

X =5
CS=[5; +<°)

Caso 2
--Cuando se presenta al menos un radical de indice

par, se sugiere tener en cuenta los siguientes
pasos: : '

|. Sedebe garantizarla existencia de la expre-
sién irracional, es decir, s€ halla su CV.A.
Dar sentido l6gico ala inecuacion para luego
eliminar el radical o radicales y después
despejar la incognita con mayor facilidad.

Resduaén-.

5 CVA=[3; +o)

1.%" paso
ICALAT 2x-6>0 - x>3

2.% paso :
Como ambos miembros de I""-'T‘i'me(fuaeré :
no negalivos, los elevamos. 0 pa
minar el radical, asi

W2=6) > R

2x-6<4

2x < 10
x<5 (0}
3. paso
CS=CVA.n (D)=[3;5)
- — = —J]’ LE°%
—co 3 5 +oo0
Aplicacion 11

Resuelva la inecuacion v3x +7 - IF=iessk

Resolucion

1. paso
CVA:3x+720 A x-220

xZ-—z A
3

CVA=(2; +o9)




B ik

; os al cuadrado.

eghﬁv05, puesx > 2del C.V.A,; lue-

x*=9x+18 >0
X € (=29, 3) U(6; +0) (D
3. paso
CS=CV.A.u (D
- . §
—oo 203 6 +00
CS=(2; 3) N (6; +0)
Aplicacién 12

Resuelva la inecuacién

Vax-lgx-2.

Al cuadrado para eliminar la raiz, asi ¥
x-220 y (2x-1)<sGx=27 =
32 y 2x-1<xP-4x+4

x=2 y xX’—6x+520

x=2 y (x-Dx-5)=0

ol P b

— xE€ [5 +) )

3.%" paso

CS=CVA.n ()

—c0

b |== —eo
o
+
8

CS=[5: +c9)

Aplicacién 13
Resuelva la inecuacién Vx -3 > — 4,

Resolucion

1.* paso

CVA:x-320 - x> 3




2°pasa

| . puede hacer el s:gunenle cambio de--vam-blé?;.' _
'_cacién 14 x={3 RS B
jelva la inecuacion . : g8 il

Al reemplazar en la inecuacion se tiene

\/F#WS‘I © J}E—rstl

: ': :ge'solucidn

1% paso PN J;Sg—_@;puesxzﬂ Ax=0
(+) S

' CVA:2x-620 — x=>3

CVA=[3; 40 Ahora elevamos al cuadrado
. 2’
_ ((3) <t+a? o P<t+8t+16
22 paso
Como el segundo miembro de la inecuacion o P-1*-81-16<0
es negativo, analicemos el sentido logico de la

inecuacién antes de elevarla al cuadrado. Luego de factorizar por divisores binomicos le-

nemos

(V2x-6)<(-7) (t-4) (> +3L¢4) <0
>0 TR A<0

; : o 1-4<0 & (<4
Como se observa, la desigualdad es ilogica, es

~ decir, no tiene sentido, lo que implica que no Elevamos al cubo

~ hay valor alguno de x que verifique a la inecua- o 1°<64
- cion, entonces X € ¢ ) | |

x <64 ()]
- 3% paso - 3. paso

CS=CVA.n (D=(x=20) n (x<64)
CS=(6; 64]

CS=CV.A.n ()=[3; +o) n ¢=0
A ;I.ii:'-', CS= q)

s,
=
L




St

. CVA=[44]

Problema N.°2
¢Cuantas soluciones tiene la ecuacién irracional
(V2+1)x=Vx+2+J/4+2x?

Resolucion
1.°" paso
é.m.: x+2=20 y 4+2x=0
x2-2 y x2-2
x2-2

— CVA=[-2; +=)

2° paso
La ecuaci6n tiene sentido logico six = 0.

3.%" paso
Resolvemos la ecuacion

x20 vy (V2+1)x=x+2+v2(x+2)
x20 y (V2+D)x=Vx+2+V2-Jx+2

Problema N.° 3 "
(Cual es la suma de las raices de la ecuacién

==

Resolucion

"Observacion
En una ecuacién irracional se p
pejar la incognita sin hallar €
dar sentido l6gico, pero luego
valores obtenidos para la incognita

solucion si verifican la ecuacion ir
{3 4

En el problema, elevamos al cuadrado

(i) =3

x—1=3Jx-1 E

Nuevamente elevamos al cuadrado
(x-1)2=9(x-1)
(=12-9(x-1)=0
(x-D(x-1-9)=0

Xl=l \ X2=]U

Ahora, al reemplazar en la ecuacion inicia;l.;a_m__eh; 5
bos valores lo verifican. '
X +X2= 11



- expresiones irracionales como
18

: Resolucion
: x22y x2¥8 1. paso 1
s x22 Como hay una expresién fraccior
j su CVA, asi
CVA:xeR Ax20
~ CVA=R-{0}

- 2°paso _

~ En la inecuacion elevamos al exponente 6 a 29 paso -
~ ambos lados, asi R ey s i
o En la inecuacion, elevamos al cubo para luego

(f=2)’ = () smplficas e

-

3
(x-2)° = x*-8 B 2) > Ge=)?
)r"f—‘s_—3x»2(x—2)ax3 -8 x3+x2>xg—1—3x(x—l)

- _6x(x-2) > 0 x* > —1-3x%4+3x '

-6
x(x-2) <0 ) 4x%-3x+1 >0

Aqui A < 0, entonces la inecuacién cuadratica

— L gyt =2 se verificaparatodoxe R — CS;=R.
-0 0 2 +co
xe [0:2] 0) 3 paso
| CS=CV.A.n CS, A
3 paso CS=(R-{0) N R e
CS=CVA.n (1) ' CS=R-{0}

CS=[2: +c9) M [0: 2)=12} 5 (CS)C = {0}




Six;yx (e Z") son soluciol
ecuacion

@+2x2—llx+l2=x,

X,
calcule el valor de L

) 12 019
- E) 20

A) 1 B) 4 Q) 8
D) 9 E) 16 R

“ -9 =4, se puede afirmar que

, 8. Luego de resolver la ecuacion irracional
~A) tiene solucién tinica. V2x+6 =Vx+7 +2, halle la suma de Ios di-

B) la suma de soluciones es 10. gitos de la raiz de la ecuacién.

©) al dividir sus soluciones se obtiene — I

D) la suma de soluciones es - 10, A) 5 B) 9 @) 1t
E) -5no es solucion. D) 29 E) 10

UNMSM 2006-11

-4 Six;y x, (0 > xy) son soluciones de la

ecuacion Vd—x +Vx+16=5, calculelasuma > Resuelva la inecuacion Vx-2<3 y dé la
- J de cifras de x;~x, suma de sus soluciones enteras.
A " 2

. A) 16 B) 28 C) 34
Q) 25 I
D) 6 10. El conjunto solucién de Ia j inecuacion irra- '
E) No existe la suma de cifras. cional V15 + x < Ui

5. Sixges solucion de la ecuacién ' - A) [-15; 15).

. : - B) [0; 15].
v~ —/4x -8, i

IR 0N C) [0; +eo),

3 '-'-1-,;:H-I¢ulg-';el valor de ’2 Xq- D) [-15; +es)
' 3 E) [-15; 0.




D) 5

B') 3 C) 4
E)%6

, Si(a; b)és el conjunto solucién de lainecua-
P, 3 x5 I
cion irracional s <1, calcule ¥ab.

X .

A 2 B) 4

D) 8

Ay
E) -8

- 14, Calcule el valor de a+b+c+d si el conjunto
solucion de la inecuacion irracional

! 4
i:_xz <1 es [a;b) U d]
+x

B) 6+4+42

C) 442
E) 0

A) 6
D) 4

NIVEL INTERMEDIO

15. Dé la suma de soluciones de la ecuacion
_ irracional '

3615 - 3x = x2\/15-3x.

A) 0
B) 1
C) =1
D) 5
E) 17

18.

A) nimeropar. i
B) cubo perfecto. AR
C) nameroirracional. ‘
D) cuadrado perfecto.
E) nimero primo.

Resuelva la ecuacion irracional

— (NN ) .
VX+T-vx+3 = ' ) R T2

-

y-dé como respuesta la solucién aumenta-
da de su cuadrado. |

A) -3 1
B) 0
C)%2
D) 6
E) 12

19. Calcule el conjunto solucién de la inecua-

cion irracional
x¥x-5<x2-3x-2(5+Jx=5).

A) [6; +oo)

B) [5; +eo)

C) [5;6]

D) {5} u [6; +o0)
E) [5;10]




24. Calcule la suma de digitos de | o
X la menor solucion de la inecuacién
e elementos enteros ;s

del sistema 3x+202x% —x -12 \J(J; A5

A) 5 B) 7 Q) 9
D) 13 E) 16

LY

25. Luego de resolver la inecuacién irracional

E) 5 Vx=T+Vx +x 1 < P+ 1430+ Yx% ~2x0 4,

indique el complemento del conjunto solu-
cion.

Yax—1+2Jx =1

] : A) (== 1)
calcule la raiz cuadrada de (207" +1). B) [I: )
. C) (-eo; U (4 +o9)
A) 9 B) 4 C) 2 D) ¢
D) 3 E) 5 E) R




lor absoluto nos permite calcular la distan-
» dos puntos en la recta numeérica real.
efinicion es muy sencilla, con base en ello
Jantean las propiedades que nos van a per-
resolver ecuaciones e inecuaciones con
absoluto. Debe entenderse que cualquier
blema donde se involucre el valor absoluto
- sepuede resolver aun sin conocer las propieda-
" des, interpretando correctamente su definicion,
' que solo significa distancia de cualquier punto
~ delarectaal origen y, si.x es un namero real, su
* yalor absoluto se denota por |x|, el cual es no
negativo, asi

' —|-6] ——| 6] —

-6 0 6
A B C

* Como se observa, la distanciade AaBesby
puede representarse en términos de valor abso-
| luto como |-6|=6, asi mismo la distancia de B
aCes6 y se representa |6|=6, ademas nota-
;I"GS que estas distancias son iguales, es decir,

% Definicién

Sea x un numero real. Su val
nota por |x| y se define asi

Ejemplos

o @:2]
(+)

-21|=~(-2)=21

e —

(-)

!l_[}i]l:IOO
()

[jg@=~(v]00)=100
&) S i

- v8]=-(1-8)=B-1
&




cacion 1

L ‘Sixs (=2; 1), halle el valor de la expresion

Ix 2I+lx+21
2

Resolucion

En este caso hallaremos la variacion de cada
expresion que esta afectada por el valor absolu-
to para saber su signo a partir del dato, asi

—4<x-2<-1
—_—
(-)

0<&-_2<3
(+)

2<x<l=4

Luego, en lo pedido se tiene
le=2+Ix+2 -(x-2)+(x+2)
2 2
X2+ X +2
2

]x'-'2|+]x+2[=2

su valor absoluto siempre sera pos:two y,siel
ntimero es cero, su valor absoluto también serg

cero, asi

o |7I=I-71=T
o |-91=191=9
« |0|=0
También si

°

[x|=7 — x=7 v x==T7

|x|=10 — x=10 v x=-10

x|=0 - x=0

[x-1|=0 — x-1=0

X=1

Teoremas

Para cualesquiera numeros reales x e y

se cumple

L |x]=0

2. |-x|=|x]|

3 |X2|=X2:1X[2

4. Vx? =

5. lx'}’|=lx||-}’|

6. x| Il y=0
Sl
7 Sild*l=0
Byl g oy o




[4x-12]=|40c-3)] =}a] [x-3] =4]x-3]
(por propiedad t';)

o - 1]= A =D =] fx- 1

(por propiedad 5)

- ‘Sx—ll_l3x—ll

Si |2x-6|+|y+3|=0, por propiedad 7 se

(por propiedad 6)

~ cumple que
2x—6=0 A, y+3=0
- x=3 A y=-3

& Ecuaciones con valor absoluto
Son aquellas ecuaciones cuya incognita esta
. afectada por el valor absoluto.

1 -~ Eemplos
R

e [x—1]+|3x-3|=12x
S PR
=P x| =1-2x

resolver las ecuaciones con valor absoluto,
famos utilizar los siguientes teoremas:

bt

2. Resuelva la ecuacion ‘|'
|2x+3|=x-1.
Resolucion
Por teorema
x=120 A 2x43=-(x=1) v 2x+3=x-1)
i

x21 an 2x+3=—x41 v x=-4)

x21a @Bx=-2 v x=-4)

Teorema 2

-

| lal=1b] &

-




(1x[+3)(]x| -4)=0 it
Ix|+3=0 v |x]-4=0
IxI=-3 v |x|=4

absurdo — xX€4

= x=4 v x=-4
CS={-4; 4}

® |necuaciones con valor absoluto

Estas inecuaciones se caracterizan porque su
incégnita esté afectada por el valor absoluto.

el
Ead gmm—-h o -

Ejemplos ’
s [3x-5| <3

[|x|+x]= o |xt-x-2| > 13
~_f-l' . o X-1|+|x+] =0
- Resolucion
s e e x2-2|x-2| = 4x-5
~ Aqui lo mas conveniente es considerar dos _
B <0s Para resolver inecuaciones con valor absoluto

se debe tener en cuenta los teoremas que se
plantearan a continuacion:

Teorema 1

>0 L IG_I <bi e b> 0 e ('-b

A ',,I’:" = 2C&SO Ejemplos

. Six <.0,laecuacion es equivalente a

l-x+x/=3 - [0I=3 * |x| <5 & -5<x<5

absurdo — xe¢ o e l _l - l
1<2 s 2ep




A(=x=1 < 2x < x+1)
(x-1<2x A 2x<xt)

y>-1A(=1<3xAx<l)

1
= x>-]A[—§<x A x<1]

bl - ~ =

1
>-=1 -——< |
X A 3 XS

Indica intersecar.

J . (23] < x| o

‘Teorema 2

({a|>b AR bva>b

']

Ejemplos

x| >5 & x< =5 vix>

o |x+1] >2 o2 X 12

' o x<-3va> oz el
e leaon < Wl

5 o x E-.lj]:;rii.}j e

< —( f—
3 [Cane -] :
-0 -3 I +o0

5 XE (-0 =3)U(l; +o9)
~ Teorema 3

@@l -<'”|_b_-] © (a+b)(a—b)<ﬁ s




_ x-1)eR A 3(x+l)eR‘

X -E:_R

 numero real.

an,g lar ._se- cumple para
lo que implica que

g SRS RSN

\

- Aplicacién 7
* Resuelva la ecuacion [x-2|+|x|=2.

Aplicacion 8 .
Determine el complemento del conjunto soly-
cién de la inecuacién '|

]

\&2--2x+1+\fx2+2x+l>2. |

Resolucion
Si
o X2 Ox+l=(x-1)*

o xX°42x+1=(x+1)?

Luego en la inecuacion

J(J(—I)2 +'\/[x+l)2 >2

12=>1-x)+(1+x)

[1=x|+[1+x|>|(1-x)+(1+x)]

|x—l[+|.\f+][>|2

[(1-x)+(1+x)

<|1=x|+[1+x]|
Por la segunda consecuencia de la desigualdad

triangular tenemos

(1-x)(14x) < 0 >
X(~1
(x=Dx+1) >0« o

CS=(=co; =) WU (l; +o0)
(€9 =[-1; 1]




ores absolutos.

_Resolucion

0<2x=1<1 - |2x=1=2x-1
(+)

—2<2x-3<-1 > [2x-3|=-2x+3
(=)

Luego en la ecuacién
reemplazamos en £

2)x-3|2+7]x-3| ~15=0

e —1+(2— x-3] : 3 -_;_'-j_'_'f;_
2|x-3| X

-3

e

o (1x-3]+5)(2|x-3|-3)=0
=] |x=3]|+5=0 v 2|x-3|-3=0
sl s
~ Problema N.° 2 X-3]=-5 3l=2
i : absurdo
~ Resuelva la ecuacion |2x-5(=x-3.
3 4]
~ Resolucion XEH v X*3=§ v x-S:-E

| Se tiene por resolver la ecuacion |2x-5|=x-3,
lacual tiene sentido solo six-3>0 — x> 3 3 3

Ahora, en la ecuacion por definicion de valor

absoluto se tiene X = 2 v Xy = 3
: 2 2

=X-3 v 2x-5=-(x-3)
X=2 v 3x=8

L X0=2 v =83




_(x-l)_"" < (41 A x = +1

XK-2xH < kil e

0<4x A x # =l

D<x A x#=l

CS=[0; Iy L (l; +eo)




S un numero negativo, s'impliﬁ'qu.ie la -
8. El producto de valores de x qu
la ecuacién

Kol 3ty es

E) 2x-4

A) 62 B) 72 C) =70
. : D) -80 E) 80
a  (alcule la suma de soluciones de la ecua- )
. UNMSM 2005-1

~ cién |2x-1/=5.

g X 9. Halle la suma de las ra'ices de la ecuacion
) 5 B) 4 €)=l

5
D1 E) 0 M_ﬂz_zg_
2+4x+x
‘4 Sia,bycson las soluciones no negativas de
Ja ecuacion ||x-3|-5|=2, entonces el valor g) 2] B) 1 g) 02
de a+b+ces ) ' e
g UNMSM 2005-11
v B) 16 C) 6
. A) 12 ) ) 10. Indique la menor solucién de la ecuacién
x“+80=42|x|.
UNMSM 2008-11 _
i A) -2 B) 2 C) 40
El conjunto solucién de la ecuacion D) -42 E) -40
'lx—2|+|xI—Ix+2]:1 =
Jxl 11. Calcule la suma de soluciones enteras de la
N {0} B) {0:2). Q) {2 inecuacion |x=1| < 10.
mAty E) .
D)1 1) | ) ¢ N0
. . _ 5 B) 19
6. (Cuantas soluciones admite la siguiente 0 30
ecuacion’ 3 D) 55

 x?-4x+4=8-3|x-2 E) 66




17,

E) -13)

15, El conjunto solucién de la inecuacién

x* <20- |x| es

A) [-5;4].
D) [-4;5].

BE451 - ) [-44].

E) [-5;-4].

Calcule el valor de va+b si |a; b] es el con-

junto solucién de la inecuacién
|[4x-8|-|2-x| < 15.

A) 0
D) 3

B) 1 C) 2

E) 10

NIVEL INTERMEDIO

Se cumple que |a,|=n.
Paratodone Z".

Ademés

sin es par

jas| =-_:{“n-.;

—a,; sin esimpar

20.

21.

22,

A) 0.

B) 5.
D) n.

. El conjunto solucién de |x2-4'|-= X+2es h¢

A) (-2/-1;3} B) {~2,1;-3}C) {1;2;3}
D) {2;-3}

£
ro

E) {213y %
UNMSM 2005.1;

Cudntas soluciones reales tiene la ecuacign
(x?-5x|+6)(|x|3-5)=0.

A) 3 B) 6 Q)5
D) 7 y E) 4 :
UNMSM 2005-1 '

Determine la suma de los cuadrados de las
soluciones de la ecuaciéon

X2 42x-2|x+1|=2.

A) 10 B) 20 C) 22
D) 34 E) 24
UNMSM 2008-11

Resuelva el sisterna de inecuaciones
Ix—2/+lx-3l<3x~12
lx-5/<4

1
.
4

e indique la suma de las soluciones enteras.

A 4
D) 15

B) 1 )0l SO



B) (1:0)

C) (-4;0].

E) (-1;0].

~A) es unitario.
.. B) tiene dos elementos.

~ ©) esvacio.

D) tiene infinitos elementos.
E) sus elementos suman -3/2.

'%. Al resolver la ecuacion |ax+1|=x+a se ob-
'_ tuvo infinitas soluciones. Indique la suma de
valores que toma a.
B) 1 C) -1
E)-3

- Resuelva la ecuacion

| x®=4|+]x%-9|-5|=sen’r y dé como res-
. puesta la suma entre la mayor y la menor
- ;_es_o'luqién.
B A) -5

- D) -1

B) 5 C) 1

E) 0

. Resuelva la inecuacién

13x 1]+ 2x
et 1| ==3

Sy
A) [o, 4>

B) (-;0)
i

0 <_m, Z>
1]

% <‘Z’Z]

E) [0; +<)




'-1‘ Logarltmos enR

.»El logaritmo de un ntimero N en una base dada b
RRES el exponente x al cual hay que elevar la base

os logaritmos, al comienzo  Ejemplos

« logl6=x < 2'=16
o 2=

o X=

o logg9=x © 81"=9

LHEROEG
=
I

* 10g12525=x 125)::25

(53K =52

* logsl=x & 5=
o 5=5 o x=0
© logg=x o 3'=3' & x=
Notar que logs1=0 vy log33=1

aNotA o B
1032(—4) log(_5)25ylng]3' 0

53




-

logy(x+2) (x+5)=log

x>0

e
-~ Qué podemos afirmar acerca de

°H :f NG 2"

servamos que dicha expresion no existe en

Ejemplos
A |0g4 (7/4) =|0847 = 10g44 =10g47 -1
B propiedades

& »Conmderando que las expresiones a ut:hzarse . log,( l) log, a- log, (x=1);

4 4
( logbl =0 y lOg,f)b B 1]

Ejemplos

* logg1=0; log, 1=0; ]ogﬁI:D o
3 . Iog3( —I) logs(x—1)= log3( ]x?:s;fl: :

1
o log;7=1 lo (—J:}; log =3 =1 :
e “logsct)

a>0yx>1 o

= ]0g2 26— Ing 3= logz[% ]= ]Og2 221




Consecuencias
A. DeloggA-log,B=I se tiene

log ,A=-
08 gA 'log;-,

Ejemplos !
B. De logc-B-loggA=log A se tiene

R s 33

Ll = 3_ E - 3 = 3 1 A= M -
logg,27 = 10g34 33 = : log,3 = ; %1 5 | 08 5 log B | cambio de base

; * log, x* =4log, x| S

. AR S Ejemplos
* logs(x-2)*=2logs|x-2| Gl e S
_. . ' E log,3
B.

] ® ]Og] ﬁ - ___l_i___
_ , 3 log . (—)
; Ejemplos : g-‘& 3

L] = 4 . 4
o 108% 3= 108%4 3" =log3 3 o o o= logs 6
, =4log;3=4xI log; 2
i =4
o logys12= :Og'f'ii
log 27 loga~927 log,3 087
S O T e
log, 12
=3 by 4 =]
|0g4 3 084 12
5. Regladelac
5 ey log 9
5 gac=10g A ] ¥ I 42 =log39=2




antilog% [%)

antilog, (log, 12)=5 ° =12

@'ﬂ:lz

1
=362=6

*sllogs (antilogs 12)=

% Sistemas de logaritmos

Cada base positiva y diferente de la unidad ge-
nera un sistema de logaritmos, es decir, existen

, ~ donde infinitos sistemas logaritmicos y los mas-impor-
* colog,V=x se lee: “El cologaritmo de N en base lantes son:
S besx”.

SISTEMA DECIMAL, VULGAR O DE BRIGGS

u'.l'. ] ,...'
X '.-‘Ejemplos P m Fue creado por el matematico inglés Henry
o + cologz9=log, (g J ="log3 3~=-2 Briggs y liene como base al nimero 10.
.-II_ i L ] P N { g
2 ~ + colog;s % =log; 25 =l0gs5° =2 otacion oL
e 3 f logjox=logx l; x>0
| Consecuencia ]
r \ Ejemplos
(90!0&#\’-‘—' —logyV | +  log;p5=log5; log;o12=log]2
Ejemnplos * log,yl=logl=0
+  colog;8i=~-log;8l =-4 + logjgl0=logl0=1
+ colog;32=-log;32=-5 + logjgl00=logl0?=2

3 .
3l ‘-
R colog;;125=—log e *  logp2=10g2=0,3010.. 3




Para resolver una ecuacién logaritmic
ben tener en cuenta los siguientes pasos:

1.%" paso
Condiciones de existencia del logaritmo.

2.° paso
Se despeja la incognita aplicando las propieda-
des de logaritmos.

3.% paso

Para dar el conjunto solucion se considera el va-
lor o valores de la incégnita que cumplan con
las condiciones de existencia del logaritmo.

Aplicacion 1

Resuelva la ecuacion
In(2e)=In2+Ine , log,(x+2)=2.

=|n2+1 Resolucion

1.%" paso

Condiciones de existencia
X+2>0 A x>0 A xz1

x>-2Ax>0 A x#1
x>0 A x#1 '

2.° paso
En la ecuacion, despejando la incognita por de-
finicion de logaritmos, se tiene

x+2=x2 — x’-x-2=0 i
-  (x=2)(x+D)=0

- x=2 v x=-1




ogipr-D=log6 © x-1=6

o x=7

lo 2(2x- 1=logyx*.
olucion

ndiciones de existencia
2%-1>0 A x2>0

X>— A x#0

;ﬁesia;(;ndo la incégnita de la ecuacion se tiene
\ 2x—1=x>
-} x°—2x+1=0
S (x=1)%=0

> x-1=0

el primer paso x > 1/2, lo que implica que x=1
olucion.

Aplicacion 3 ;
Halle la suma de soluciones de la ecuacién
logs (x? —4x+4)= 2+logs4.

Resolucion
1. paso
Condicion de existencia

X-4x+4>0 o (x-2)*>0 & xeR-{2}

2.° paso :
Despejamos la incognita pero la ecuacion equi-
vale a

logs(x — 22 =2+ }0g522 .

2logs |x — 2| =2+ 2logs2

2logs|x-2|= ZJ(I +logs 2)

!
]0g52
[Ogs |X*2I=I(}g510 : 4
x-2/=10 % G
x-2=10 v x-2=-10 L

x=12 v x9=-8

Del primer paso x € R-{2}, entonces
x,=12 v x,=8 son soluciones.

Xy+x5=4



EZ" _'-.- j)br dato

In-l—l) - n=2

‘legl 4=log, 4=log,_, 2= _3]1032 2
L 2

BN g 4=-2

n
Problema N.° 2
Silogs5=x, icual es el valor de log,;243?
UNMSM 2001

Resolucion

Como el dato esta en base 3 lo que piden tam-

B bién lo pasamos en base 3, asi

i
i log,. 243= 183243 _ @5 % 5
i i logz45 log39x5 log;9+log,5
i
- P .
“ @ +x 2+x
e - 5
: £} 243=——-—
i loggs23=——
Problema N.° 3
, _logsn :
3 Si2 = m, entonces calcule el valor de
: M log,,3
JS‘Gg"m L

Ll e M
w W
- '~
- o

Luego, en lo pedido se tiene

3 7 T2 =6 =4

Problema N.° 4

Résue}va la ecuacién
log(2-x)+log(3-x)=1-colog2.

Resolucion

1.5" paso

Condiciones de existencia
2-x>0 A 3-x>0

DS XAI SN
25X

2.% paso
Despejamos la incognita de la ecuacion

log(2-x)(3-x)=1-(-log2)

Iog(5~5.r+x3)=lt;glﬂ+!ogi2
log(6-5x+x*)=log(10-2)
6-5x+x2=20
x*-5x-14=0
x-Nx+2)=0 - x=7 v x=-=2

3.5 paso
Del primer paso, x < 2, lo que implica que la
tnica solucion es x=-2.

CS={-2}



presenta solucién tnica, entonces,
valordem?

Resolucion 32 3
Si la ecuacion tiene solucién tinica, entonces
8=0 - (2logsm)’ ~4(2logsm)(1)=0

- 4 [(_logs m)2 —2logs m] =0 =

- ]0g5 m (log5 m-= 2) =0

1 1
DHiogg =t > | Ogt- d=2 Como la ecuacién es cuadratica
+2)2= X+
g logsm#0 A logsm-2=0
5 4=(x+2 > +2=x+2 logs m=2
2=x+2 v —2=x+2 ‘ m=5




10g10000x10gc2.

B) 3 C) 4
E) 1

o .efectuar

A1 B) 2 03
D) 5 E) 6

Si tenemos que
A=log,,a +108y,0 ¥y

_ B=log,,mnp-1ogmp,

i “ entonces determine 108, p) (AB).
. :

; A) 2 B) 3 C) 4
N D) 0 E) 1

6. Determine la expresion equivalente de

[logb at+ (log 2 a) (logb bt )]

C) 4log,a
E) 5logya

A) 2log,a

B) 3logya
D) log,a '

Calcule el resultado que se obtiene al

A) VFEW  B) WVEFV
D) VVVF

Si se tiene que

Iog3 +10 1032 49I03?

M=3
calcule el valor de iog%

A) 1/3 .B) 3 0) 9
D) 0 E) 12 "

9. Reduzca la expresion
10g3 5'085 71037 27

log3logy 7log7 10 -
A) 3 B) 6 C)2
D) 1 E) 4

10.. Si log2=a, entonces calcule log5 en térmi-

nos de a.
A I BY a3 0oy
D) 1-a E) 2-a

11. Determine el log;,4, en términos de m y A,
si se sabe que
fong:m A\ logm7=n.

A) 2mn B) 2-2mn
D) 2-2m-2n




esponda. |

log(a + b)=loga + logb
1l log(a +b)=loga-logb
- IL. log(a-b)=loga+logb
- A) VFV
D) VFF

B) VVV C) FFV

E) FFF

loggm-+loggm+loggym=3.

'”r_ A) 6 B) 8

C) 1/8

S D) 1/3 E) 9
_.' '16. Dado el siguiente sistema
‘ log(ab) =5
R .

f | —1=3

3 Og(b)

L calcule el valor de 9a+10°b.

i

- A) 2x10° B) 10 Q) 10°

D) 10° E) 4x10°

(Considere e=2,71818...).

log3 _logs3
log2 logs2

dique verdadero (V) o falso (F) segin co-

16, Determine el valor de m si se tiene que

17. Determine las proposiciones verdaderas

19.

20.

21.

125'985(k+3) _ g

A) -3
D) -1

Calcule el valor de n en
log,(2+logs(log,(2m)))=1.

E) 2°

A) 45 B) 28

D) 2]0

NIVEL INTERMEDIO

Calcule el valor reducido de
(log10!-log9!)(log;, 12! -log;, 11Y).
Tenga en cuenta que

nl=1 x2x3X..Xn.

A0 B) 1 C) 2
D) 3 E) 12

Calcule la expresion equivalente de

log2 +log3+log4+...+1og10
log, 2+log, 3+log, 4+...+log, 10

C) logn '

B) log,10 ‘i
E) logn

A) logom
D) log,20




7

28.

'y b son enteros positivos

C)~2
E) 1/2

,‘_3150353=lfn, el valor de log,s243 es

AR 4 55

¥ AL . I = e
D (n+4) B) (n+5) o (n+2)
=S4 5
'D’)- (n+7) B (n+3)

. Si logﬁ=a, calcule el equivalente de

log,,,m00. _

S a-1 a+2

) Bl A,

A) a-2 ) a-2 © a

. a-1 a+l
e . Fs

D) a+1 ) a-1

Si Iog56=2rri; logs14=2n; logs21=2p,
halle logs2 en términos de m;n y p.

A) fnn—p B) m-np  C) mnp
D) m+n-p E) m+n+p
Reduzca la expresion

g logs 49
M=log,36%%73 0"
A) -1 B) 4 ©)2
D)5 E) 6

30.

- A) 100

31.

32.

33.

tivos y la media aritmética de sus logér.i - s
en base 10 es 3, icudl es el valor de la media
geomeétrica de x, Xy, X3, ..., X77

B) 4000 C) 1000

D) 5000 E) 7000

Siloga, logb y logc estan en progresién arit-
mética (en dicho orden), entonces determi-
ne la relacion que se establece entre a, b yc.

A) ac=b’ B) be=a® C) ab=c*
D) be=a® E) ac=b?
Los niimeros positivos x e y satisfacen el

-

sistema

7logs x +7log3 y=0
logs x —logs y =2

Halle x+y.
A) 125/4 B) 26/5 C) 25/2
D) 1 E) 24/5

Determine el menor valor de x'si
logx'°%* ~1og(100x)=0.

A) 0,01
D) 0,2

B) 0,002 C) 100




: C) 2
8 - E) 16

Ina y Inb son las raices de la ecuacién
20-Tx+4=0;
~ halle el valor de
b ;ln(a+b)(lnez-lna'“b)+ln(ab)2.
A) 2e B) 5 €))7
D) 6 E) e

Indique verdadero (V) o falso (F) segun co-
' rresponda. Considere que V.a; b € R —{0}.
[. log(ab)=log|a|+log|b|
_ Il. log(a/b)=log|a|-log|b|
- 11l logx*=2log|x|; ¥ x € R {0}

C) FFV
E) VVV

M) VFV  B) VVF

D) VFF

Se tiene que
- log(abe)=log(ab)log(ac)log(bc)=1

-
g

entonces determine o i
101 (n.41)" :
n! ;

A) n -1
D) 1 B2

40. Sabiendo que
Iogz(gb]a+log2c(2b)+log2,,c= '
=log a+l0gp)c+0ge(20),
determine el valor de

Py _

a“+bc—2ab

W; {a; b; ctcl2; +8]

A) 0 B) 1 ¢ =1
D) 2 E) -172

41. Silog(1-sen’a-cos’o)=a,

~calcule log|sen2a| en términos de a.
(a+log2)
2
(a-log2)
2
C) (a+log2)

A)

B)

D) (alog2)
2

(2a+log2)

E) 5




_ Blogl0 ) loga
0 E) log_10

A B Q) €

= ) 83 ) J't3 ) e
D) ¢ B -

e

4. Luego de resolver la ecuacion logaritmica

Infx"¥ 2 Inlxf? dloglxl®
log,, e logx3e log(antilog, 1)

AL

determine el valor de

— log x 1
S e =
1=, eloge

(e: nimero neperiano).

N B) 3 0) e
&y D)e! E) 0
45. Calcule el menor valor de a+b+c+d si tene-

mos que {a; b; c; d} € R™; adernas

logJ_ log%/— log¥c log\/_
log /e logi’/_ log\/_ log¥e

=16.

A) 26 B) 4e? C) 4e’
D) ¢! . pé

. Al resolver la ecuacién loganlmca

48.

49.

81h:ag3 e 91033 +3Iag2 7]032 4

se obtiene que su conjunto -SD]UCIén'ﬁe_né

A) 2 elementos.

B) 4 elementos.

C) 3 elementos.

D) unica solucion.

E) maés de 4 soluciones.

Si o es la solucién de la ecuacién

log x, +log x5 = log6, entonces, écual serd el
10
log!
valorde o 3 ?

A) 1 B) 2 0 3
D) 4 E) 5

Six; ¥ x, son soluciones de la ecuacién

]0gx+—l— =3
log x

1

caleule el valor de
log x; |( log x,
X] X2 3

A) 0,001
B) 0,
C) 0,01
D) 1000
Byl




cantidad de problemas relacionados
la administracion, la economia, la biologia,
requieren interpretarlos en términos ma-
icos, como por ejemplo la variacién de la
peratura, el movimiento de los planetas, las
ndas cerebrales, los ciclos comerciales, etc.

muchas situaciones el valor de una cantidad
uede depender de una o mas cantidades; por
jemplo, la reaccion de un organismo frente a
farmaco depende de la dosis del medica-
‘mento.

os un ejemplo de una modelacion, la re-
gla de Cowling es un método para calcular dosis
. jatricas. Si @ denota la dosis para un adulto
" (en mg) y ¢ es la edad del nifio (en anos), enton-
-. r:em la dosis infantil esta dada por

a |

[+1)
J A

PO ( 24

“® Definiciones previas

(a; b)
Primera componente
Ejemplos ¥ \
De los pares ordenados (3; 5), (6; 7) y (-2; 1, N

*  Sus primeras componentes son: 3; 6 y—ﬂ; k.
*  Sus segundas componentes son: 5; 7 y -%
Teorema "

(a;0)=(c:d) & a=c Ab=d

Aplicacion 1 -'
Calcule x e y si los pares ordenados
(dx-1;30) y (31; y+2) son iguales.

1
.
P

o

Resolucion
Por dato: (4x-1; 30)=(31; y+2), luego

por teorema tenemos
4x 1I~31 A 0=y+2

t_\—f

i y=28

[

PRODUCTO CARTESIANO .
Sean A y B dos conjuntos no vacios. El producto
cartesiano de A con B denotado por AXB
dado por todos los pares ordenados (a; b)
modo que a € A A b € B, es decir

AxB={(a;b)lac Anbe B}.



Vemos que g no representa a una funcign
v debido a que el elemento 6 € A no tiene co-
o rrespondencia en B.

- RELACION |
1 Denominada también relacion binaria. Se defi- 3. hnorepresenta a una funcién debido a que E
~ ne como relacion de A en B a todo subconjunto el elemento 0 € A tiene dos elementos co- %

| -,de! producto cartesiano AxB, donde A y B son rrespondientes en B. 2
conjuntos no vacios. h={(-52),(0;5),(0;7), (6;9)}

ResunarelaciondeAenB < RcCAXB b

R L P

~ Ejemplo
~ SeanA={2; 8} yB={0; 1; 5} de donde obtenemos
AXB={(2,0), @ 1), (2;5), 8, 0), (&; 1), (8;5)}

Teorema
La relacion fcon (a;b) € F y (a;0)ef

es una funcion solo si




ormado por todos los primeros com-
s de los pares ordenados pertenecien-

'RANGO DE UNA FUNCION

l‘"ﬁenominado también conjunto de imagenes.
“Esta formado por todos los segundos compo-
~ nentes de los pares ordenados pertenecientes

~ alafuncion.

- Notacion
" Seala funcion f:A — B.

FR’, —Ranf={y e B/(x;y) e f} BJ

: Ejemplos
" |. Dada la funcion
B (29, (1;6),65;5), 6 5)
Aqui tenemos
Domf={2; -1; 3; 8}
Ranf={9; 6; 5}

~ 2. Sealafuncién

A/r__\ ? De donde
: 1={(2; 6), 9; 2), (0; 2}
9 Luego

e | Dom/=1{2:9;0}=A
=i Ranf={6;2} cB

Ejemplos
.

A: conjunto de partiday Dc

B: conjunto de llegada y Ras

x: variable independiente 0 p
yviaf.

y: variable dependiente o imagen dex vfaf :

foy=2=1241
fo) =5=2%41
f(5=10=3"+1
f=1T=4"+]
) =y=x2"-l-1

Es decir
y=fg=x"+1; xe{l; 2 3; 4}
o simplemente
fix) = 2+t xell; 23 4}
Dom f
Sea la funcién g cuya regla de correspon-
dencia es
8y=6x-T; xe{-1;0; 1;2; 3}
Aqui
Domg={-1; 0; 1; 2; 3}
Rang=(8(.1y; 80y S0 823 86}
Rang={-13; -7; -1; 5; 11}

Sea la funcién h cuya regla de correspon-
dencia es
hp=x*-4; x&(1;12)

Su dominio es: Domh=(l; 12)




ACIOY

La gréﬁca de una funcnénf
en el plano cartesiano de todos _10

nados que pertenecen a (i
6(={(x;y) € R¥y=fpy ~ X€ Domf}

: ; : Ejemplo
de 7y 1:;ara que (l]a iuniérr;::;s Grafique la funcion
1 a
s S F={C2; 1), (1), 3;2), @ -0, (53), (6 D)

1

Y4

Apilcacié‘n‘a

Halleeldomlnlo de la funcion 51 9 5 ADSwe )}
.'. g ’ix)=v‘ -2+v6-x. "; '
Resolucion - -3
Como se observa radicales con indice por la .
funcién f quedara bien definida en R solo si 158 NOTA ——e \

Si los pares ordenados fuesen continu

x-220 A 6-x20 {
!k la gréfica seria una curva.

=2 A 65X
s x22 A x<6

2<x<6

i 2o L

: Teorema

B .. Domf=[2; 6] Toda recta paralela al eje Y corta a la graficade
Aplicacién 4 una funcion a lo mas en un punto.

~ Halle el rango de la funcién
'{Q;‘,—_-*'S_x2+5; sRlx <=2,

ER . I e IS il

Y Y
)y .
Jspi

[ X &7

L

4

A  f P A
4 4

>

- Resolucion

- f es funcion.




Aqui solo sve_s_gxafifqa-iieéqﬁe-éi.
funcién nos permite.

! - Lagrdficade giy=x;x <0es
6

Y

Domf=R y Ran/={6}

2. Lagrdficade g(y=-3;xe (-1;2] es

3. Lagrdficadehyy=x;-1<x<2es
}/ .
-1 DR LY | &
| ; _3 % 2 ----- |
E Aqui solo se grafica lo que el dominio per-
mite, es decir, para lodo x e (-1: 2] g 2 —;
e
3. Lagréfica de h(,y=0; x>0 es
J
‘ _] 2 Funcién valor absoluto
. X

Regla de correspondencia

~ Funcién identidad _
Regla de correspondencia ‘ fy=x; Dom/=R ] Y

45° N4 45°

1
¥

A S i 4™ T



la gréafica es una recta oblicua que corla al eje
Y en el nimero b, ello se determina haciendo

' Para determinar el punto de corte en el eje X
resolvemos la ecuacion ax+b=0 (y=0).

Ejemplos
1. Lagrafica de f(,)=2x-6 es

Y

Graficamos f(;)=2x+8.

Y
8

<
A

Pendiente; tanf = % =

Se observa que la pendiente de la recta que re-
presenta a la funcion lineal f,y=ax+b esta dada
por tanf=a.

Funcion cuadratica
Regla de correspondencia

(

{ f[_x)=ax2+bx+c; a=0 ]

luego de completar cuadrados equivale a
fio=alx=h)Z+k

ecuacion de una parabola
donde el vertice esta dado por V=(h; k).

(h; k)




‘Nétese que A es un valor positivo (la parabola
_ . a al eje X en sus dos raices reales dislintas

plicacion 6
 Grafique f,)=3x"+12x+13.
i
. Resolucion
Agrupando y completando cuadrados
fg=(3x"+12x) +13

=307 +4x+4)+(13-12)

1

.. lenemos /() =3(x+2]2+ |
I,@:[;e donde el vértice esta dado por V=(-2; ).
Y4

!
(XS]
> v

,_‘g.l_lg_._:_lzl22-4{3)(13)=—12 es un valor ne-
parabola no corta al eje X).

3=x,=x,

Nétese que A=0 (la parabola es tangente al eje
X en su raiz doble de valor 3.

. Nota

Sealaﬁmctéafdw'

.

y de raices x; ,\'x,* ver
i es V=(h; k)
| Donde

X+ X
h:_12_2 b *zb)

\.

Aplicacién 8
Resuelva /i ,=3x3+?x— l.

Resolucion
Sean x, Ay, raices de la cuadratica, luego
” i N ?
Xy + X9 = 5
7
h= _3
2

queda k=/ -
[_bJ

- OBSERVACION
Para determinar ¢l minimo o1
funcion cuadrética, basta cal
y la segunda componente ndicar

Vs

|
|
A




de donde V=(1; 3).
10 de fes 3 cuando x=1.

5n 10

aximo de gy=-x*+x+1. graficas

DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL
lificultaso completar cuadrados, ha-

I vértice de la parabola a partir de las i

y:f{x-l—h) y:f(x) y=f{x_m-

AR
-h

o Ejemplos
-I“ '. Y 4 >
E y=(x+T7)
.' ! _5_ LLZ 14 |
L- 4/ : \j
i —
L c
2

|

max; =%cuandox=

Funcion raiz cuadrada

Il

Yy=vx+9




r}.’:\/}_]o
-10

Sar<

+ x-1=0 o
x=l=h

* k=2

V=(1;2)

No olvidar que el vértice lo obtenemos as

© 8=-2|x-5|+1

Y e .
Veértice

1 * x-5=0

o
. , =5=h
NG

- V=(5; 1)

8="9

* OBSERVACION

| > Ot R S,
| R
|
: (e
Lo k)

Ejemplos
I. Grafiquef,,=2Jx=3+L
Y Vértice :
« x=3=0 ',
i _r x=3=h 4
My o k=l i
[ 3 X e -




Aplicacion 12
Grafique

={(x; 9/ e R¥y > |x|+2 A y < 5-x2).

Resolucion
Graficamos y=|x|+2 A y=5-x*.

Y Y
y =lx|+2

S

y - '?g,;;e‘sfla region que
linea curva.

licacién 11
ique F={(x; y) € R%y < 14+,

y=1+x*

Tengamos en cuenta que no se considera é’i

borde de la regién porque las demgualdad@
que lo generan son estrictas.




L 4

Inversa de una funcion

\DEFINICIONES PREVIAS

*Funcion univalente o inyectiva

funcion f es univalente, si para cada elemen-

del rango le corresponde un solo elemento

'del dominio, es decir, cada elemento del rango
lesiimagen de un solo elemento del dominio.

fes univalente
o0 inyectiva.

al elemento 9 del rango le correspon
elementos del dominio 6y 8.

Definicion
La funcion /: A — B es inyectiva solo si para todo
X| A Xy € Domf

f(x;) 2413] 2

Aplicacion 14
Ver si la funcién f tal que

fon= gl es inyectiva
)= 3y y :

Resolucion
Sean x; A xy € Dom/ luego

2x+1  2x, +1
3+l 3xy+1

[I 1) = ( Xy ]

N A A
—3 (2.¥1+])(3X2+])=(2X2 +1)(3x1+1)
Sl Sl

s 6.\;"]')'(-:; + 2)(| i 3X2 + 1= @X]fa =+ 2X2 i BX] +,I
— 2)(] +3J’2=2X2+3X]

= 3X2—2X2=3X|—2X|
— | Xp=X| | lo que prueba que f i es inyectiva.
Propiedad R

Toda recta paralela al eje X corta ala graficade
una funcion univalente a lo mas en un punto. '
X - ‘_-;.i.




f es inyecliva o
univalente.

3 T 8y=x"-9, cuya grafica es

|
-3 i o

—-97] gnoes inyectiva.

' Funcién suryectiva o sobreyectiva

La funcién f; A— B es sobreyectiva solo si
Ran/=B.

Ejemplos

1. fessuryectivadebido a que Ranf={2; 8} =B.

;
e P 5]

]2

gs

- 02,62, 6:9)

Fi(2:4] = 11507
X - 3x+h

Del dato tenemos
f (x) =3x+5

hallando el rango a partir del dominio
2<x<4
——
por 3: 6<3x<12
sumamos 3: 11 < 3x+5 < 17
Como Ran/=(11; 17] coincide con el conjun-
to de llegada, entonces f es sobreyectiva,

Funcion biyectiva

Una funcion/es biyectiva si es simultdneamente
univalente y suryectiva.

Ejemplo
Sea la funcién f

f
A= =8B
=
I
0
6

%
1
|

L =3 Mo

Como f es inyectiva, ademas es suryectiva, en-
tonces f es biyectiva.

AR NOTA s

| 3 s :

| Sino especifican el conjunto d
| para que sea biyectiva es suf
| sea univalente. :

Nl




yectiva Sea funa funcién biyectiva,
-1;0), 5:9), 6 8) et o LR

(y=x). oy
Ejemplo :

‘Notese que Dom/*={6; 0; 9; 8} =Ran/ rt y;-fé)-  '.
B Ranf*={2; -1 5; 3}=Dom/ ' (45 ,Q{;
‘ b y=fu o

' ""'jic‘a_cién 15 il / 7 ;
lle la inversa de f(,=2x-1; 1 <x < 2. b ¢ ' )
z

”p'aiso
" Pero la grafica de f(,)=2x-1; 1 <x<2es

Regla de correspondencia f(__t)g-*-—*b* '.
donde b € R*~{1}. R

De donde se Dom/=R A Ran/=R*
tiene que :
f es biyectiva y Para graficar la funcion exponencial se presenta
Ranf;{l' 3], 2 casos dependiendo de la base.
)’E, CUANDO LA BASE ES MAYOR QUE LA UNIDAD
Parab>1 A y=b", la gréficaes
LA y+1
dato y=2x-1 de donde )i( e
f{y)




Comolabase esd
los exponentes el

b R cambia, asi
s
il 2xx-1=2
Vg yor gue uno, al comparar
s el sentido de la desigualdad no x=32 .
91 3 4 1
s[5 +=)

Aplicacion 18

1 x"l
Determine el rango de /, =(§J ; 2EX<S

Resolucion

Del dominio 2 < x < 3 restando | tenemos

== <2

1
Tomamos como base g

B - = 5 1
it ad e Bl

e
| —
e
%
—
2%
v
|~

Y

-

Ih)

3

|
[}
ol -
QO |
C———

j'-

i
-
-

Funcion logaritmica

Regla de correspondencia

| _,"[:A.]=I0gbx v y=log5x]

Condicion de existencia

; x>0AbB>0ab=1). %
L o Para graficar la funcion l?gantmo tamb.

de orden. presentan 2 casos dependiendo de su bas

|




funcion creciente

~ Propiedad
, ‘f[}e]_gréﬂco obtenemos

Fogb-xl@mgbx? & X3 |

Se mantiene la
relacion de orden.

TS

7

log X2

funcién decreciente

Propiedad
Del grafico tenemos

l log, xS 10g, X%y & X&) '_

La relacion de
orden cambia. S
Aplicacion 20 Ly |
2 .f\"'] - '1
Resuelva [ = <7. i
5 L
ot I
Resolucion ]

: 2
Tomando logaritmo en base s

log, [% >logy 7

x—1>log, 7, de donde x >1+log, 7
5 . 5

CS "—‘(1+10g2;57; +°0>



[

'R — R una funcion definida por

0 a(“—x)+llo a(l+4x)+
S el

+-1~Io a(——l_x)
2 Sa 1+4x

=dorlde a>0ya# 1, cuyo dominio es un inter-

o de la forma <— l; q>. Halle p-q.
P

UNMSM 2011-1l

mnos condicion de existencia

A l+4x l—x)
A 0
8 a( 1+ x J> D a-(l+4x 2l

-

* cancelamos en cada una de las

Problema N.° 3

Halle el darea de la region determinada por e
grafico de la relacion

R= {(,\'; y)e Rz/!):l <y<yl-x? }
IUNHSM 2011-11

Resolucion
De la condicion se observa que y = 0

> /
también [x|<y A y<yl-x2.
Graficando las igualdades y = |x| A y=1-x*

I ey=lx|
Y 1




~— esequivalente
K i ¥ q enle a

n r
. Area= Zuz

- Problema N.° 4

La tabla adjunta muestra parte del dominio y
- rango de una funcién lineal /.

T2 o R T
o 10] a [ 28737

Jasumadeayb.
UNMSM 2011-1

a f’._*'b=_30

Problema N.°5

Resolucion
Por teorema conb > 1: p™ B S e

Deldatox #0 — |x| >0, de donde l'-l'.f.""l"b'"‘:': :
Tenemos

/_..-2Jr2-'.r+2 14 :-I
(33 ) > (1) — 2®-5x+2514 &
A
2x2-5x-_12 >0 = @2x+3)(x-4)> 0 "
2x .

3
x><~4

'Slx 0, {vtam:!rlanmﬂ2 1“




2x -3
X+5

-120 =

UNMSM 2009-1i & Domf=R-[-5; 8)




_ C) solog
D) fyg E) gyh

OO A p=a

i N
halle la suma de los elemenlos del rango.

A 19 B) 20 C) 35
BD) 25 E) 9

)i
E) 9

Sea f una funcion tal que
={1:2:3:4F MR

X - 3x-2
Halle el rangode /. -

A) {154, 7,10} S
B) {1;4;7; 12}
C) {1;5,7,10)
D) {1;4;8; 10}
E) {12 7; 10}

Si(2; 11) es un punto que pertenece a la gra-
fica de la funcién f(x]=x3+ 2x+n, segun ello
calcule n. '

A) 0 SR 03¢
D) 2 E) -2

Determine el dominio de la funcion

o =\B=2x +x+1,

g wlg o S

o[+




C) 2
E) 4

Slqﬂz(nz_ 1'] )x'z +X+3n representa a una
0?4

‘ I ﬁmcién iinea]-, calcule f {0)+f (l}‘i'f (2):

A) 10 B) 11 G
D) 12 E) 13
, _"—'-': 13. Grafique £,y = x +V3;x<1.
A
43 .
X
X

14,

() Y4
B

A

.D) Y

Grafique g, = JF+J§

A) %

4

<y

B)




6. Teniendo en cuenta la grafica de

fy=alx-2|+b T\? X \!

¥
\\0/ 19. Determine la regi6n que representa a
2 Ly . f={(X:y)eR2fx2+l<—y},
c ¥ A) Y B) R -
‘halle a+b+c. e ‘i;' g
A) 4 B) 5 C) 6 f \ X
D)7 E) 8 0) ¥4

17. Sila grafica de /() =x*+(n-1)x+9 es

)/J




- 21. Silafuncion

L E@E8) - @b

i x — 4x-1

es s_uryéctiva, determine a+b.

A) 24 B) 25 C) 26
D) 27 E) 28
22. Dada la funcién biyectiva
ffA - (79]
x = x4
determine el conjunto A.
A) (-2;2) B) 221 O (02
- D) 88 B) (¥-6;2]

| 23. Si la funcién inversa de fy=2x+8 es

= X
f(.\'} = E - b, halle ab.

C) 6
E) 10

B) 4

27.

28.

de la forma (=e; a), calcule @>.

Q) 21
E) 125

A) -8 B) 1
D) 8

Determine el dominio de

{;_\"} T ]Dg{_;—._5) (X2 = 1]

A) (5; +o9)
B) (6; +=9)
C) «(5: 6)L (6; +o9) .
D) (6: 7)—{8} |
E) (cos; 1) Ul; +9) b |

Halle el rango de g(,y=logs(x+1);
7 <x = 1023.

A) (3;10]
B) (log,3;log, 120]
C) (log,7;log,1023]

l .
) <E’3]

E) (2;10]




0 51
E) R

NIVEL INTERMEDIO

cumple que
,_G*Fb'ili'c-; ab+bc+ca)=(6; 12),
- donde a; b; c e R, calcule abc,

't.

-

By 7

B) 8 Q0 9
D10 E) 12
32. Dada la funcién

F={;2b-1), (2:20-6), (4; 0), (2; *-30), (@ 5)},
determine el valor de a+b.

A 2
D) 5

B) 3 C) 4

E) 6

Dada la funcion [, = vx* -9 + ffﬁ

si el dominio tiene la forma

G132
E) 24

36.

37.

E) (17;28)

. Sea la funcién /: R - R que satisface las si- /3

guientes condiciones :
f=2 A fusg)=ly f).
Indique f(_g).

A) 3
D) §

B) 2 C) 12

£y 4 - A

Sif(,y=ax+b verifica las condiciones
fon < fog) y

fa9) 2 f30),
ademas f{zmg] =5

senale la alternativa correcta.

A) f(m < U

B) f =if)
(o)

C] f{5]=8
E) T < oo < fous)
Determine el rango de la funcion

2 = R
X = |x42)+|x=1|+|x=3|

A) (5;6)
D) [7;8)

B) [5; 6) C) [6;7)

E) [1;16)




(a; o X

: icudles de las siguientes proposiciones son

~ verdaderas?

- L Lapendiente de la recta es negativa.
Il Elpunto(a;b) pertenece a la recta.

IlI. La recta [ es perpendicular a la recta.

=t
A) Iyl B) iyl  C) Iyl
D) solo] E) todas

~ 40. Teniendo en cuenta la gréfica de
f(x');_axz'-!-bxi—c

Yl

./

et

R

~indique el vértice.

42.

Halle a+b+c.

A) 8 B) 9
D) 7

}/J

De la grafica de ) = i—;—b

0 10
E) 6

..
S

halle 4ab.

A) 2
B) 4
C) 8
D) 12
E) 6

LY

o T




44. Determine el rango de la funcion exponen-

cial £,y = 2" tal que |x-1] <3

A) [-814] B) [-6;12] O [1/8;128]
45. Halle el rango de la funcion
; (71 - R
x — logs(|x]+1)
A) (-3,0] B) [0;3) C) (1,8
D) (0;1/3) E) (-1/3;0]
46, Dada la funcion £: Q@ —> Q" que salisface
f
Qx:y)z'%l'
Si f(2012]=2013, calcule f(2013)-
A) 2010 B) 2011 C) 2012
D) 2013 E) 2014
" 47. Determine el dominio de g donde

80)=3~/(x+1)
siftiene como dominio al intervalo [0; 2].

C) [-2;4]
E) [2;4]

A) [1;3] B) [-2;0]

D) -5

=

. -l""- 5
. P

49,

50.

calcule f(b_)'l' !(2b)+ f(’3p)+ f@b)'.-l_'

A 1 B) -21- C) 2 -

D) 4 E)%

[[x{=1
1 Y4
sea =)

nio es <—3; sen %] Halle el rango.

una funcién cuyo domi-

D) [1;3]

Las gréficas de
fon=b~ |x-a| y g[_‘.)=d+|x—c|
se intersecan en los puntos (2; 5) y (8; 3)-

Halle a+c.

A) 11

13
D)=
) 2




B) 8

. Dadas las graficasde fy h

Yj

/-4

h\h

grafique la siguiente relacion

R = () e R2
R {(.x._y)E_IR / 4

(x)

ﬁ-(y-l;d-l):.o}.

54. Del grafico, calcule b.

Y 4

A) -1

D) -16

- Senale el minimo valor de n para que el
conjunto solucion del sistema

x2+y+2<4x
y<n

sea el conjunto vacio,

A) 4 B) -2
D) 2




beneficios surgen nuevas teorias en el
- mundo de las matematicas. Una de ellas es la de-

nominada programacion lineal, que surge en un
'~ inicio para optimizar gastos y tiempo en la Segun-
da Guerra Mundial. Desde ahi se ha aplicado en
~ diversos campos como la biologia, economia, elc.

- 8 ;Qué es la programacin lineal?

Es un método o conjunto de métodos de opti-

', mizacién cuya finalidad es maximizar y/o mi-
" nhimizar una funcion lineal con dos variables,

L

denominada funcién objetivo, sujeta a las res-

tricciones.

Un problema de programacion lineal bidimen-
~ sional tiene la siguiente forma:

';‘f('x:_;y)=ax+by+cjr «— (funcitn ohjetivo)

aix+by2 Cl

X+ bzv 2 C
sujeta a

restricciones |a,x + b,y g Gy

x20 ::I condiciones de
b; >0 ne negatividad

® Definiciones

FUNCION OBJETIVO

Es la representacion matemética de la

a oplimizar.

VARIABLES DE DECISION

Son cantidades desconocidas que indican:
valores numéricos que puede adquirir
de lograr el objetivo.

SOLUCION FACTIBLE

restricciones.

SOLUCION OPTIMA .
Es la solucion factible (xg; yo) que hac‘é quela
funcién f se optimice cuando x=xy A y=Y- '

CONJUNTO FACTIBLE
Es el conjunto formado por todas las soluciones

factibles.



Region factible
acotada

2 cldn Imeal

'En un problema de programaci6n lineal con dos
‘variables, si existe solucién unica que optimice
~ la funcién objetivo, esta se encuentra en un
~ punto extremo o vértice del poligono convexo

g (reg:én factible acotada), nunca en el interior de

dicha region.

Como f(. ;)=5x+y, evaluamos en los extre
de la region factible

f(o; m=5><0+0=0
=9%X5+0=25 «— méximo
f{g‘- 3]=5X2+3=l3

Por lo tanto, la solucién 6ptima es (5,0 y el
rmaximo de la funcién es 25.




S N

A g!S‘!—x y 2%

A4

X X

y=4-x
: ‘Por ser un sistema, se deben de intersecar.

Y.

< b

. Problema N.° 2

‘Escriba una funcion f. , que represente los in-
. gresos que se obtienen al vender x chaquetas a
§/550 c/u y pantalones a /40 c/u.

‘Resolucion
- = Sjcada chaqueta cuesta S/.50
. > xchaquetas cuestan en total 50x
~ » Sjcada pantalén cuesta S/.40
B — y pantalones cuestan en total 40y

"1l Un vértice de la regién factible es (0; 8). T

Luego determine el valor de verdad co
a las siguientes proposiciones. e
I.  Esacotado.
Il. Un vértice de la region factible es (4;4).

- - l
Resolucion =13
] or I
Graficamos x+y = 8 Ay = x, ademas la region

esta en el primer cuadrante porx20 A y20.

De donde se observa que

« Larelacion obtenida no es acotada.

= (0;8) y(4; 4) son vértices de la regién factible.
Por lo tanto, la respuesta es FVV.

Problema N.° 4

Dado el recinto definido por el siguiente sistema
de inecuaciones

X+y26
X2y
x20
y=0

maximice en dicho recinto el valor de la funcién
f, =T 11y,




x=20

Resolucion
Dibujando la regién factible tenemos

YI

te el drea de laregion determinada por
le sistema de inecuaciones

(0; 5)

|(0; 0)

i Luego evaluando los extremos de la region fac-

tible en la funcion f,. y)=X+Yy tenemos
f0:9=0+0=0 — minimo

SR £
f[_ : J:5-1-5}:—

Byriis
wdy

2

f(s;s):5+5==10 «— maximo

f0:5=0+5=5

T
Por lo tanto, el méximo de la funciénes 10.




pales (4 y B). Los 2 bienes se

dos fases de proceso (1y 1) con |
tes coeficientes técnicos. T

Producto  Procesol
Sk 5 h/unidad | 2
25 h/unidad

=fersnrns

El beneficio unitario estimado por ven -'
es de $3000 y $4000 para los bienes A y B,

-. respectivamente. Determine la funcién ob- ' .-'j
7 jetivo y las restricciones. 3
'\ : :
L A) z=3000x+4000y B) z=3000y+4000x
| 15x+25y < 75 15y+25x < 75
J20x+12y < 60 20x+12y < 60
x20 xz20
L’ =0 y=0
E) o C) z=3000x+4000y
i 15x+25y < 70
! _, % | 20x+12y < 60
% x=20
. y=0
" 3. Determine los vértices del poligono lorma- S
do por el sistema de inecuaciones. D) z=300x+400y E) 2z=3000x+4000y
[x-y<2 15x+25y < 65 15x+25y < 60
: 20x+12y < 50 20x+12y < 75
Ix=0 =0 |
y=0 y20 ' %
A




- —

A) (7:5) B) (0;0) ¢ ﬂo)
D) (0;4)

Halle el minimo de la funcién z=
las condiciones

3x+4y<12

3x+2y>2

x20

y20

. A) 1 B) 2 0 6
B) 10/3 C) 173 D) 12 E) 12
20 E) 20/3

!-'Ic 1 i ! Fe ¥ 2 :: - .

NIVEL INTERMEDIO 10. .\.1\1_m|‘(e la funcién 3x+2y sujeta a las
restricciones

>

> 9

y
3y
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